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Zusammenfassung

Die kontinuumsmechanischen Elemente, welche zur Beschreibung der Deformation des Erdkörpers sowie dessen
Rotationsverhalten dienen, werden ausführlich dargestellt. Insbesondere werden die verschiedenen Formulierun-
gen der Impuls- und Drehimpulsbilanz verglichen und die alternativen Definitionen eines körperfesten Systems
vorgestellt. Einen weiteren Schwerpunkt bildet die Darstellung des inkrementellen Gravitationsfeldes aufgrund
von Deformationen, insbesondere dessen Glattheitseigenschaften. Das Verschiebungsfeld, das inkrementelle Po-
tential, die Randspannungen und weitere Feldgrößen werden in skalaren und vektoriellen Kugelfunktionen ent-
wickelt.
Üblicherweise wird in den Gleichungen für die Auflastrelaxation eines viskoelastischen Erdmodells die Abplat-
tung der Erde vernachlässigt. Ähnliches gilt für die aus der Drehimpulsbilanz abgeleiteten Gleichungen der
Polbewegung bzw. Polwanderung: Zwar wird die Differenz der Hauptträgheitsmomente des Referenzzustandes
berücksichtigt, die inkrementellen Trägheitsmomente werden jedoch aus dem Verschiebungsfeld eines sphäri-
schen Erdmodells abgeleitet. Zudem findet von den inkrementellen Trägheitskräften nur die Zentrifugalkraft
Beachtung. Ein weiteres Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Auswirkung der vernachlässigten Terme auf den
Winkelgeschwindigkeitsvektor einer homogen geschichteten, sphäroidischen, viskoelastischen, inkompressiblen
rotierenden Erde unter dem Einfluss einer Oberflächenlast abzuleiten. Mit Hilfe des bekannten Korrespondenz-
Prinzips werden die Gleichungen der Impuls- bzw. Drehimpulsbilanz in den Laplace-Bereich transformiert.
Während die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichungen in vektoriellen bzw. skalaren Kugelfunktionen nur
durch die Trägheitskräfte gestört wird, findet die Abplattung in den Randgleichungen ihren Niederschlag, welche
unter anderem die Komponenten der von der Auflast erzeugten Randspannung enthalten. Die unbekannten Ko-
effizienten der allgemeinen Lösungen der quasistatischen Bewegungsgleichungen werden durch Propagation der
Randbedingungen im Laplace-Bereich ermittelt und durch eine Partialbruchzerlegung als einfache Pole darge-
stellt. Mit Hilfe der so bestimmten Love- und Auflastzahlen, die noch vom Laplace- Parameter s abhängen, wird
die Drehimpulsbilanz gelöst. Es werden Verhältniszahlen der Polbewegung bzw. Polwanderung für den Fall einer
Heaviside-Anregung sowie für eine periodische Anregung berechnet. Es wird gezeigt, dass sich die “sphärische
Lösung” von der hier abgeleiteten nur durch Terme höherer Ordnung in der Abplattung unterscheidet.
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1. Einleitung: Isostasie, Auflastdeformation und Polwanderung

1–1 Isostasie

Da es eine Aufgabe der Geodäsie ist, die Figur der Erde zu bestimmen, muss sie sich notwendigerweise auch mit
den Wirkungsmechanismen und Prozessen beschäftigen, welche diese Figur wesentlich prägen oder beeinflussen.
Zum einen erleichtern geophysikalische Modelle häufig die Auswertung oder zumindest die Interpolation und
Interpretation von Messergebnissen. Zum anderen obliegt es häufig den Geodäten, diese Modelle durch geeig-
nete Messexperimente zu falsifizieren; in diesem Fall ist ein solides Verständnis des geophysikalischen Modells
die Voraussetzung für eine effektive Anlage von Messkampagnen bzw. Beobachtungsnetzen. Ein Musterbeispiel
für die Wechselwirkung zwischen Geodäsie und Geophysik ist das Prinzip der Isostasie, also des Gleichge-
wichts bzw. Schwimmgleichgewichts der oberflächennahen Schichten des Erdkörpers (griechisch: ισoστάσιoς
bedeutet “gleich schwer”). Einerseits liegt dieses Prinzip der topographisch-isostatischen Reduktion der Schwe-
re zugrunde, welche häufig im Zusammenhang mit dem geodätischen Randwertproblem angewandt wird, um
die Beobachtungsdaten zu glätten; das geophysikalische Modell ist also bei der Auswertung von Nutzen. Ande-
rerseits entstand die Hypothese der Isostasie aus einem Zusammenspiel von geodätischen Beobachtungen und
geophysikalischer Modellbildung. Wir skizzieren hier die wesentlichen Entwicklungsschritte der isostatischen Hy-
pothesen; ausführliche Darstellungen finden sich beispielsweise in A.B. Watts (2001) oder in V. Bialas (1982).

Erste Ansätze in Richtung Isostasie entstanden bereits während der Gradbogenmessungen in Peru und Lappland
in den Jahren 1735 bis 1744, bei denen die Abplattung der Erde an den Polen nachgewiesen werden konnte.
Anlass zu diesen Expeditionen gab die Hypothese I.Newtons, der in seinen Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica 1687 diese Abplattung aus theoretischen Überlegungen gefolgert hatte. Die Grundlage für seine
Überlegungen bildeten die von ihm entwickelte Gravitationstheorie und die Hypothese vom hydrostatischen
Gleichgewicht, die im weitesten Sinne bereits als eine isostatische Hypothese (wenn auch eine besonders ein-
schränkende) aufgefasst werden kann. Dabei wird ein lokales Gleichgewicht von Gravitationskraft, Zentrifugal-
kraft und Flächenkraft unter der Voraussetzung angenommen, dass zwischen benachbarten Volumenelementen
nur Flächenkräfte senkrecht zu ihrer gemeinsamen Grenzfläche wirken, also keine Scherkräfte vorhanden sind.
War Newton bei seinen Überlegungen von einem homogenen Erdmodell ausgegangen, so wurde die Theorie der
hydrostatischen Gleichgewichtsfiguren bald auf Erdmodelle mit radiusabhängiger Dichte erweitert. Der wohl
bedeutendste Beitrag in diese Richtung wurde von A.C. Clairaut 1743 erbracht, der eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung für die Abplattung als Funktion des mittleren Radius der Flächen gleicher Dichte aufstellte.
Dieses einfache Modell liefert bereits ein erstaunlich gutes Ergebnis für die Abplattung der Erde. Der Schluss
liegt nahe, dass sich die Erde tatsächlich in guter Näherung im hydrostatischen Gleichgewicht befindet. Z. Mar-
tinec, K. Pěč (1987) vertreten die Ansicht, dass die Hypothese des hydrostatischen Gleichgewichts auf 96-98 %
der Erdmassen zutrifft. Historische und technische Details bezüglich der hydrostatischen Gleichgewichtsfiguren
können etwa den Standardwerken von I. Todhunter 1873, S. Chandrasekhar 1969, Z. Kopal 1960 entnommen
werden.

Eine schwächere Annahme als die des vollständigen hydrostatischen Gleichgewichts ist diejenige, dass die Li-
thosphäre oder Teile davon sich im Archimedischen Schwimmgleichgewicht in einer zähflüssigen Asthenosphäre
befinden, so dass erst unterhalb eines gewissen Ausgleichsniveaus hydrostatisches Gleichgewicht herrscht. Dies
wird im engeren Sinne unter dem Begriff “Isostasie” verstanden. Damit das Gleichgewicht trotz der aufragenden
topographischen Massen Bestand hat, muss also eine Kompensation dieser Massen vorhanden sein. Anlässlich
der erwähnten Gradbogenmessung in Peru wurde festgestellt, dass die Massenanziehung der Anden viel kleiner
ist als angesichts der sichtbaren topographischen Massen zu erwarten wäre (W.A. Heiskanen, F.A. Vening Mei-
nesz 1958, S.126). R.J. Boscovich versuchte 1750 dieses Messergebnis zu deuten und verwendete dabei bereits
den Begriff der Kompensation. Die grundlegenden isostatischen Ideen wurden jedoch erst ein Jahrhundert später
entwickelt, nachdem ein ähnlicher Effekt anlässlich einer Gradbogenmessung in Indien beobachtet wurde. W.
Grüninger 1990 beschreibt den historischen Ablauf folgendermaßen:

“In den Jahren 1800 bis 1870 führten die Engländer in Indien eine Landesvermessung durch, die der Verwaltung
der damaligen britischen Kolonie dienen sollte. Zur Bestimmung des Bezugsellipsoids wurde eine Gradbogen-
messung entlang des 78◦-Meridians, des ‘Great Arc of India’, zwischen Kalianpur an der Südspitze Indiens und
Kaliana am Fuße des Himalaya-Massivs durchgeführt, an der George Everest (∗ 1790, †1866) maßgeblich beteiligt
war. Bei der Gegenüberstellung der Ergebnisse aus Triangulation (∆ϕT = 5◦23′42′′, 295) und astronomischen
Breitenbestimmungen (∆ϕA = 5◦23′37′′, 058) stellte man eine Breitendifferenz von (∆ϕT − ∆ϕA) = 5′′, 237
fest, worauf Everest zunächst einen Fehler in der Messung der Basisstrecken vermutete (P.A. Dickey 1985 ).
Im Gegensatz dazu sah J.H. Pratt, Archidiakon in Kalkutta, den vermeintlichen Fehler in der gravitativen
Anziehung des Himalaya begründet und berechnete 1855 die durch diese Gebirgsmassen verursachten Lotab-
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weichungsstörungen für Kaliana (δξ2 = 27′′, 853) und Kalianpur (δξ1 = 11′′, 968). Die daraus resultierende
Differenz (δξ2 − δξ1) = 15′′, 885 war jedoch etwa dreimal so groß wie der zuvor von Everest ermittelte Breiten-
unterschied (∆ϕT −∆ϕA) aus geodätischen Beobachtungen. Aufgrund dieser Tatsache vermutete man unterhalb
des Gebirges ein Massendefizit, worauf fast gleichzeitig, jedoch unabhängig voneinander zwei Hypothesen über
den Aufbau der Erdkruste entwickelt wurden:

• J.H. Pratt nahm 1854 an, dass die Massendichte der Kruste unterhalb der Gebirge geringer sei als im
Flachland und die Berge infolgedessen wie gärender Teig entstehen (Teighypothese):

• G.B. Airy war 1855 der Auffassung dass das Krustenmaterial eine homogene Dichte aufweist, jedoch
unterhalb der Gebirge tiefer in den dichteren Erdmantel eintaucht. Die Gebirge schwimmen folglich im
“flüssigen” Erdmantel wie Eisberge im Wasser (Eisberghypothese).”

(soweit das Zitat von W.Grüninger 1990). Der Begriff der Isostasie wurde von C.E. Dutton 1889 eingeführt.
Wir geben Duttons Definition hier verkürzt wieder:

“If [laterally] heterogeneous, ... [the earth’s] normal figure would no longer be spheroidal. Where the light matter
was accumulated there would be a tendency to bulge, and where the denser matter existed there would be a
tendency to ... depress the surface. For this condition of equilibrium of figure, to which gravitation tends to
reduce a planetary body, irrespective of whether it be homogeneous or not, I propose the name isostasy.”

Die beiden grundlegenden isostatischen Ideen wurden später von J.F. Hayford bzw. W.A. Heiskanen aufgegriffen
und mathematisch ausformuliert: Setzt man eine konstante Asthenosphärendichte voraus, so kann im Rahmen
der Teighypothese (Pratt-Hayford-Modell) bei festliegender Grenze zwischen Lithosphäre und Asthenosphäre
die Massendichte der Lithosphäre in Abhängigkeit von der Höhe der Topographie bestimmt werden. Wählt
man dagegen eine konstante Massendichte der Lithosphäre, so kann auf der Basis der Eisberghypothese (Airy-
Heiskanen-Modell) die Tiefe der Grenzfläche zwischen Lithosphäre und Asthenosphäre bestimmt werden.

Während Grüninger 1990 an dieser Stelle von “Kruste” und “Mantel” spricht, werden häufig auch die Begriffe
“Lithosphäre” und “Asthenosphäre” benutzt. In der geophysikalischen Literatur wird die Abgrenzung zwischen
Kruste und Mantel hauptsächlich anhand der chemischen Zusammensetzung des Gesteins (Kruste eher sauer,
Mantel eher basisch), die Trennung in Lithosphäre und Asthenosphäre anhand der rheologischen Eigenschaf-
ten des Materials (Elastizität, Viskosität) vorgenommen. Die Grenzfläche zwischen Kruste und Mantel, die
Mohorovicic-Diskontinuität (kurz: Moho) genannt wird, liegt in einer Tiefe von 5-60 km. Dagegen reicht die
Grenzfläche zwischen Lithosphäre und Asthenosphäre bis über 100 km unter die Erdoberfläche. Hauptsächlich
die Moho lässt sich wegen der relativ großen Änderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit der seismischen Wellen
an dieser Schichtgrenze relativ genau bestimmen. In beiden isostatischen Modellen ist die Kompensationstiefe
ein frei zu wählender Parameter. In der geodätischen Literatur wird für diesen Parameter im Fall des Airy-
Heiskanen-Modells häufig 30 km (also etwa die Tiefe der Moho), im Fall des Pratt-Hayford-Modells häufig 100
km (also etwa die Tiefe der Lithosphäre) als normale Ausgleichstiefe gewählt (vgl. z.B. W.A. Heiskanen, H.
Moritz 1967) – was zur Begriffsverwirrung in der Diskussion zwischen Geodäten und Geophysikern beiträgt.

Beiden Hypothesen ist gemeinsam, dass eine lokale Kompensation vorausgesetzt wird, d.h. dass (im Fall der
Pratt-Hayford-Hypothese) die Dichte des Gebirges unter einer gewissen geographischen Länge und Breite bzw.
(im Falle der Airy-Hypothese) die Tiefe der Grenzfläche zwischen Lithosphäre und Asthenosphäre nur von der
Höhe der Topographie zur selben Länge und Breite abhängt. Physikalisch kann diese Vorstellung so interpretiert
werden: Die Lithosphäre besteht aus Säulen infinitesimaler Oberfläche (jedoch endlicher Höhe), die in vertikaler
Richtung frei gegeneinander verschiebbar sind, so dass sich ein lokales Schwimmgleichgewicht einstellen kann.
F.A. Vening Meinesz (1931, 1939) erweiterte das Airy-Heiskanen-Modell in der Weise, dass er einen regiona-
ler Ausgleich annahm: Die Lithosphäre wird als ebene elastische Platte behandelt, die auf der Asthenosphäre
schwimmt und durch die Last der topographischen Massen deformiert wird. Zur Berechnung der Auslenkung
konnte Vening-Meinesz auf die Hertz’sche Lösung der Kirchhoff’schen Plattengleichung zurückgreifen (H. Hertz
1894, 1895). Eine detaillierte Darstellung dieses Problems findet sich in H. Leipholz 1968. Das Modell von
Vening-Meinesz leitet somit die Deformation der Lithosphäre im Vergleich zu einem ungestörten oder Refe-
renzzustand (nämlich der unbelasteten Platte) mit Hilfe der Elastizitätstheorie her. Ein Gebirge, das auf der
Lithosphärenplatte aufliegt, bewirkt eine Deformation der Lithosphärenplatte auch in einer horizontalen Um-
gebung. Dafür nimmt das Vening-Meinesz-Modell (im Gegensatz zu Airy-Heiskanen) auch Scherspannungen in
der Lithosphäre in Kauf – damit wird das wichtigste Charakteristikum der isostatischen Modelle aufgegeben.
Es lässt sich darüber streiten, ob dies eine Verallgemeinerung oder eine Verwässerung des Prinzips der Isostasie
bedeutet.
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Ein gewisser Nachteil des Vening-Meinesz-Modells (der sich jedoch leicht beheben lässt) ist die Annahme einer
im unverformten Zustand ebenen Lithosphäre. Während diese Einschränkung für lokale Problemstellungen ohne
weiteres hingenommen werden kann, ist für regionale und globale Fragestellungen, wenn also Wellenlängen über
100 km von Interesse sind, ein Modell wünschenswert, das zumindest von einer sphärisch geschichteten Erde
ausgeht. Ein sphärisches Modell erlaubt darüber hinaus, den in der Geodäsie weit verbreiteten Formalismus der
Kugelfunktionsentwicklungen zu anzuwenden, der beispielsweise in der Theorie der Gezeitendeformationen den
standardmäßig benutzt wird. Es ist daher erstaunlich, dass sich das sphärische Modell für Auflastdeformationen
in der Geodäsie nicht recht durchsetzen konnte. Ein wichtiger Grund mag darin liegen, dass Auflasten in der
Regel sehr kleinräumig verteilt sind, so dass die Kugelfunktionsentwicklungen im Vergleich zum Gezeitenfall
sehr viel schlechter konvergieren.

Eine weitere Verfeinerung der isostatischen Modelle bestand schließlich darin, zeitliche Veränderungen einzube-
ziehen. (Anlass dazu gab beispielweise die nacheiszeitliche Landhebung in Skandinavien und Kanada, auf die
wir im nächsten Unterabschnitt ausführlicher eingehen.) Die Erweiterung des Prinzips der Isostasie in diesem
Sinne wird mit der – etwas unglücklichen – Bezeichnung Dynamische Isostasie belegt.

Wie bis hierher geschildert, entstanden die isostatischen Hypothesen aus dem Bemühen, beobachtete Abweichun-
gen der geodätischen Messgrößen von einem “Normalzustand” zu erklären. Bald aber erwies sich vor allem das
Airy-Heiskanen-Modell in der Geodäsie auch als nützliches Hilfsmittel zur Bestimmung des Erdschwerefeldes.
Bei der Lösung des geodätischen Randwertproblems wird in der Regel davon ausgegangen, dass sich oberhalb
des Geoides bzw. des Ellipsoides keine Massen befinden. Ist diese Annahme erfüllt, kann die Laplace-Gleichung
im Außenraum der Erde (mit dem Geoid bzw. dem Ellipsoid als Randfläche) gelöst werden. Werden die Beob-
achtungsgrößen (in der Regel Schwerewerte) um die Wirkung der topographischen Massen reduziert, verbleiben
“große” und lokal stark variierende Restgrößen, so wie es bereits von J.H. Pratt in Indien beobachtet wurde.
Dadurch kann die Lösung des Randwertproblems ungünstig beeinflusst werden: Da das ursprüngliche Problem
nichtlinear ist, wird die Lösung des linearisierten Problems um so besser mit der Lösung des nichtlinearen
Problems übereinstimmen, je besser das Referenzmodell bereits die Messgrößen reproduziert. Man vermindert
daher bei der topographisch-isostatischen Reduktion die Messwerte nicht nur um den Effekt der topographischen
Massen, sondern auch um den Effekt der isostatischen Kompensation, also des Massendefizites an der Grenze
zwischen Lithosphäre und Asthenosphäre, welches das isostatische Gleichgewicht wiederherstellt (remove-step).
Nach der Lösung des Randwertproblems wird der Effekt der topographischen Massen und der Kompensation
auf das Schwerepotential berücksichtigt (restore-step). Wenn nur das Schwerefeld außerhalb der Erdoberfläche
gesucht wird, hängt die Lösung kaum davon ab, welche Annahme über die Dichte der topographischen Massen
getroffen wurde. In vielen Fällen gelingt es, mit Hilfe der Reduktion gemäß dem Airy-Heiskanen-Modell die
Schwereanomalien dem Betrage nach zu verkleinern und zu glätten. Die Frage, ob und in welchem Maße eines
der genannten Modelle der physikalischen Realität entspricht, ist aus dieser Sichtweise von untergeordneter Be-
deutung. (In manchen Teilen der Erdoberfläche, beispielsweise im Osten von Kanada, sind die Hypothesen so
schlecht erfüllt, dass die topographisch-isostatische Reduktion keine wesentlichen Vorteile bietet; es wird dann
häufig auf andere Reduktionsmethoden zurückgegriffen, beispielsweise auf eine Reduktion der Schwerewerte,
welche sich aus der Helmert-Kondensation ergibt (vgl. P. Vańıček, Z. Martinec 1994; Z. Martinec, P. Vańıček
1994a,b)). Von entscheidender Bedeutung für die Lösung des geodätischen Randwertproblems ist vielmehr, dass
die topographisch-isostatische Reduktion konsistent angewandt wird bzw. dass der Effekt der topographischen
Massen und der isostatischen Kompensation auf Potential und Messgrößen – stets unter den einmal getroffenen
Annahmen über die Massendichten in Lithosphäre und Asthenosphäre – mindestens mit der Genauigkeit der
Messdaten erfasst wird. Dies ist wohl auch das wichtigste Ziel der neueren geodätischen Arbeiten, die sich mit
isostatischen Modellen beschäftigen. Wird beispielsweise eine Kugelfunktionsentwicklung des reziproken Ab-
standes im Gravitations-Potential bis zu Grad und Ordnung 200 benutzt, so sind in der Binomialentwicklung
von (RE + h)l mindestens Terme der Ordnung (h/RE)2 mitzuführen, damit eine Genauigkeit von 10% erreicht
wird (R. Rummel et al. 1988). Daneben wird versucht, die freien Parameter (Massendichten von Lithosphäre
und Asthenosphäre, Tiefe der Grenzfläche zwischen diesen beiden Schichten) so zu optimieren, dass die topogra-
phischen Massen zusammen mit der isostatischen Kompensation die beobachteten Werte an der Erdoberfläche
möglichst gut reproduzieren, siehe z.B. J. Engels et al. 1996. Ein weiteres Ziel geodätischer Arbeiten ist es, das
statistische Verhalten der topographisch-isostatischen Schwereanomalien zu erfassen. Wir nennen hier stellver-
tretend nur die Arbeit von H.A.H. Abd-Elmotaal 1991.

Das Prinzip der Isostasie wird somit als nützliches Rechenhilfsmittel bis heute in der Geodäsie benutzt und so-
gar immer weiter verfeinert. Das kann aber nicht darüber hinwegtäuschen, dass es sich als Modellvorstellung als
unzureichend erwiesen hat. Vergleicht man etwa eine Karte der Moho-Tiefe, wie sie z.B. von O. Čadek, Z. Mar-
tinec 1991 aus seismischen Beobachtungen abgeleitet wurde, mit der entsprechenden Karte dieser Grenzfläche
aus dem Airy-Heiskanen-Modell, so stellt man erhebliche Abweichungen fest, siehe z.B. J.Engels et al. 1996.
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(Dies gilt auch für die zugehörigen Kugelflächenfunktionskoeffizienten.) Beispielsweise ist das Himalaya-Massiv
stark “überkompensiert”, d.h. die Moho liegt dort viel tiefer als es das Airy-Heiskanen-Modell voraussagt (K.L.
Kaila 1981, B.Vermeersen 1993). Als wichtigste Ursache dieser Abweichungen wird in der geophysikalischen
Literatur die Plattentektonik angesehen. Sie wird von Konvektionsströmen angetrieben, die Material aus dem
tiefen Erdmantel bis zur Lithosphärengrenze transportieren. Durch das Anströmen dieses Materials wird zum
einen die Lithosphäre angehoben, selbst wenn die Stömung stationär ist. (Berechnungen von J. Matas 1995
haben gezeigt, dass mit diesem Effekt ein Großteil des beobachteten Geoidsignals erklärt werden kann.) Zum
anderen entstehen durch das Vorbeiströmen an der Lithosphärengrenze Scherspannungen (viskose Reibung).
Die Kontinentalplatten werden teilweise ineinander geschoben, teilweise auch subduziert. Durch die Kollision
zweier Platten werden Gebirge hochgewölbt. Dabei können in der Lithosphäre selbst erhebliche Scherspannun-
gen entstehen, so dass eine der Grundannahmen des Airy-Heiskanen-Modells, die freie Verschiebbarkeit der
infinitesimalen Säulen, sich als hinfällig erweist. Aber auch die Vorstellung des Vening-Meinesz-Modells, die
Topographie liege gleichmäßig auf der elastischen Platte der Lithosphäre auf, lässt sich mit der Vorstellung
der Plattentektonik kaum in Einklang bringen. Die Gebirge entstehen danach ja durch eine Deformation der
Kontinentalplatten aus diesen selbst. Eine gedankliche Aufspaltung der Lithosphäre in eine tragende elastische
Platte und eine darauf auflastende Topographie erscheint damit – wenigstens für weite Teile der Erdoberfläche
– als willkürlich und unrealistisch.

Von der geophysikalischen Forschung wurden bald Modelle entwickelt, die das Prinzip der Isostasie im engeren
Sinne ganz oder teilweise verlassen. Diese Modelle wurden aber von geodätischer Seite nur zum geringen Teil
übernommen. W. Grüninger 1990 stellt zutreffend fest: “Weiterführende stationäre oder dynamische isostati-
sche Modelle der Erdkruste, die in der Geophysik im Laufe der Zeit entwickelt wurden (Turcotte und Schubert,
1982), fanden bisher bei Schwerefeld- und Geoidbestimmungen in der Geodäsie kaum Beachtung.”

1–2 Auflastdeformationen

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich vornehmlich mit einem einzigen Aspekt der Dynamischen Isostasie,
nämlich der Reaktion des Erdkörpers auf Auflasten an der Erdoberfläche. Zwar erscheint es, wie im vorigen
Abschnitt erörtert, durchaus fragwürdig, die topographischen Massen selbst als Auflast zu behandeln. Ange-
messen ist dies dagegen bei Ablagerungen (Sedimenten) oder bei Niederschlägen und daraus resultierenden
Ansammlungen von Wasser oder Eis. Solche Auflasten lassen sich gedanklich von der Lithosphäre trennen,
besitzen häufig eine geringere Höhe und Masse als die Topographie und verursachen kaum Scherspannungen
an der Erdoberfläche. Das (in verschiedener Hinsicht erweiterte) Prinzip der Isostasie lässt sich daher mit viel
besserem Erfolg auf solche zeitabhängigen “kleinen” Auflasten anwenden als für die Topographie als Ganzes.
Wird die Lithosphäre als elastisch und die Asthenosphäre als reibungsfreie Flüssigkeit vorausgesetzt, so kann –
analog zum Vening-Meinesz-Modell – die statische Verformung dieser Schichtung infolge einer Last berechnet
werden. Verfeinerte Modelle berücksichtigen das zähflüssige oder viskoelastische Verhalten der Asthenosphäre;
sie erlauben die Darstellung der Verformung als Funktion der Zeit, beziehen also den dynamischen Aspekt mit
ein. Dabei ist die ortsabhängige Höhe der Topographie selbst nicht mehr die entscheidende Größe: Vorausgesetzt,
zu irgendeinem Zeitpunkt bestehe statisches Gleichgewicht, so sind die Abweichungen von einem ellipsoidischen
oder sphäroidischen Grundzustand von untergeordneter Bedeutung; die Reaktion der Erde auf die Auflast wird
nahezu dieselbe sein, als ob die Auflast auf eben ein solches ungestörtes Modell wirkte. Es sind daher durchaus
auch negative Auflasten denkbar: Hat sich nach dem Auftreten einer (positiven) Auflast nach einer gewissen Zeit
das statische Gleichgewicht weitgehend wieder eingestellt, und wird danach die Auflast wieder entfernt, so ist
in dieser Phase des Prozesses die Bewegung innerhalb des Erdmodells nahezu dieselbe, als ob auf das ungestörte
Modell eine negative Auflast wirkte. Betrachtet man den Zyklus der Eiszeiten und der daraus resultierenden
Lasten, so befinden wir uns derzeit in einer solchen Phase: der Phase der nacheiszeitlichen Landhebung (wobei
allerdings die Periode dieses Zyklus kürzer ist als einige der charakteristischen Relaxationszeiten). Tatsächlich
treten nicht nur Hebungen, sondern auch Absenkungen auf: erstere hauptsächlich in ehemals eisbedeckten Ge-
bieten, letztere hauptsächlich in deren Umgebung.

Selbst für die prähistorische Zeit lässt sich eine Landhebung nachweisen. Wesentliches Hilfsmittel hierbei sind
die Strandlinien, die beispielsweise aus Altersbestimmungen von Sedimentkernen bzw. Muscheln und anderen
Meerestieren rekonstruiert werden können, vgl. A.M. Tushingham und W.R. Peltier (1991). Wenngleich davon
ausgegangen werden kann, dass die Landhebung gleichmäßig vonstatten ging, zeigt die zeitliche Veränderung
der Strandlinien überraschende Unstetigkeiten. Eindrücklichstes Beispiel dafür sind wohl die “Treppenstufen-
Strände” an der Hudson-Bay. R.W. Fairbridge 1983, C. Hillaire-Marcel 1980 weisen beispielweise auf einen
Abschnitt auf der Westseite des Richmond-Golfs der Hudson-Bay hin. Dort erheben sich eine Vielzahl von Stu-
fen vom heutigen Ufer bis zu einer Höhe von 315 m. Diese Stufen sind nach allgemeiner Ansicht durch eine
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relativ gleichmäßige Landhebung in Verbindung mit relativ sprunghaften Klimaveränderungen zustandegekom-
men, die eine Änderung des globalen Meeresspiegels bewirkt haben.

Seit dem 18. Jahrhundert lassen sich die Landhebungen auch aus Pegelbeobachtungen rekonstruieren. M. Ek-
man (1993) listet in seiner Tabelle 3-1 die Jahresmittel des Meeresspiegels in Stockholm von 1774-1984 auf.
Für diesen Zeitraum kann ein relatives Absinken des Meeresspiegels von fast 1 m abgelesen werden. Das Ma-
ximum in Skandinavien mit einer Landhebungsrate von etwa 1cm pro Jahr liegt im Nordteil des bottnischen
Meerbusens. Im Schwedischen Höhensystem RH70 und im Finnischen Höhensystem N 60 wird im übrigen die
Landhebung in der Weise berücksichtigt, dass zu den angegebenen Höhen ein zeitabhängiger Term addiert wird.

Soll aus dem Verlauf der Strandlinien bzw. aus Beobachtungen des Meeresniveaus auf die Landhebung oder auf
die Eisbedeckung geschlossen werden, so tritt das Problem auf, dass die Landhebung (die ein relatives Absin-
ken des Meeresspiegels bewirkt), von einem globalen eustatischen Absinken des Meeresspiegels unterschieden
werden muss. Wichtiges Hilfsmittel hierfür ist die Meeresspiegel-Gleichung, siehe W.E. Farrell und J. A. Clarke
(1976). Streng genommen müssen Eisbedeckung und Landhebung simultan bestimmt werden. Verwendet man
eines der Standardmodelle, welche den zeitlichen Verlauf der Eisbedeckung beschreiben (wie z.B. Ice-3G von
A.M. Tushingham und W.R. Peltier (1991) oder das einfachere Weichsel-1 von D. Wolf (1987), so darf nicht
vergessen werden, dass mit diesen Modellen bereits eine bestimmte Lösung für die Landhebung verknüpft ist.

Im Gegensatz zum isostatischen Fall handelt es sich bei einer Modellierung von nacheiszeitlichen Hebungen
um Differentalgleichungen, die nicht nur Ortsableitungen, sondern auch Zeitableitungen enthalten. Alternativ
zu einer numerischen Lösung im Zeitbereich bietet sich hier die Laplace-Transformation als Hilfsmittel an: Die
Laplace-transformierten viskoelastischen quasistatischen Bewegungsgleichungen besitzen formal dieselbe Gestalt
wie die statischen elastischen Gleichungen (Biot’sches Korrespondenzprinzip). Es sind lediglich die elastischen
Parameter durch die entsprechenden Laplace-transformierten Relaxationsfunktionen zu ersetzen. Man erhält
dann als Lösung den (frequenzabhängigen) Laplace-transformierten Verschiebungsvektor, der durch eine inver-
se Laplace-Transformation in den Zeitbereich zurückzutransformieren ist. Diese Art der Lösung wird derzeit
bevorzugt angewandt, siehe z. B. P. Wu and W.R. Peltier 1982, J.X. Mitrovica et al. 1994, B. Vermeersen et
al. 1996, W. Sun and L. Sjöberg (1999).

1–3 Polwanderung

Die Änderung des Trägheitstensors der Erde infolge der Massenverlagerungen durch die Auflast selbst sowie der
von ihr erzeugten Landsenkung oder -hebung zieht auch eine Änderung des Rotationsverhaltens der Erde nach
sich. Einerseits führt der Winkelgeschwindigkeitsvektor bezüglich eines “körperfesten” Koordinatensystems eine
periodische Kegelbewegung aus (Polbewegung, wobble). Eine solche Polbewegung träte auch bei einem starren
Körper auf, wenn bei konstantem Drehimpuls der Winkelgeschwindigkeitsvektor zu einem Anfangszeitpunkt
nicht die Richtung einer der drei Hauptträgheitsachsen besäße. Andererseits wird eine säkulare Bewegung der
Symmetrieachse dieses Kegels beobachtet, die als Polwanderung oder Polflucht bezeichnet wird. Derzeit wandert
die Polachse im Mittel mit einer Rate von 10cm pro Jahr in Richtung östliches Kanada.

Allgemein wird die nacheiszeitliche Hebung als wichtigste Ursache dieser Polwanderung angesehen. (Allerdings
zeigt B. Vermeersen (1993), dass auch tektonische Prozesse maßgeblich zur Polwanderung beitragen können.)
Die entscheidenden Parameter, welche die Größenordnung der Polwanderung bestimmen, sind – abgesehen von
der Masse, Verweildauer und Verteilung der Auflast – vor allem die Viskosität des Mantels und die Dicke der
Lithosphäre. In der Geophysik war lange Zeit umstritten, ob eine nennenswerte Polwanderung vorhanden ist
oder nicht; siehe z.B. K. Lambeck 1980. Der Grund war, dass die Viskosität des Mantels wesentlich höher ein-
geschätzt wurde als dies heute der Fall ist.

Bei einer deformierbaren Erde gibt es i. allg. kein körperfestes System in dem Sinne, dass sich die Massenelemen-
te in diesem System nicht bewegen. Man bezieht daher die Polwanderung auf ein System, bezüglich dessen die
Bewegung der Massenelemente möglichst klein ist (vgl. Abschnitt 2-33). Für theoretische Überlegungen wird
häufig das physikalisch definierte Tisserandsystem benutzt (ebenda), bei Beobachtungen beziehen sich viele
Autoren auf das sog. “hot-spot-frame”, das durch relativ stabile Konvektionsströme im Erdmantel festgelegt
wird. Häufig wird zwischen diesen beiden Systemen nicht unterschieden. Seltener wird ein System verwendet,
das durch vermarkte Punkte an der Erdoberfläche festgelegt wird. Durch die Kontinentalverschiebung stellt ein
Beobachter, der sich auf einer der Platten mitbewegt, auch eine Bewegung des Rotationspoles relativ zu seiner
Platte fest. Man spricht hier von “scheinbarer Polwanderung”; für die säkulare Bewegung des Poles bezüglich
des Tisserandsystems wird häufig auch der Begriff “wahre Polwanderung” benutzt.
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K. Strobach (1991) bemüht sich um eine anschauliche Beschreibung des Vorgangs der Polwanderung; wir geben
hier seine Darstellung ausführlich wieder. Der Autor vernachlässigt zunächst das Einsinken der Auflast im Zuge
des isostatischen Ausgleichs und führt aus:
Durch eine Zusatzmasse, beispielsweise eine Eiskappe, werde ein Drehmoment erzeugt, das den Erdkörper kip-
pe (in Abbildung 13.5b nach rechts). Diesem Drehmoment wirke jedoch der 21 km mächtige Äquatorwulst
entgegen (in der Abbildung durch einen schwarzen Kreisausschnitt am Äquator versinnbildlicht), der aus der
Äquatorebene herausgekippt werde, und zwar gerade so weit, dass sein eigenes Drehmoment jenes der Störmasse
aufhebe. Dabei werde das Drehmoment des Äquatorwulstes durch die Zentrifugalkraft der Erdrotation erzeugt.
Außer dem Äquatorwulst wirken auch die Massenanomalien im Erdmantel stabilisierend. Nun deformiere sich
das zähflüssige Material des Erdmantels langsam durch Fließen derart, dass eine zunehmende Anpassung des
Wulstes an die neue Gleichgewichtslage erfolge, wobei sich die noch nicht angepasste Wulstmasse stetig vermin-
dere. Dies habe jedoch eine Gegenreaktion der Störmasse zur Folge: Sie kippe die Erde unaufhaltsam weiter (in
der Abbildung nach rechts), und zwar gerade so schnell, dass die noch vorhandene Wulstmasse immer genau
das kompensierende Drehmoment ausüben könne. Dieser Vorgang setze sich so lange fort, bis die Störmasse
entweder am Äquator angekommen oder wieder abgeschmolzen sei. An einer anderen Stelle fährt der Autor
wörtlich fort:

(Abbildung 13.5 in K. Strobach 1991)

“Wir wollen nun das obige Beispiel einer wahren Polwanderung unter mehr realistischen Verhältnissen betrach-
ten. Hierzu muss berücksichtigt werden, dass die angenommene Eiskappe nicht einfach als Last aufliegt, sondern
im Zuge des isostatischen Ausgleichs einsinkt. Dadurch wird das vom Eis ausgeübte Drehmoment erheblich ver-
kleinert. Ferner wirkt diesem Drehmoment das Drehmoment der Massenanomalien des Erdmantels entgegen.
So kommt es nicht zu einer Wanderung der Eismasse bis zum Äquator, sondern nur zu einer sehr begrenzten
Kippbewegung der Erde, bis nämlich beide Drehmomente im Gleichgewicht sind. Anhand der Abbildung 13.5
können wir das Geschehen in 6 Phasen verfolgen. Bei a) bedeutet Punkt P (Poldistanz Θ) den künftigen Ort der
Eismasse. Der schwarze Kreis stellt die Ersatzmasse für die Massenanomalien dar; da sie die Erdrotation stabi-
lisiert, muss sie zunächst in der Äquatorebene liegen. Phase b) zeigt den Zustand, nachdem sich die Eiskappe
gebildet hat. Die Eismasse ist im Zuge der Polwanderung nach rechts gekippt und nach Erreichen gleichgroßer
Drehmomente von Eiskappe und Massenanomalien zum Stillstand gekommen. Der Äquatorwulst hat sich der
neuen Lage angepasst; die dabei neu verschobene Wulstmasse ist als schwarze Sichel eingezeichnet. In Phase
c) sei die Eiskappe gerade geschmolzen. Es bleibt eine Absenkung der Erdkruste zurück, die in der Folge erst
langsam durch isostatische Hebung verschwindet (man denke an die Hebung Skandinaviens!). Wegen des nun
fehlenden Drehmoments der abgeschmolzenen Eismassen ist die Erde nun um einen Bruchteil des vorangegan-
genen Wanderungsbetrages zurückgekippt in eine Position, wo sich die drei Drehmomente von Ersatzmasse,
Wulst und Absenkung gerade aufheben. Dieses Zurückkippen kann sehr schnell erfolgen, weil hierbei kein vis-
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koses Fließen des Erdmantels notwendig ist und bremsen könnte; die Erde kippt als quasi-starres Gebilde in die
neue Gleichgewichtslage. Die Geschwindigkeit dieser Kippbewegung ist nur abhängig von der Geschwindigkeit,
mit der die Eismasse abtaut. In der Folge setzt sich jedoch das Zurückkippen mit abnehmender Geschwindigkeit
noch weiter fort, wie in Phasen d) und e) dargestellt ist. Diese Bewegung wird vom allmählich zunehmenden
Überschuss des Drehmoments der Ersatzmasse angetrieben, denn das kompensierende Drehmoment der aus
der Gleichgewichtslage herausgedrehten Wulstmasse (schwarze Sichel) nimmt infolge der Rückdeformation in
die neue Äquatorlage mehr und mehr ab. (In der Abbildung dargestellt ist immer nur der in der gekippten
Position verbleibende Rest). Zwar wirkt hier die isostatische Hebung in P entgegen; doch bleibt eine langsame
Linksdrehung der gesamten Erde übrig, denn schließlich muss ja der Anfangszustand a) wieder erreicht werden
(mit Phase f)). Da sich die Massenanomalien in der Zwischenzeit geringfügig verändert haben können, braucht
der Anfangszustand natürlich nicht exakt wieder erreicht zu werden; die Ersatzmasse muss jedenfalls wieder in
der Äquatorebene liegen.”

Selbstverständlich muss diese prägnante qualitative Darstellung der Polwanderung präzisiert und durch eine
mathematische Formulierung ergänzt werden. Soviel wird aber bereits an dieser Stelle deutlich: Die Phänomene
“Dynamische Isostasie” und “Polwanderung” können nicht getrennt voneinander betrachtet werden, sondern
sind auf das engste miteinander verbunden. (Im Gegensatz dazu genügt zur Berechnung von Nutationen häufig
ein starres Erdmodell.) Auffallend ist auch die wichtige Rolle, die der Autor der inkrementellen Zentrifugalkraft
zuschreibt (die nämlich das Drehmoment des Äquatorwulstes erzeuge). Schließlich könnte man einen Wider-
spruch darin sehen, dass im ersten Absatz dieses Unterabschnittes gesagt wurde, die Auflast verursache eine
Änderung des Trägheitstensors, während Strobach (1991) davon spricht, die Auflast verursache ein Drehmo-
ment. Bei der erstgenannten Betrachtungsweise wird die Auflast als dem Erdkörper zugehörig angesehen, bei
der zweiten dagegen als äußere Kraft, die auf das System Erde einwirkt. Wir werden im Abschnitt 2-93 zeigen,
dass diese beiden Betrachtungsweisen äquivalent sind.

Zur quantitativen Modellierung der Polwanderung werden im wesentlichen folgende Elemente bzw. Bestim-
mungsgleichungen kombiniert (vgl. R. Sabadini, W. Peltier 1981):

1. (a) Linearisierte Euler-Liouville-Gleichungen im Laplace-Bereich, dargestellt in einem Tisserandsystem
mit Ω = ΩeZ :

[As − i(C − A)Ω]m̃ + [s + iΩ]δJ̃ = 0

Dabei bezeichnen A und C die Hauptträgheitsmomente des rotationssymmetrischen ungestörten
Erdkörpers, δJij die kartesischen Komponenten des inkrementellen Trägheitstensors, δJ̃ = δJ̃13 +

iδJ̃23, Ω den genäherten Rotationsvektor der Erddrehung, Ω dessen Betrag und mxΩ, myΩ Kompo-
nenten des inkrementellen Winkelgeschwindigkeitsvektors, m = mx + imy. s ist der Parameter der
Laplace-Transformation; Tilden über den Variablen zeigen an, dass es sich um Laplace-transformierte
Größen handelt. Die Gleichungen für den Fall eines starren Planeten wurden von L. Euler (1758),
diejenigen für einen deformierbaren Planeten wurden laut E. Routh (1905) von J. Liouville im Jahr
1858 im dritten Band seines Journals angegeben.

(b) Gravitationspotential der Auflast an der Erdoberfläche:

δṽLast(Λ, Φ, RE) =
∑

l,m

δṽLast
l,m Yl,m(Φ, Λ)

(Hier bedeuten δṽLast das Laplace-transformierte Gravitationspotential, das durch die Auflast er-
zeugt wird, RE den Erdradius, Yl,m(Φ, Λ) die vollständig normierten komplexen Kugelflächenfunk-
tionen, δṽLast

l,m frequenzabhängige Koeffizienten.)

(c) Inkrementelles Zentrifugalpotential:

δṽZent = R2Ω2(
2m̃z

3
− 2mz

3
√

5
Y2,0 −

m̃√
30

Y2,−1 +
m̃∗
√

30
Y2,1) =: R2Ω2 2

3
m̃z +

∑

2,m

R2δṽZent
2,m Y2,m

(d) Beziehung zwischen den Koeffizienten δṽDef
lm des Deformationspotentials, das infolge der Massenver-

lagerungen im Erdinneren auftritt, den Koeffizienten des Auflastpotentials sowie den Koeffizienten
des inkrementellen Zentrifugalpotentials an der Erdoberfläche:

δṽDef
l,m = k̃L

l δṽLast
l,m + k̃T

l δṽZent
lm

(Hier bedeuten k̃L
l und k̃T

l die frequenzabhängigen Auflast- bzw. Love-Zahlen.)
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(e) Zusammenhang zwischen Potentialkoeffizienten und inkrementellen Trägheitsmomenten:

δJ = −1

g

√
10

3

{
δvLast

2,−1 + δvDef
2,−1

}
R3

E

Stark vereinfacht lässt sich die übliche Vorgehensweise folgendermaßen beschreiben: Ausgehend von einem
sphärischen, rotationssymmetrischen Erdmodell werden Auflast-Zahlen k̃L

l berechnet, d.h. Verhältniszahlen,
welche die Beziehung zwischen den Koeffizienten des durch die Massen der Auflast erzeugten Gravitations-
potentials und den Koeffizienten des durch die Massenverlagerung induzierten Potentials herstellen. Analog
dazu wird der Effekt der inkrementellen Zentrifugalkraft auf das induzierte Deformationspotential mit Hilfe der
Love’schen Zahlen k̃T

l beschrieben: Formal besitzt das inkrementelle Zentrifugalpotential abgesehen von einem
(0,0)-Term die Gestalt eines Gezeitenpotentials. Die Last- und Love-Zahlen sind hier vom Laplace-Parameter s
abhängig. Gibt man eine bestimmte Auflast vor, so kann damit das gesamte inkrementelle Potential berechnet
werden, allerdings noch in Abhängigkeit von dem vorerst unbekannten inkrementellen Drehvektor δ ωωωωω (Gleichun-
gen (b)-(d)). Ebenso lassen sich die Störungen des Trägheitstensors in Abhängigkeit von der Polbewegung bzw.
Polwanderung m angeben (Gleichung (e)). Man führt nun diese Störungen in die Euler-Liouville-Gleichungen
(a) ein. Damit kann aus den Euler-Liouville-Gleichungen m̃ berechnet werden.

Die Beziehungen zwischen der Auflast einerseits und der durch sie entstehenden Deformation sowie des in-
duzierten Potentials andererseits werden für eine rotationssymmetrische, nichtrotierende Erde bestimmt. Die
Kugelsymmetrie führt zur Isotropie der zugehörigen Green-Funktionen (Love-Shida-Hyothese). Anschließend
werden jedoch diese aus dem sphärischen Modell gewonnenen Beziehungen auf das ellipsoidische, rotierende
Modell angewandt, d.h. in die Drehimpulsbilanz eingesetzt, die wesentlich die Differenz der Hauptträgheitsmo-
mente der abgeplatteten Erde enthält. Es stellt sich daher die Frage, welche Größen bei dieser Betrachtungsweise
vernachlässigt werden und wie sich das auf die Lösungen auswirkt. Dies gilt vor allem für die Polwanderung:
Bei einem homogenen viskoelastischen Erdmodell, das durch eine Auflast angeregt wird, tritt keine Polwande-
rung, sondern lediglich eine Polbewegung auf. Polwanderung entsteht also nur, falls eine Schichtung bzw. eine
Variation der Parameter innerhalb der Erde (Massendichte, viskoelastische Parameter) vorhanden ist. Es erhebt
sich daher die Frage, ob es sich bei der Polwanderung um ein Phänomen handelt, das auch noch durch “Effekte
zweiter Ordnung” maßgeblich beeinflusst werden könnte.

1–4 Ziele und Aufbau der vorliegenden Arbeit

Wie bereits geschildert, ist in der Geodäsie – im Gegensatz zur Geophysik – die Modellierung des Zustandes
bzw. des Verhaltens der äußeren Schichten der Erde zu Gunsten einer eher pragmatischen bzw. zweckgebunde-
nen Anwendung der isostatischen Modelle in den Hintergrund gerückt. Das erste Ziel der vorliegenden Arbeit
ist es daher, die Methoden, die in der Geophysik zur Behandlung des Problemkreises der nacheiszeitlichen He-
bung und Polwanderung benutzt werden, geschlossen darzustellen. Dies erscheint auch insofern gerechtfertigt,
als in den Lehrbüchern der Kontinuumsmechanik in der Regel nicht auf die konkreten isostatischen Modelle
und Algorithmen eingegangen wird, während in der geophysikalischen Literatur die theoretischen Grundlagen
meist im Hintergrund stehen. Das zweite Ziel der Arbeit ist die Untersuchung des Einflusses der Abplattung
der Erde auf die Lastzahlen und die Polwanderung. Diese beiden Ziele widersprechen sich leider insofern, als für
die Untersuchung der sphäroidischen Einflüsse umfangreiche Ableitungen und Formelsysteme notwendig sind,
die die Darstellung der Standard-Methoden durchsetzen und unübersichtlicher machen. (Dies betrifft vor allem
das dritte Kapitel, in dem die Randbedingungen und Stetigkeitsbedingungen an den Schichtgrenzen in skalaren
und vektoriellen Kugelflächenfunktionen ausgedrückt werden.)

Im zweiten Kapitel, das den vergleichsweise größten Raum einnimmt, werden die kontinuumsmechanischen
Grundlagen der isostatischen Modelle diskutiert. Ausgangspunkt der Betrachtungen sind die Feldgleichungen
und Randbedingungen eines deformierbaren, gravitierenden Körpers. Dabei handelt es sich im wesentlichen um

• die Impulsbilanz (Bewegungsgleichungen),

• die Drehimpulsbilanz,

• die Formänderungsbeziehungen,

• ein Materialgesetz,

• die Massenerhaltung.
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Das Verhalten eines Kontinuums im Lauf der Zeit kann vom Euler’schen oder Lagrange’schen Standpunkt aus
betrachtet werden. Während bei ersterem der Beobachter im globalen Bezugssystem ruht, bewegt er sich bei
diesem mit einem bewegten Massenelement mit. Für jede Feldgröße kann entsprechend ihre Veränderung im
Euler’schen und im Lagrange’schen Sinne betrachtet werden.
Im zweiten Kapitel werden die Feldgleichungen bezüglich eines hydrostatischen Gleichgewichtszustandes in ei-
nem krummlinigen Koordinatensystem linearisiert, so dass die Euler’schen bzw. Lagrange’schen Inkremente nur
noch linear auftreten. Ebenso werden die auftretenden Differentialoperatoren bezüglich des unverzerrten Zustan-
des linearisiert. (Der hydrostatische Gleichgewichtszustand ist ein Zustand verschwindender Scherspannungen
und minimaler potentieller Energie, der von viskoelastischen Flüssigkeiten in Abwesenheit von Anregungen
asymptotisch erreicht wird. Er eignet sich daher hervorragend als Referenzzustand für die Linearisierung.)
Zur Definition eines mitrotierenden Bezugssystems werden verschiedene Möglichkeiten diskutiert; je nach Wahl
dieses Bezugssystems werden die Schwierigkeiten bei der Problemlösung mehr zur Orientierung des Bezugssy-
stems oder zur Berechnung der Deformationen hin verlagert. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird das Tisserand-
System benutzt, das sich sehr gut für Modellrechnungen, allerdings weniger für die Interpretation von Beobach-
tungsdaten an der Erdoberfläche eignet.
Einen weiteren Schwerpunkt des zweiten Kapitels bildet die Berechnung der inkrementellen Gravitation infolge
einer Deformation des Erdkörpers. Die dabei auftretenden Stetigkeits- bzw. Sprungrelationen sind für die For-
mulierung von Randbedingungen an der Erdoberfläche, an der Kern-Mantel-Grenze oder an anderen inneren
Schichtgrenzen von Bedeutung. Schließlich wird die Drehimpulsbilanz erläutert, die in diesem Zusammenhang
dazu dienen wird, gewisse Defekte zu beheben, die durch die quasistatische Näherung entstehen.

Da das zweite Kapitel also im wesentlichen die kontinuumsmechanischen Prinzipien darstellt, sind die wich-
tigsten Beziehungen dort in Form von Sätzen formuliert. Im Gegensatz dazu erläutern die Kapitel 3 bis 5
hauptsächlich Berechnungsmethoden. Im dritten Kapitel stellen wir die Feldgleichungen bzw. kontinuumsme-
chanischen Feldgrößen in skalaren, vektoriellen und tensoriellen Kugelfunktionen dar. Dazu gehören das hy-
drostatische Schwerefeld, der Spannungstensor, Randspannungen an Grenzflächen u.a.m. Im Gegensatz zu den
meisten geophysikalischen Autoren führen wir dabei konsequent die Terme der Ordnung e2 (erste numerische
Exzentrizität) bzw. Ω2RE/ΓE (RE – Erdradius, ΓE – Oberflächenschwere) mit. Um die Randbedingungen auf
ellipsoidischen bzw. sphäroidischen Grenzflächen auswerten zu können, benutzen wir ein Koordinatensystem,
das eine Schar von sphäroidischen Koordinatenflächen besitzt (quasisphärische Koordinaten). Auf diese Weise
kann eine beliebige, in diesen Koordinaten dargestellte Feldgröße durch Konstantsetzen des mittleren Radius
des jeweiligen Koordinaten-Sphäroids auf die Koordinatenfläche spezialisiert werden. Bei der Darstellung einer
Feldgröße in quasisphärischen Koordinaten tritt die Schwierigkeit auf, dass häufig Produkte von skalaren oder
vektoriellen Kugelfunktionen wieder als Summe von Kugelfunktionen zu rekombinieren sind. Der dafür notwen-
dige Formelapparat ist im Anhang A zusammengestellt.

Die allgemeinen Lösungen der quasistatischen Bewegungsgleichungen eines homogen geschichteten inkompressi-
blen Körpers, die im dritten Kapitel aufgeführt sind, hängen noch von Koeffizienten ab, die aus Randbedingun-
gen an den Schichtgrenzen zu bestimmen sind. Dabei tritt die Schwierigkeit auf, dass in den Randbedingungen
für die Koeffizienten einer Schicht auch die Koeffizienten der angrenzenden Schichten auftreten. Es wird also
eine Propagation der Koeffizienten von oben nach unten und wieder zurück notwendig. Diese Propagation wird
im vierten Kapitel dargestellt, ebenso wie die halbanalytische Lösung des dabei entstehenden Gleichungssy-
stems. Dabei ist zu beachten, dass die unbekannten Koeffizienten noch vom Laplace-Parameter abhängen. Die
Koeffizienten ergeben sich als gebrochenrationale Funktionen, die durch Partialbruchzerlegungen in Summen
von einfachen Brüchen gebracht werden können. Die Nullstellen der Nenner können im Zeitbereich als inverse
Relaxationszeiten interpretiert werden, die das Abklingen des jeweiligen Terms steuern.

Der fünfte Abschnitt beschäftigt sich in erster Linie mit der Auflösung der Drehimpulsbilanz nach der in-
krementellen Rotation im Laplace-Bereich. Die darin auftretenden inkrementellen Trägheitsmomente sind als
Störungen der Kugelfunktionskoeffizienten des Außenraumpotentials darstellbar; diese sind ihrerseits linear mit
den Koeffizienten des anregenden Lastpotentials sowie den Koeffizienten des inkrementellen Zentrifugalpoten-
tials gekoppelt (MacCullagh-Gleichungen). Proportionalitätsfunktionen sind die Last- bzw. Love“zahlen”, die
aus den Lösungen des vierten Kapitels hervorgehen.

Im sechsten Kapitel wird schließlich ein numerisches Beispiel angeführt: Für ein Fünf-Schichten-Modell werden
Faltungskerne für die Polbewegung und die Polwanderung errechnet. Dabei wird auch die Größenordnung der
sphäroidischen Effekte offensichtlich: Sowohl für die auflastinduzierte Änderung des Gravitationspotentials als
auch für die Polverlagerung liegen sie bei etwa 1 Prozent.
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2. Kontinuumsmechanische Elemente eines viskoelastischen
Erdmodells – Bilanzgleichungen und Randbedingungen

2–1 Euler’sche und Lagrange’sche Beschreibung eines sich deformierenden
Kontinuums

2–1.1 Euler’sche und Lagrange’sche Koordinaten

Die Zustandsänderungen eines Kontinuums können von verschiedenen Standpunkten aus betrachtet werden.
Zum einen kann untersucht werden, wie sich die Feldgrößen wie Massendichte, Geschwindigkeit usw. in einem
raumfesten Punkt (d.h. in einem bezüglich eines gewählten Referenzsystems festgehaltenen Punkt) im Lauf der
Zeit verändern. Man spricht in diesem Fall von der Euler’schen Sichtweise: Ort und Zeit sind die Argumente der
Zustandsbeschreibung. Während hier also “der Beobachter im gewählten Bezugssystem ruht”, ist er im Fall der
Lagrange’schen Sichtweise gleichsam an ein bewegtes Teilchen angeheftet; es wird das Verhalten der Feldgrößen
in einem (beliebigen, aber festen) bewegten Massenelement untersucht, so dass sich die Zustandsbeschreibung
auf ein Massenelement und die Zeit als Argumente bezieht. Eine dritte, mehr rechentechnisch begründete Be-
schreibung der Bewegung bezieht sich auf einen (fiktiven) wandernden Punkt, dessen Gravitationspotential sich
zeitlich nicht ändert (vgl. D. Wolf 1997 S. 12). Diese verschiedenen Beobachtungsstandpunkte geben Anlass
zur Definition verschiedener Koordinatensysteme, die jeweils einer Betrachtungsweise zugeordnet werden.

Die vierdimensionale Raumzeit wird mathematisch durch eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit modelliert.
Im Rahmen der klassischen Mechanik – auf die wir uns hier beschränken – werden jedoch Raum und Zeit als
unabhängige Kontinua aufgefasst, die nicht metrisch miteinander verknüpft sind. Man versteht daher die Raum-
zeit zunächst als eindimensionales Kontinuum dreidimensionaler differenzierbarer Mannigfaltigkeiten {Mt} mit
dem Zeitparameter t ∈ IR. Gemäß der klassischen Mechanik wird überdies jede dieser Mannigfaltigkeiten mit
der euklidischen Metrik versehen und kann daher mit dem unveränderlichen dreidimensionalen euklidischen
Vektorraum EI 3 identifiziert werden; die Mannigfaltigkeiten der verschiedenen Zeitparameter werden also nicht
mehr unterschieden.
In der oberen Hälfte der nachfolgenden kommutativen Diagramme (Abbildungen 2-1 – 2-4) ist jeweils ein mate-
rielles Kontinuum zu drei verschiedenen Zeiten bzw. Zuständen t0, ti, tn skizziert. Der Parameter t0 entspricht
keinem Zeitpunkt, sondern dem Grundzustand oder undeformierten Zustand des Kontinuums, der im Abschnitt
2-5.2 im Sinne bestimmter Gleichgewichtsbedingungen definiert werden wird und der als Referenzmodell für
Linearisierungen dient. Es wird nicht gefordert, dass diese Bedingungen zu irgendeinem Zeitpunkt t erfüllt sind,
d.h. das Kontinuum sich jemals im Grundzustand befindet. Der Index t0 ist aus formalen Gründen gewählt: Die
Ausdrücke “∀t ∈ IR” schließen auch t0 mit ein.

Definition 2-1 (Ortsvektoren zu räumlichen und materiellen Punkten):
Wir bezeichnen mit

x - den Ortsvektor zu einem Punkt des Raumes EI 3 bezüglich eines gewählten Bezugssystems,
pti

- den (zeitabhängigen) Ortsvektor eines materiellen Punktes P zur Zeit ti,

P = pt0 - den Ortsvektor desselben materiellen Punktes im Grundzustand des Kontinuums.

Als Bezugssystem verwenden wir teilweise ein Inertialsystem, häufiger jedoch ein System, dessen Ursprung mit
dem Massenmittelpunkt der Erde zusammenfällt und dessen Rotation im Mittel mit der Rotation der Erde
übereinstimmt. Ein solches System ist gegenüber einem Inertialsystem sowohl translativ als auch rotatorisch
beschleunigt.

Zu einem Koordinatensystem gehören eine Karte K (hier: K ⊂ IR3) und eine Abbildungsvorschrift A, die einem
Koordinatentupel der Karte einen Punkt der (hier: 3-dimensionalen) Mannigfaltigkeit zuordnet. Die Koordina-
tenkurven sind i. allg. krummlinig. Wir benutzen zwei Karten KL und KE , die jeweils in der unteren Hälfte
der kommutativen Diagramme (Abbildungen 2-1 – 2-6) veranschaulicht sind. (Der Übersichtlichkeit halber sind
in den Diagrammen nur zweidimensionale Karten angedeutet.) Die linke Karte, bestehend aus den Koordina-
tentripeln {XK}, K ∈ {1, 2, 3}, heißt Lagrange-Bild, die rechte Karte, bestehend aus den Koordinatentripeln
{xk}, k ∈ {1, 2, 3, } heißt Euler-Bild.
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Die Euler’schen oder räumlichen Koordinaten xk eines Raumpunktes x zeichnen sich dadurch aus, dass sie
für alle Zeitpunkte ti unverändert bleiben; die Euler’schen Koordinaten eines Massenelementes ändern sich da-
gegen, falls sich das Massenelement gegenüber dem gewählten Bezugssystem bewegt. Umgekehrt bleiben die
Lagrange’schen oder materiellen Koordinaten XK eines Massenelementes für alle Zeitpunkte unverändert, so
dass sich ein Massenelement stets durch seine Lagrange’schen Koordinaten identifizieren lässt. Dagegen ändern
sich i. allg. die Lagrange’schen Koordinaten eines raumfesten Punktes, da sich ja die Materie i.allg. durch den
Raum hindurchbewegt.

Um die Koordinaten, Raumpunkte bzw. Massenelemente (zur selben Zeit oder auch zu unterschiedlichen Zeit-
punkten) einander zuzuordnen, führen wir die folgenden Operatoren ein:

Definition 2-2 (Abbildungen zwischen Karten und EI 3 bzw. von EI 3 auf sich selbst):

AL
ti

: KL → EI 3 mit x = AL
ti
(XK) =: AL(XK , ti)

AE
ti

: KE → EI 3 mit x = AE
ti
(xk)

Ttitn
: EI 3 → EI 3 mit ptn

= Ttitn
(pti

)

Tt0tn
: EI 3 → EI 3 mit ptn

= Tt0tn
(pt0) =: T(P, tn)

(2-1)

Die Abbildung AL
ti

: KL → EI 3 mit xti
= AL

ti
(XK) ordnet den Lagrange-Koordinaten einen Punkt x des

Raumes EI 3 zu. Da wir den EI 3 zu verschiedenen Zeitpunkten nicht unterscheiden, hat x keinen Index. Dage-
gen ist der untere Index des Operators AL

ti
wesentlich; die Abbildungsvorschrift ist zeitabhängig. Analog dazu

bildet der Operator AE
ti

: KE → EI 3 mit x = AE
ti

(xk) die Euler- Koordinaten auf einen Punkt des Raumes ab.
Der Identitätsoperator Ititn

, den wir nur in den Diagrammen zur Veranschaulichung verwenden, identifiziert
ein- und denselben räumlichen Punkt des Bezugssystems zu den Zeitpunkten ti und tn. Insbesondere fordern
wir, dass der Nullvektor 0ti

durch Ititn
in den Nullvektor 0tn

überführt wird:

Ititn
(0ti

) = 0tn
∀ ti, tn (2-2)

Der Bewegungs – Operator Ttitn
: EI 3 → EI 3 mit ptn

= Ttitn
(pti

) verschiebt einen materiellen Punkt p
zwischen den Zeitpunkten ti und tn.

Definition 2-3 (Verschiebung):
Der Differenzvektor

ut := pt − P (2-3)

heißt Verschiebung.

Wir setzen im folgenden stets voraus, dass der Bewegungs – Operator Ttitn
ein bijektiver Diffeomorphismus

ist. (Für die Abbildungen AL
ti

und AE
ti

gilt dies nicht: Wählen wir ein krummliniges Koordinatensystem (wie
z.B. Kugelkoordinaten), so können singuläre Punkte, Kurven oder Flächen auftreten. In diesem Fall müssen
weitere Karten und Abbildungen eingeführt werden (Metasysteme), um die Singularitäten zu überbrücken.)
Daraus folgt, dass zwei Punkte, die im Grundzustand infinitesimal benachbart sind, zu allen Zeitpunkten in-
finitesimal benachbart bleiben; falls zwei Punkte im Referenzzustand endlichen Abstand besitzen, bleibt diese
Eigenschaft ebenfalls erhalten. Insbesondere bleiben materielle Randpunkte eines sich deformierenden Kontinu-
ums stets Randpunkte und innere Punkte stets innere Punkte.
Diese Annahmen stellen eine weitreichende Einschränkung dar; für die sich deformierende Erde sind sie i. allg.
nicht erfüllt. So liegen bei Verwerfungen, Faltungen, Furkationen (wie etwa bei Konvektionsströmen) oder der
unterschiedlichen Rotation von Kern und Mantel charakteristische Unstetigkeiten vor. In diesen Fällen kann
die hier vorzustellende Theorie nur mit Modifikationen angewandt werden. Wenn es Unstetigkeitsflächen gibt,
muss beispielsweise der Erdkörper in mehrere Teilkörper zerlegt werden, deren Grenzen gerade die Unstetig-
keitsflächen sind. Es müssen dann für diese Grenzen Randbedingungen formuliert werden (siehe z.B. K.Aki,
P.Richards (1980, p.38)).
Bisher wurden die beiden Karten KL und KE bzw. die Abbildungen AL

ti
und AE

ti
nicht näher spezifiziert. Im

Sinne der vorher ausgeführten Eigenschaften der Euler’schen bzw. Lagrange’schen Beschreibung präzisieren wir
nun die Definition 2-2:
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Definition 2-4 (Euler’sche und Lagrange’sche Abbildungsvorschrift):

(AE
tn

)−1 ◦ Ititn
◦ AE

ti
= IKE

(1. kommutatives Diagramm) (2-4)

und

(AL
tn

)−1 ◦ Ttitn
◦ AL

ti
= IKL

(2. kommutatives Diagramm) (2-5)

Dies bedeutet:

1. Die Abbildungsvorschrift AE
ti

ist für jeden Zeitpunkt dieselbe; der Index ti kann daher weggelassen wer-
den (“der Beobachter ruht im Bezugssystem”).

2. Der materielle Punkt p behält im Laufe seiner Bewegung seine Lagrange-Koordinaten bei (“der Beobachter
ist an ein bewegtes Teilchen angeheftet”). Die Lagrange’schen Koordinaten werden daher auch materielle
Koordinaten genannt. Umgekehrt werden sich für einen festen Raumpunkt x die Lagrange-Koordinaten
im Lauf der Zeit ändern.

Offensichtlich würde im Prinzip bereits eine Karte genügen; die Forderungen wurden ja an die Abbildungsvor-
schriften gestellt. Wir behalten jedoch im folgenden die zwei Karten bei, da hierdurch die Schreibweise entlastet
wird: Um die Bewegung eines materiellen Punktes zu erfassen, werden wir die Beziehungen zwischen den Eu-
ler’schen Koordinaten einerseits und den Lagrange’schen Koordinaten und der Zeit andererseits betrachten.
Diese Beziehungen sind durch die folgenden Verknüpfungen bestimmt:

Definition 2-5 (Abbildung zwischen Lagrange’schen und Euler’schen Koordinaten):

xk
ti

: KL → KE mit

xk
ti

(XK) = xk(XK , ti) :=
(
(AE)−1 ◦ Tt0ti

◦ AL
t0

)
(XK)

=
(
(AE)−1 ◦ AL

ti

)
(XK)

Umkehrabbildung:

XK
ti

: KE → KL mit

XK
ti

(xk) = XK(xk, ti) :=
(
(AL

t0)
−1 ◦ (Tt0ti

)−1 ◦ AE
)

(xk)

=
(
(AL

ti
)−1 ◦ AE

)
(xk)

(3. kommutatives Diagramm)

(2-6)

Wir verzichten meist auf die Funktionssysmbole xk(XK , t) bzw. XK(xk, t) und schreiben stattdessen xk =
xk(XK , t) bzw. XK = XK(xk, t). Damit folgen wir im wesentlichen der Notation in C. Eringen (1962). Für den
Grundzustand setzen wir im folgenden stets voraus, dass die Euler’schen und die Lagrange’schen Koordinaten
übereinstimmen; d.h. dass

xk(XK , t0) = δk
KXK und XK(xk, t0) = δK

k xk (2-7)

gilt. Das bedeutet auch, dass AE = AL
t0 .
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Anmerkung 2-1 :

Wir können die Beziehungen zwischen xk einerseits und XK und t andererseits im Sinne einer Koordinatentransforma-

tion, aber auch im Sinne einer Punkttransformation interpretieren. Der ersten Sichtweise entspricht die Schleife

AL
ti = AE ◦ xti

= AL
t0 ◦ xti

(2-8)

im 3. kommutativen Diagrammen. Da AE nicht zeitabhängig ist, legt xti
den zeitabhängigen Teil der Abbildungsvor-

schrift AL
ti fest. Der zweiten Sichtweise entspricht die Schleife

Tt0ti = AE ◦ xti
◦ (AL

t0)−1. (2-9)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist allein xti
zeitabhängig und legt daher im wesentlichen die Verschiebung des ma-

teriellen Punktes P fest. Da im Grundzustand die Koordinatensysteme identisch sind, bleibt in dieser Interpretation das

Koordinatensystem für alle Zeitpunkte ein- und dasselbe. Ein materieller Punkt P, der im Grundzustand den Ortsvektor

P bzw. die Ausgangskoordinaten xk = δk
KXK besitzt, wird dann zum Punkt p mit den Koordinaten xk = xk(XK , t)

verschoben bzw. abgebildet. In diesem Sinne sind die Koordinaten XK Parameter der Bewegung, nämlich die Anfangs-

werte der Euler’schen Koordinaten.

Die Verschiebung u ergibt sich entsprechend dem 4. kommutativen Diagramm aus

u = AE(xk(XK , t)) − AE(δk
KXK). (2-10)

Einer Verschiebung u im Vektorraum entsprechen in den Karten KE und KL Koordinatendifferenzen:

Definition 2-6 (räumliche und materielle Koordinatenänderungen):

∆xk := xk(XK , t) − δk
KXK δXK := XK(xk, t) − δK

k xk (2-11)

∆xk bedeutet also die Differenz zwischen den Euler’schen Koordinaten eines materiellen Punktes im verscho-
benen - und im Grundzustand. Da XK die Umkehrabbildung von xK ist, folgt

δXK = −∆xkδK
k . (2-12)

2–1.2 Lokale Basen und ihre Transformationen

Durch Differentiation des Ortsvektors nach den Koordinaten XK bzw. xk gewinnt man lokale Basisvektoren,
die für nichtsinguläre Punkte den IR3 aufspannen. Wir unterscheiden jeweils zwei Arten von Basisvektoren in
der Mannigfaltigkeit im Grundzustand und zu einer allgemeinen Zeit t:

Definition 2-7 (lokale Basisvektoren):

GK :=
∂P

∂XK
=

∂

∂XK
(AL

0 (XM )) ck :=
∂P

∂xk
=

∂

∂xk
(AL

0 (XK(xm, t)))

gk :=
∂p

∂xk
=

∂AE(xl)

∂xk
CK :=

∂p

∂XK
=

∂

∂XK
(AL(XM , t))

(2-13)

Mit Hilfe des Innenproduktes < ·, · > des IR3 werden wie üblich die kontravarianten Basisvektoren implizit
durch

< gk,gl >= δl
k usw. (2-14)

definiert.

Diese Definitionen beziehen sich auf materielle Punkte, wobei GK und ck als Ableitungen des Ortsvektors des
Punktes im Referenzzustand, gk und CK dagegen als Ableitungen des Ortsvektors des Punktes zur Zeit t defi-
niert sind. Wir nehmen im folgenden stets an, dass ck und gk mit xk = xk(XK , t) als Argument zu bilden sind,
so dass XK für alle Basisvektoren der gemeinsame Parameter ist. Wählt man t = t0, so fallen ck und gk ebenso
wie GK und CK zusammen.
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Lemma2-1 (Transformation von Basisvektoren):

Unter den genannten Voraussetzungen gelten mit den Abkürzungen XK ,k := ∂XK/∂xk, xk,K := ∂xk/∂XK

folgende Transformationsformeln für die kovarianten Basisvektoren:

ck = XK ,k GK GK = gk
Kgk gk = XK ,k CK

CK = xk,K gk gk = gK
k GK GK = xk,K ck.

(2-15)

mit
gK

k :=< gk,GK >, gk
K :=< GK ,gk >

(2-16)

Für die kontravarianten Basisvektoren gilt

ck = xk,K GK GK = gK
k gk gk = xk,K CK

CK = XK ,k gk gk = gk
KGK GK = XK ,k ck.

(2-17)

Gemäß der Einstein-Konvention ist über Indices, die in einem Produkt doppelt vorkommen, zu summieren.
Die Transformationsmatrizen [gK

k ], [gk
K ] heißen shifters. Die Transformationsformeln der mittleren Spalte un-

terscheiden sich von den übrigen dadurch, dass hier Basisvektoren ineinander überführt werden, die i. allg. in
verschiedenen räumlichen Punkten definiert sind. Der Beweis der Transformationsformeln ergibt sich aus der
Definition 2-7, dem 3. kommutativen Diagramm und der Kettenregel.

Die Jacobi-Matrix xk,K wird auch pull-back-Operator genannt; mit ihrer Hilfe kann die Euler’sche Koordina-
tenbasis {gk} in die Lagrange’sche Koordinatenbasis {CK} überführt werden. Entsprechend heißt die Matrix
XK ,k auch push-forward-Operator.
Die Determinante von xk,K bezeichnen wir mit

j := detxk,K . (2-18)

Aus den Innenprodukten gleichartiger Basisvektoren ergeben sich die Metrikkoeffizienten der Euler’schen bzw.
Lagrange’schen Koordinaten:

Definition 2-8 (Metrikkoeffizienten):

GKL =< GK ,GL >, ckl =< ck, cl >, gkl =< gk,gl >, CKL =< CK ,CL > (2-19)

Abweichend von C. Eringen 1962 verstehen wir unter den kontravarianten Koeffizienten stets diejenigen, welche
sich durch Inversion der Matrizen der kovarianten Koeffizienten ergeben:
GKLGLM = δK

M usw.

Die Metrikkoeffizienten erlauben es, in der Umgebung von Punkten der Mannigfaltigkeit Bogenelemente aus
Koordinatendifferenzen abzuleiten:

dS2 = GKLdXKdXL = ckldxkdxl

ds2 = gkldxkdxl = CKLdXKdXL
(2-20)

dS bedeutet hier ein materielles Bogenelement im Grundzustand, ds das entsprechende Bogenelement im
veränderten Zustand zur Zeit t. Auch hier wird grundsätzlich angenommen, dass die Größen gkl und CKL

im (verschobenen) materiellen Punkt P (Ortsvektor p) zur Zeit t, GKL und ckl dagegen im selben materiellen
Punkt P im Grundzustand (Ortsvektor P) zu bilden sind. Ebenso ist dXK in den letzten beiden Formeln als
fest zu betrachten, während dxk = dxk(XK , dXL, t) von der Zeit t abhängt.
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Lemma2-2 (Transformation von Metrikkoeffizienten):

Die Transformationsformeln zwischen den eingeführten kovarianten Metrikkoeffizienten lauten:

CKL = xk,K xl,L gkl gkl = gK
k gL

l GKL GKL = xk,K xl,L ckl

gkl = XK ,k XL,l CKL GKL = gk
Kgl

Lgkl ckl = XK ,k XL,l GKL.
(2-21)

Für die kontravarianten Koeffizienten gelten die Transformationsformeln

CKL = XK ,k XL,l gkl gkl = gk
Kgl

LGKL GKL = XK ,k XL,l ckl

gkl = xk,K xl,L CKL GKL = gK
k gL

l gkl ckl = xk,K xl,L GKL.
(2-22)

Insbesondere aus den Metrikkoeffizienten CKL werden im Abschnitt 2-2 Maße für die Deformation abgeleitet.
Im Abschnitt 2-2.5.2 werden die Transformationen zwischen CK und GK sowie zwischen CKL und GKL in den
Verschiebungskoordinaten linearisiert.

2–1.3 Untermannigfaltigkeiten

Definition 2-9 (materielle Kurve):

Durch die Parameterdarstellung

XK = XK(S), XK : IR ⊃ Ds → KL, S ∈ Ds, K ∈ {1, 2, 3} (2-23)

ist eine materielle Kurve gegeben, die i. allg. im Lauf der Zeit verschoben und gedehnt wird. Liegt ein materieller
Punkt zu irgendeinem Zeitpunkt auf der materiellen Kurve, so auch zu allen anderen Zeitpunkten. Wir fordern
von einer materiellen Kurve, dass sie im Grundzustand genügend glatt und doppelpunktfrei sein soll.

Definition 2-10 (materielle Fläche):

Durch die Parameterdarstellung

XK = χK(Uα), α ∈ {1, 2} χK : IR2 ⊃ Du → KL, {U1, U2} ∈ Du, K ∈ {1, 2, 3} (2-24)

ist eine materielle Fläche definiert. Eine spezielle materielle Fläche ist die Oberfläche des Kontinuums. Wie bei
den materiellen Kurven fordern wir ausreichende Glattheitseigenschaften. Ein Teilgebiet des Kontinuums, das
von einer geschlossenen materiellen Fläche begrenzt wird, heißt materielles Volumen.

2–1.4 Euler’sches und Lagrange’sches Inkrement: Definitionen und Rechenregeln

Sei F eine beliebige Feldgröße des Kontinuums, wie z.B. Geschwindigkeit, Druck oder Temperatur. F soll als
Funktion des räumlichen Punktes und der Zeit oder als Funktion des materiellen Punktes und der Zeit dargestellt
werden. Es liegt nahe, hierzu die Euler’schen und die Lagrange’schen Koordinaten zu verwenden:

Definition 2-11 (Funktionssymbole):

Feldgröße als Funktion des Massenelementes:

F = FL(p, t) =: FL(XK , t) =: F E(xk(XK , t), t)

Feldgröße als Funktion des Raumpunktes:

F = FE(x, t) =: F E(xk, t)

(2-25)
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Wir verwenden also die Funktionssymbole F E bzw. FL je nachdem ob Euler’sche oder Lagrange’sche Koordi-
naten als Argument benutzt werden. Für die Ableitungen der Feldgröße F nach XK bzw. nach xk benutzen wir
die Abkürzungen F,K := FL,K (XL, t) bzw. F,k := F E ,k (xl, t).
Wollen wir F zu einem Zeitpunkt t mit seinem Wert im Grundzustand vergleichen, so kann dies entsprechend
in ein und demselben mitbewegten materiellen oder in ein und demselben räumlichen Punkt geschehen:

Definition 2-12 (Euler’sches und Lagrange’sches Inkrement):
Wir bezeichnen die Differenz

δF (x) := F E(xk, t) − F E(xk, t0) (2-26)

als Euler’sches Inkrement oder als Störung, die Differenz

∆F (p) := FL(XK , t) − FL(XK , t0) (2-27)

dagegen als Lagrange’sches Inkrement oder als Anomalie.

Rechenregeln für diese Inkremente finden sich im Anhang D. Die Bezeichnungen für die Koordinaten-Inkremente
wurden bereits in der Definition 2-6 eingeführt. Insbesondere gilt

∆XK = 0, δxk = 0. (2-28)

2–2 Geometrische Änderungsbeziehungen

Wir betrachten hier die lokalen geometrischen Veränderungen zwischen dem Kontinuum im Grundzustand und
dem Kontinuum zu einem festen, beliebigen Zeitpunkt t, wobei der zeitliche Verlauf dieser Änderungen un-
berücksichtigt bleibt; dieser wird im Abschnitt 2-3 (Bewegung) untersucht. Lokal besteht eine geometrische
Änderung in einer Kombination von starrer Verschiebung, starrer Drehung und Verzerrung. Während ein star-
rer Körper nur Verschiebungen und Drehungen zulässt, ändern sich bei einem deformierbaren Körper unter
dem Einfluss von Kräften auch die Strecken und Winkel zwischen materiellen Punkten des Kontinuums. Um
die Verzerrung des Kontinuums in einem infinitesimal kleinen Teilgebiet zu beschreiben, werden die materiellen
Punkte infinitesimal benachbart gewählt. Wir zitieren die wichtigsten Beziehungen aus E. Grafarend 1982, L.
Malvern 1969 und C. Eringen 1962, wo auch sämtliche Beweise zu finden sind.

2–2.1 Längenverzerrung

Sei XK(S) eine materielle Kurve, deren Parameter S im Grundzustand mit der Bogenlänge der Kurve identisch
sei. Die Euler’sche Darstellung der Kurve in einem verformten Zustand des Kontinuums sei xk(s(S)), wobei s
wiederum die Bedeutung der Bogenlänge der Kurve (im verformten Zustand) habe.

Definition 2-13 :

Die Vektoren

dP(S) = GN (XL)
dXN

dS
dS = cn(xl(XL, t))

dxn

ds
ds, dp(s) = gn(xl)

dxn

ds
ds = CN (XL)

dXN

dS
dS

(2-29)
sind die infinitesimalen Tangentenvektoren an die materielle Kurve im Referenzzustand bzw. im verzerrten
Zustand.

Für entsprechende Linienelemente im undeformierten bzw. deformierten Zustand gilt

dS2 =< dP, dP >= GKLdXKdXL = ckldxkdxl ds2 =< dp, dp >= gkldxkdxl = CKLdXKdXL

(2-30)
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Definition 2-14 :

Das Verhältnis Λ zwischen den entsprechenden Streckeninkrementen ds und dS einer materiellen Kurve im
undeformierten bzw. deformierten Kontinuum wird Streckung oder Verzerrung genannt; es kann aus

Λ2 :=
ds2

dS2
=

CKLdXKdXL

GKLdXKdXL
=

gkldxkdxl

ckldxkdxl
(2-31)

berechnet werden.

Definition 2-15 (Cauchy-Green-Verzerrungstensoren):

Wir nennen die beiden (i. allg. voneinander verschiedenen) Tensoren

C := CKLGK ⊗ GL = gklc
k ⊗ cl

c := GKLCK ⊗ CL = cklg
k ⊗ gl

Cauchy-Green-Verzerrungstensoren.

Die Überschiebung zweier Tensoren wird in dieser Arbeit mit einem Punkt gekennzeichnet, z.B.
GK ⊗ GL.GN :=< GL,GN > GK . Damit lässt sich (2-30) auch auf folgende Weise darstellen:

ds2 = dP.C.dP = dp.I.dp

dS2 = dP.I.dP = dp.c.dp
(2-32)

Das bedeutet: Überschieben wir den Cauchy-Green-Tensor C von beiden Seiten mit dem infinitesimalen Tangen-
tenvektor des unverzerrten Zustandes, so erhalten wir das quadrierte Bogenelement des verzerrten Zustandes;
überschieben wir den Cauchy-Green-Tensor c von beiden Seiten mit dem infinitesimalen Tangentenvektor des
verzerrten Zustandes, so erhalten wir das quadrierte Bogenelement des unverzerrten Zustandes.

Die Differenz zweier entsprechender quadrierter Längenelemente, die Elongation, ist durch

ds2 − dS2 = (CKL − GKL)dXKdXL =: 2EKLdXKdXL

= (gkl − ckl)dxkdxl =: 2ekldxkdxl
(2-33)

gegeben. Die Koeffizienten EKL bzw. ekl können ebenfalls als Komponenten von Tensoren aufgefasst werden:

Definition 2-16 (Euler-Lagrange-Verzerrungstensoren):

Die beiden (i. allg. voneinander verschiedenen) Tensoren

E := EKLGK ⊗ GL = eklc
k ⊗ cl

e := EKLCK ⊗ CL = eklg
k ⊗ gl

(2-34)

heißen Euler-Lagrange-Verzerrungstensoren.

Analog zu den Cauchy-Green-Verzerrungstensoren gilt: Überschieben wir den Euler-Lagrange-Tensor E von bei-
den Seiten mit dem infinitesimalen Tangentenvektor des unverzerrten Zustandes, so erhalten wir die Elongation;
überschieben wir den Euler-Lagrange-Tensor e von beiden Seiten mit dem infinitesimalen Tangentenvektor des
verzerrten Zustandes, so erhalten wir ebenfalls die Elongation.

Wegen δgk = 0 und ∆GK = 0 ist 2E die Anomalie von C, 2e die negative Störung von c:

2E = ∆C, 2e = −δc. (2-35)

In linearer Näherung fallen die beiden Verzerrungstensoren zusammen:

E ≈ e.
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Die Komponenten EKL bzw. ekl können auch mit Hilfe der Ableitungen der Verschiebungskomponenten ausge-
drückt werden:

2EKL = UK|L + UL|K + UM|KUM
|L

2ekl = uk|l + ul|k − um|kum
|l,

(2-36)

(siehe z.B. Eringen 1962 S. 15; ein vertikaler Strich vor einem Index bedeutet hier die kovariante Ableitung,
und zwar bei großgeschriebenen Indices stets bezüglich der Basis {GK)} bzw. {GK}, bei kleingeschriebenen
Indices stets bezüglich der Basis {gk)} bzw. {gk}.)

Die Streckung ist i.allg. richtungsabhängig. Die Richtungen in der unverzerrten Mannigfaltigkeit, für welche die
Streckung extremal wird, heißen Hauptverzerrungsrichtungen, die entsprechenden Streckungen Hauptstreckun-
gen. Die Hauptverzerrungsrichtungen werden durch die Vektoren (Hauptverzerrungsvektoren)

dP

dS α
=: NK

α GK , α ∈ {1, 2, 3} (2-37)

repräsentiert. Ihre Komponenten

NK
α :=

dXK

dSα
(2-38)

sind gerade die Ableitungen der Lagrange’schen Koordinaten nach der Bogenlänge, die einem Fortschritt in der
Hauptverzerrungsrichtung entsprechen. Die Extremwertaufgabe

NK CKL NL !
= Extremum

NK GKL NL !
= 1 (Nebenbedingung)

(2-39)

führt mit der Methode von Lagrange auf das allgemeine Eigenwertproblem

(CKL − Λ2GKL)NL = 0

NK GKL NL = 1 (Nebenbedingung)
(2-40)

Durch Überschiebung mit den kontravarianten Metrikkoeffizienten GMK lässt sich das allgemeine Eigenwert-
problem in ein spezielles Eigenwertproblem überführen:

(GMKCKL − Λ2δM
L )NL = 0

NK GKL NL = 1 (Nebenbedingung)
(2-41)

Für reguläre Punkte existieren stets genau drei reelle, positive Eigenwerte (wenngleich die Matrix des Eigenwert-
problems i. allg. nicht symmetrisch ist). Die positiven Wurzeln der Eigenwerte Λ2

α sind die Hauptstreckungen.
Die Hauptverzerrungsvektoren im Urbild dPα und im Bild dpα lassen sich gerade aus den zugehörigen Eigen-
vektoren bestimmen:

dPα = NK
αGK dS dpα = NK

αCK dS (2-42)

Hauptverzerrungsvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehören, sind in Urbild und Bild zueinander ortho-
gonal. Falls zwei oder gar alle drei Eigenwerte gleich sind, sind die Hauptverzerrungsrichtungen nicht eindeutig
definiert; wird beispielsweise eine infinitesimale Kugel in ein infinitesimales Rotationsellipsoid verformt, so ist
jeder Vektor, dessen Bildvektor in der Äquatorebene des Ellipsoides liegt, Hauptverzerrungsvektor. Es lässt sich
jedoch stets ein orthogonales Tripel NK

αGK finden, so dass (2 − 40) für alle drei Vektoren erfüllt ist.

Das duale Eigenwertproblem
(ckl − λ2gkl)n

l = 0

nk gkl nl = 1 (Nebenbedingung)
(2-43)

liefert die normierten Koordinaten nk
α der Bilder der Hauptverzerrungsvektoren (bezüglich der Basis gk), die

Eigenwerte λ2
α sind die Reziprokwerte der Eigenwerte Λ2

α,

λα =
1

Λα
=

dS

ds α
(2-44)

Dies wird offensichtlich, wenn die erste Gleichung in (2 − 43) mit xk,K multipliziert und

nl
α :=

dxl

ds α
= xl,L

dXL

dS

dS

ds α
(2-45)
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eingesetzt wird. Mit den Transformationsformeln (2 − 21) ergibt sich gerade das Eigenwertproblem (2 − 40).

Wir können also dXL

dS in (2 − 45) mit NL
α identifizieren und erhalten die Beziehungen

nk
α = λα xk,K NK

α NK
α = Λα XK ,k nk

α (2-46)

(über α ist hier nicht zu summieren). Schließlich führen wir die reziproken Komponenten Nα
K und nα

k ein:

3∑

α=1

NL
αNα

K = δL
K

3∑

α=1

nl
αnα

k = δl
k. (2-47)

Die Bilder verschiedener Hauptverzerrungsvektoren sind wie diese selbst aufeinander senkrecht, so dass der
Zusammenhang zwischen den normierten Bildern und den Urbildern durch eine Drehung hergestellt werden
kann:

nk
αgk = Rl

mgl ⊗ gm.NK
αGK = Rl

mgl ⊗ gm.NK
αgi

Kgi = Rl
mgm

KNK
αgl (2-48)

Dabei sind die Koeffizienten Rl
m für alle α ∈ {1, 2, 3} dieselben. Wir haben hier wieder die Tensorschreibwei-

se benutzt, um Fehlinterpretationen auszuschließen, die durch die Kombination unterschiedlicher Indextypen
entstehen könnten: die Bilder der Hauptstreckungsvektoren werden üblicherweise in der Basis gk, die Haupt-
streckungsvektoren selbst in der Basis GK dargestellt. Die lineare Beziehung zwischen den entsprechenden
Komponenten enthält daher nicht nur eine Drehmatrix [Rl

m], sondern auch die shifters gi
K .

Die Matrizen [Rl
m] sind orthonormal; die zu R = Rl

mgl ⊗ gm inverse Drehung lautet

R−1 = Rk
ngn ⊗ gk = R k

n gk ⊗ gn.

Mit [Ri
j ]
−1 = [R i

j ] und Rl
K := gk

KRl
k ergeben sich die Beziehungen

nl
α = Rl

mgm
KNK

α = Rl
KNK

α NK
α = gK

mR m
k nk

α = R K
k nk

α

nα
l = R m

l gK
mNα

K = R K
l Nα

K Nα
K = gm

KRl
mnα

l = Rl
Knα

l

(2-49)

Durch Überschiebung der beiden linken Gleichungen mit NM
α , Nα

M erhält man die Koeffizienten Rl
M , R M

l des
Drehoperators R:

Rl
M = nl

αNα
M R M

l = NM
α nα

l (2-50)

2–2.2 Interpretation der lokalen geometrischen Änderung als Drehung und Verzerrrung

Mit Hilfe der Drehmatrizen [Rl
m] und der Koordinaten CK

L des Cauchy-Green-Verzerrungstensors kann ein ak-
tuelles Koordinateninkrement dxk als Funktion des entsprechenden Inkrementes im Grundzustand dXK angege-
ben werden; die geometrische Änderung in der Umgebung eines Punktes lässt sich damit als Kombination einer
Drehung und einer Verzerrung interpretieren. Insbesondere wird eine infinitesimale Kugel in ein infinitesimales
dreiachsiges Ellipsoid abgebildet. Die Interpretation gestaltet sich besonders einfach, wenn die Verschiebungen
und das zugehörige Gradientenfeld sehr klein sind, wenn also eine Abbildung nahe der Identität vorliegt. Dies
setzen wir in dieser Arbeit stets voraus. Dennoch skizzieren wir die Aufspaltung bzw. Partitionierung des Ver-
schiebungsfeldes auch für endliche (große) Verschiebungen bzw. Verschiebungsgradienten. Es sollen wiederum
nur die wichtigsten Zwischenergebnisse aus C. Eringen (1962) erläutert werden.

Wir ordnen die Eigenwerte Λα, λα in den Diagonalmatrizen [Λα
β], [λα

β ] an und definieren damit die folgenden
Matrizen:

Definition 2-17 (lokale Schermatrizen):

[UK
L] := [NK

αΛα
βNβ

L] [uk
l] := [nk

αλα
βnβ

l] (2-51)

Die Inversen dieser Matrizen lauten:

[ŪL
M ] := [UL

M ]−1 = [NL
γλγ

δN
δ
M ] [ūl

m] := [ul
m]−1 = [nl

γΛγ
δn

δ
m] (2-52)
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Lemma2-3 :

UK
LUL

M = GKLCLM uk
lu

l
m = gklclm

ŪK
LŪL

M = CKLGLM ūk
lū

l
m = cklglm

(2-53)

Beweisskizze:

Offensichtlich erfüllen NL
α und Λα

β bzw. nl
α und λα

β die Eigenwertgleichungen

UK
LNL

α = NK
βΛβ

α

uk
ln

l
α = nk

βλβ
α

(2-54)

Durch Multiplikation mit UM
K bzw. um

k folgt

UM
KUK

LNL
γ = NM

α Λα
βΛβ

γ

um
kuk

ln
l
γ = nm

αλα
βλβ

γ .
(2-55)

Somit haben jeweils die Matrizen [UM
KUK

L] und [GMKCKL] sowie [um
kuk

l] und [gmkckl] dieselben Eigenvektoren
und Eigenwerte. Wegen der Eindeutigkeit der Eigenwert-Eigenvektorzerlegung ergibt sich daraus die Identität
dieser Matrizen.

Anmerkung 2-2 :

Setzen wir (2-49) in die Definition (2-51) ein und beachten (2-54), so erhalten wir die Verknüpfungen

UK
L = R K

k ūk
lR

l
L uk

l = Rk
KŪK

LR L
l (2-56)

(siehe Toupin 1956 art. 4; diese Beziehungen lassen sich auch auf beliebige reelle Potenzen von gklclm bzw. GKLCLM

verallgemeinern.)

Lösen wir die Gleichungen (2-46) nach xk,K bzw. XK ,k auf und verwenden (2 − 49) und (2 − 51) so folgt

Satz 2-4 (Partitionierung der Jacobi-Matrizen):

xk,K = Rk
LUL

K = ūk
lR

l
K

XK ,k = R K
l ul

k = ŪK
LR L

k

(2-57)

Ein aktuelles Koordinateninkrement dxk kann damit als Funktion des entsprechenden Inkrementes im Grund-
zustand dXK und dem Koordinatentripel XL bzw. xl angegeben werden:

dxk = dxk(XK , dXL, t) = xk,K dXK = Rk
LUL

KdXK = ūk
lR

l
KdXK (2-58)

Wir haben damit die lokale Änderung des Kontinuums in eine reine Scherung (Matrix [UM
K ]) und eine Drehung

(Matrix [Rk
M ]) zerlegt, wobei es sich um eine multiplikative Verknüpfung dieser Abbildungstypen handelt. Es ist

i. allg. die Reihenfolge der Transformationen zu beachten, da Matrizenprodukte nicht kommutativ sind. Diese
Zerlegung ist auch für endliche Drehwinkel gültig. Im Falle von kartesischen Koordinaten sind die shift-Matrizen
gerade Einheitsmatrizen; die gefundene Partitionierung entspricht dann der bekannten Zerlegung einer regulären
Matrix in das Produkt einer symmetrischen und einer orthonormalen Matrix (“polare Zerlegung”).

Sind die Drehwinkel sehr klein, ist also die Drehmatrix R := [Rl
m] nahezu mit der Einheitsmatrix identisch, so

gelingt in linearer Näherung auch eine additive Zerlegung. Wir stellen die Drehmatrix mit Hilfe von Cardan-
Winkeln α, β, γ dar:

R = RT
1 (α) · RT

2 (β) · RT
3 (γ) mit

R1(α) =





1 0 0

0 cosα sin α

0 − sinα cosα



 , R2(β) =





cosβ 0 − sinβ

0 1 0

sin β 0 cosβ



 , R3(γ) =





cos γ sinγ 0

− sinγ cos γ 0

0 0 1



 (2-59)
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R(α, β, γ) =





cosβ cos γ − cosβ sin γ sin β

sin α sin β cos γ + cosα sinγ cosα cos γ − sin α sin β sin γ − sinα cosβ

sin α sin γ − cosα sin β cos γ cosα sin β sin γ + sin α cos γ cosα cosβ



 (2-60)

Da wir annehmen, die Drehwinkel seien klein, dürfen wir die trigonometrischen Funktionen linearisieren und
erhalten

R ≈ I + δR = I +





0 −γ β

γ 0 −α

−β α 0



 . (2-61)

(Das Zeichen ≈ soll in der vorliegenden Arbeit stets “in linearer Näherung” bedeuten.) Für kleine Drehwinkel
kann also die Drehmatrix additiv in die Einheitsmatrix und eine antisymmetrische Störmatrix zerlegt wer-
den. Umgekehrt können wir jedes lineare, antisymmetrische Verschiebungsfeld in linearer Näherung als “kleine
Rotation” interpretieren und sogar die Cardan’schen Drehwinkel direkt aus der Matrix ablesen.

Anmerkung 2-3 :

Es ist zu beachten, dass wir es hier mit einer Punkttransformation oder aktiven Transformation zu tun haben - im Ge-

gensatz zu einer passiven oder Koordinatentransformation. Bei ersterer ist das Koordinatensystem fest und die Punkte

bzw. materiellen Elemente bewegen sich, bei letzterer verhält es sich umgekehrt. Wenn die Transformation linear ist

(was für eine Rotation offensichtlich zutrifft), dann ist die Transformationsmatrix der aktiven Transformation gerade

die Inverse der passiven. Im Fall der Rotationsmatrix gleicht diese Inverse der transponierten Matrix; für die äktivelin-

earisierte Drehmatrix bedeutet dies, dass die Vorzeichen gegenüber der passivenlinearisierten Drehmatrix vertauscht sind.

Zerlegen wir auch die Matrizen [UL
K ] und [ūk

l] jeweils in die Einheitsmatrix und eine Störmatrix [δUL
K ] bzw.

[δūk
l], so erhalten wir aus (2-58) in linearer Näherung die additive Zerlegung

dxk = dxk(XK , dXL, t) = xk,K dXK

= {gk
L(δL

K + δUL
K) + δRk

lg
l
K}dXK = {(δk

l + δRk
l + δūk

l)g
l
KdXK

(2-62)

In linearer Näherung ist es somit ohne Bedeutung, ob zuerst die Drehung oder zuerst die Streckung ausgeführt
wird.
Die Matrizen [UL

K ] und [ūk
l] können noch weiter zerlegt werden in einen Dilatationsanteil (Anteil, der einer

Volumenänderung entspricht) und einen reinen Scheranteil. Bezüglich weiterer Einzelheiten verweisen wir auf
die Lehrbücher der Kartenprojektionslehre oder Kontinuumsmechanik.

2–2.3 Volumenverzerrung

Lemma2-5 :

Die Volumenelemente des Grundzustandes bzw. des deformierten Zustandes lauten

d3X =
√

det[GLM ]dX1 dX2 dX3 d3x =
√

det[glm]dx1 dx2 dx3 =
√

det[CLM ]dX1 dX2 dX3 (2-63)

Zwischen verzerrtem und unverzerrtem Volumenelement besteht daher die Beziehung

d3x =

√
detCMN

detGMN
d3X =

√
det gmn

detGMN
j d3X =

√
det gmn

det GMN
detxk,K d3X (2-64)
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2–2.4 Flächenverzerrrung

Es sei F ein materielles Flächenstück des undeformierten Kontinuums, N dessen Normalenvektor, das Flächen-
element wird mit d2X bezeichnet, das Produkt beider, der sogenannte Flächenvektor, mit dA = Nd2X. Die
entsprechenden Größen des deformierten Kontinuums lauten n, d2x bzw. da. Die Flächenvektoren werden mit
Hilfe der eingeführten Basisvektoren dargestellt:

dA = GKdAK da = gkdak = CKdâK (2-65)

Den Flächenvektor im Grundzustand erhalten wir aus

dA =
∂P

∂XK
× ∂P

∂XL

∂XK

∂U1

∂XL

∂U2
dU1dU2 = GK × GL

∂XK

∂U1

∂XL

∂U2
dU1dU2 =

= ǫKLMGM ∂XK

∂U1

∂XL

∂U2
dU1dU2;

(2-66)

dabei sind ǫKLM die kovarianten Koordinaten des Levi-Civita-Tensors:

ǫKLM :=
√

detGIJeKLM =
√

detGIJ






1 falls KLM gerade Permutation von 1, 2, 3

−1 falls KLM ungerade Permutation von 1, 2, 3

0 sonst

(2-67)

Analog berechnet man den Flächenvektor im verzerrten Zustand des Kontinuums und gelangt zu folgendem

Lemma2-6 (Flächenverzerrung):

Die Beziehungen zwischen den einzelnen Komponenten und den Flächenelementen lauten:

dâK =

√
det gmn

detGMN
jdAK dak =

√
det gmn

detGMN
jXK ,k dAK

(d2X)2 = GKLdAKdAL (d2x)2 =
detCMN

detGMN
gklXK ,k XL,l dAKdAL

(2-68)

Der Faktor zwischen dâK und dAK ist gerade die Volumenverzerrung.

2–2.5 Linearisierungen

2-2.5.1 Linearisierung von Koordinatendifferenzen und Verschiebungskoordinaten

Sukzessive werden wir die Feldgleichungen bezüglich der vorkommenden Unbekannten linearisieren. Vorausset-
zung dafür ist, dass die zu linearisierenden Größen genügend glatt sind. Wir können die unbekannten Größen im
wesentlichen auf die Koordinatendifferenzen ∆xk oder auf die Verschiebungskoordinaten zurückführen (die Zeit
hat bisher nur den Charakter eines Indices). Wir zeigen zunächst, dass in linearer Näherung die Koordinaten
des Verschiebungsvektors mit den Koordinatendifferenzen übereinstimmen. Dazu stellen wir den Verschiebungs-
vektor u mit Hilfe der Basisvektoren gk bzw. GK dar:

u = ukgk = UKGK (2-69)

Lemma2-7 :

In linearer Näherung gilt
∆xk ≈ uk δXK ≈ −UK (2-70)
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Beweis von Lemma 2-7 :

Taylorentwicklung von AE bis zum linearen Glied ergibt (die Abkürzung ≈ bedeutet im folgenden “in linearer
Näherung”):

p = AE(xl) = AE(ξl + ∆xl) ≈ AE(ξl) +
∂AE

∂xk
(ξl)∆xk ≈ AE(ξl) +

∂AE

∂xk
(xl)∆xk ≈ AE(ξl) + gk ∆xk;

(2-71)
andererseits gilt (vgl. 4. kommutatives Diagramm)

p = P + u = AE(ξl) + ukgk. (2-72)

Durch Koeffizientenvergleich folgt die erste Gleichung in (2-70). Wegen AE = AL
0 ◦ Ξ gilt

p = AL
0 (ΞL(xl(XK , t))) = AL

0 (XL − δXL) ≈ AL
0 (XL) − ∂AL

∂XK
(XL) δXK

≈ AL
0 (XL) − GK δXK ;

(2-73)

woraus sich die zweite Gleichung in (2-70) ergibt.

Aus (2-12) folgt auch
uk ≈ δk

KUK . (2-74)

2-2.5.2 Linearisierungen von Basisvektoren, shifters, Metrikkoeffizienten und Christoffel-
symbolen

Lemma2-8 (Linearisierung der Basisvektoren CK , CJ , gk, gj) :

CK = GK + UL
|KGL =: GK + GRAD u.GK CJ ≈ GJ − UJ

|MGM =: GJ − GJ . GRAD u

gk ≈ GK(δK
k + (G)ΓK

LMδL
k UM ) gj ≈ GJ(δj

J − (G)ΓI
NJδj

IU
N)

(2-75)
Dabei sind (G)ΓK

LM die Christoffelsymbole, die sich auf die Basis {GK} beziehen.

Beweis von Lemma 2-8 :

Das Lagrange-Inkrement der Basisvektoren CK berechnen wir mit Hilfe der Definition (2-7) zu

CK =
∂p

∂XK
=

∂P

∂XK
+

∂u

∂XK
= GK + UL

|KGL

Diese Beziehung gilt im übrigen streng. Die Formel für die kontravarianten Basisvektoren zeigt man durch
Bilden des Innenproduktes mit den kovarianten Basisvektoren:

< CK ,CJ >= δJ
K

Ebenfalls aus der Definition (2-7) folgt die Linearisierung von gk:

gk =
∂p

∂xk
= (

∂P

∂XK
+

∂u

∂XK
)XK ,k ≈ (GK + UL

|KGL)(δK
k − UK ,L δL

k )

≈ GKδK
k − GLUL,K δK

k + GLδK
k (UL,K +(G)ΓL

KMUM ) = GK(δK
k +(G) ΓK

LMδL
k UM )

Die Formel für die kontravarianten Basisvektoren gj zeigt man wieder durch Bilden des Innenproduktes
< gk,gj >≈ δj

k.
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Lemma2-9 (Linearisierung der Metrikkoeffizienten):

CMN = GMN + ∆CMN CKL = GKL + ∆CKL

≈ GMN + UJ
|NGJM + UJ

|MGJN ≈ GKL − UL
|IG

KI − UK
|IG

IL (2-76)

gkl ≈ GKL(δK
k δL

l + δK
k δJ

l
(G)ΓL

JMUM + δJ
k δL

l
(G)ΓK

JMUM )

gmn ≈ GMN (δm
Mδn

N − δm
Mδn

I
(G)ΓI

NQUQ − δn
Nδm

I
(G)ΓI

MQUQ)
(2-77)

Beweis von Lemma2-9 :

Man erhält den Beweis durch Einsetzen der jeweiligen linearisierten Basisvektoren in die Definition (2-8). Die
Linearisierung von CMN kann auch direkt aus (2-35) und (2-36) abgelesen werden.

Lemma2-10 (Linearisierung der shifters):

gK
k ≈ δK

k + UM (G)ΓK
MJδJ

k gl
L ≈ δl

L − UN (G)ΓI
NLδl

I (2-78)

Beweis von Lemma2-10 :

Man erhält den Beweis durch Einsetzen der jeweiligen linearisierten Basisvektoren in die Definitionen
gK

k :=< GK ,gk >, gk
K :=< GK ,gk > .

Lemma2-11 (Linearisierung der Christoffelsymbole):

Wir bezeichnen mit (C)ΓK
LM die Christoffelsymbole bezüglich der Basis {CK}. Aus der Definition der Christof-

felsymbole

(C)ΓK
LM :=

1

2
CKN (CMN ,L +CNL,M −CLM ,N ) (2-79)

ergibt sich ihre Linearisierung:

(C)ΓK
NJ ≈ (G)ΓK

NJ − (G)ΓL
NJUK ,L + (G)ΓK

LNUL,J + (G)ΓK
LJUL,N +((G)ΓK

NJ),L UL + UK ,NJ

und

(C)ΓK
KMCMI ≈ (G)ΓK

KMGMI + ((G)ΓK
KMGMI),L UL + UK ,KM GMI − (G)ΓK

KMGLMU I ,L

(2-80)

2-2.5.3 Linearisierung von Flächen- und Volumenelement

Wir leiten zunächst eine Linearisierung der Jacobi-Determinanten j = det(xk,K ) her:
Mit Hilfe von

∂j

∂(xk,K )
= j XK ,k (2-81)

(siehe z.B. C.Eringen 1962 S.11) erhalten wir

Lemma2-12 :

j = (0)j + ∆j ≈ 1 +
∂j

∂xk,K
|0∆xk,K = 1 + δK

k uk,K = 1 + UK ,K (2-82)

Aus (2-64), (2-82) und (2-77) oder (2-76) kann (2-83) hergeleitet werden:
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Lemma2-13 (Linearisierung des Volumenelementes):

d3x ≈ (1 + UK
|K)d3X =: (1 + DIV u)d3X (2-83)

Aus (2-68) und (2-83) ergibt sich mit XK ,k ≈ δK
k + δXK ,L δL

k :

Lemma2-14 (Linearisierung des Flächenvektors):

dak ≈ (1 + DIV u)XK ,k dAK ≈ (1 + UJ
|J)(δK

k +(G) ΓK
MLUMδL

k − UK
|LδL

k )dAK

=⇒ nd2x = gkdak ≈ [(1 + UJ
|J )dAL − dAKUK

|L]GL

≈ Nd2X.[(1 + DIV u)I − GRAD u]

(2-84)

2-2.5.4 Beziehung zwischen Anomalie und Störung

Ist die Anomalie ∆Ψ einer Feldgröße Ψ eine glatte Funktion der Lagrange-Koordinaten, so braucht dies für
die Störung δΨ nicht der Fall zu sein und umgekehrt. Als Beispiel betrachten wir die starre Verschiebung einer
homogenen Kugel. Die Anomalie der Massendichte ∆̺ verschwindet für alle materiellen Punkte identisch und
ist daher beliebig oft stetig differenzierbar. Dagegen ist die Dichtestörung δ̺ eine unstetige Funktion der Euler-
Koordinaten: Für Raumpunkte, die sowohl vor als auch nach der Verschiebung innerhalb der Kugel gelegen
sind, verschwindet die Störung, ebenso für Punkte, die vorher und nachher außerhalb liegen. Dagegen beträgt
die Störung für Raumpunkte, durch welche die materielle Grenzfläche im Lauf der Verschiebung hindurchtritt,
±̺.
Für den Fall, dass sowohl Störung als auch Anomalie genügend glatt sind, gilt unabhängig davon, um welche
Feldgröße Ψ es sich handelt, in linearer Näherung der Zusammenhang

Lemma2-15 (Beziehung zwischen Anomalie und Störung):

∆Ψ ≈ δΨ +
∂ΨE

∂xk
(ξl, t0)u

k

δΨ ≈ ∆Ψ − ∂ΨL

∂XK
(ΞL, t0)U

K

(2-85)

Dieses Lemma folgt aus der Linearisierung der 2. Rechenregel in (D-1).

2–2.6 Differentialoperatoren und ihre Linearisierung

Definition 2-18 (Gradientenoperatoren):

Es sei F (x, t) eine Funktion von Ort und Zeit. Wir benutzen folgende Gradientenoperatoren:

grad F (p, t) :=
∂F E(xl, t)

∂xk
gk(xm) =

∂FL(XL, t)

∂XK
CK(XM , t)

GRAD F (p, t) :=
∂F E(xl, t)

∂xk
ck(xm, t) =

∂FL(XL, t)

∂XK
GK(XM )

(2-86)

Mit dem Symbol “grad” wird demnach der übliche Gradient bezeichnet, mit dem Symbol “GRAD” dagegen
ein Gradient, der die geometrischen Verhältnisse des unverzerrten Zustandes zugrundelegt (vgl. J. Marsden, T.
Hughes 1983). Es wird der Funktionswert F zur aktuellen Zeit t dem materiellen Punkt p zugeordnet und das
Kontinuum “wieder in den Grundzustand gebracht”, wobei F im materiellen Punkt unverändert bleibt. Dann
wird der Gradient bezüglich der Geometrie des Referenzzustandes gebildet und schließlich parallel von P nach
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p verschoben. Auch der Operator GRAD bezieht sich also auf die Zeit t. Zur Zeit t0 fallen beide Gradientende-
finitionen zusammen.

Wir stellen mit Hilfe von (2-75) eine linearisierte Beziehung zwischen grad F und GRAD F her:

grad F ≈ GRAD F − GRAD F.GRAD u =
∂FL(XM , t)

∂XK
GK − ∂FL(XM , t)

∂XK
UK

|LGL. (2-87)

Bei der Linearisierung der Bewegungsgleichungen werden in Abschnitt 2-5.3 zwei Sonderfälle auftreten: Sei
erstens

F = FL(XK) unabhängig von t. Dann gilt

grad F |(P,t0) = GRAD F |(p,t) = GRAD F |(p,t0).
(2-88)

Sei zweitens
F = F E(xl) unabhängig von t. Dann gilt

grad F |(p,t0) = grad F |(p,t).
(2-89)

Beide Aussagen ergeben sich direkt aus den Definitionen (2-86), wenn wir noch CK(XL, t0) = GK(XL) beach-
ten.

Definition 2-19 (Divergenzoperatoren):

Sei F ein Vektor. Wir bezeichnen mit “DIV” den Divergenzoperator bezüglich der Geometrie des Referenzzu-
standes, mit “div” den Divergenzoperator bezüglich der Geometrie des aktuellen Zustandes zur Zeit t. Es ergeben
sich verschiedene Möglichkeiten der Darstellung, je nachdem in welchem Basissystem der Vektor aufgelöst ist,
z.B.

F(p, t) = F l(xk, t)gl(x
m) = FL(XK , t)GL(XM )

div F(p, t) :=
∂FE(xl, t)

∂xk
.gk = F l

|l(x
m, t) =

∂FL(XL, t)

∂XK
.CK = FL

|KGL.CK

DIV F(p, t) :=
∂FL(XL, t)

∂XK
.GK = FK

|K(XL, t) =
∂FE(xl, t)

∂xk
.ck = F l

|kgl.c
k

(2-90)

(Großgeschriebene Indices bei Komponenten beziehen sich, falls nichts anderes vermerkt ist, stets auf die Ba-
sis {GK}, kleingeschriebene auf die Basis {gk}; dies gilt auch für kovariante oder kontravariante Ableitungen.)

DIV kann demnach in folgender Weise interpretiert werden: Der Vektor F(xP (XP , t), t) wird parallel nach XP

verschoben; danach wird wird bezüglich der Topologie des Referenzzustandes die Divergenz gebildet.

Anmerkung 2-4 :

Ein weiterer Operator könnte folgendermaßen definiert werden: Der Vektor wird nicht parallel zurückabgebildet, sondern

behält seine Komponenten bezüglich der sich verändernden Basisvektoren:F KCK → F KGK ; daraufhin wird wieder die

Divergenz DIV gebildet. Dieser Operator wird aber im folgenden nicht benötigt.

Wir linearisieren mit Hilfe von (2 − 75) “div F” bezüglich “DIV F” :

div F =
∂FL(XL, t)

∂XK
.CK ≈ ∂FL(XL, t)

∂XK
.(GK − UK

|LGL)

≈ FK
|K − FL

|KUK
|L = DIV F− GRAD F · ·GRAD u

(2-91)

Ist F = F̂ JCJ mit Hilfe der Basis {CJ} dargestellt, so gilt wegen

F ≈ F̂ J(GJ + UL
|JGL) = (F̂ J + F̂LUJ

|L)GJ

F J ≈ F̂ J + F̂LUJ
|L

und damit

div F ≈ FK
|K − F̂L

|KUK
|L ≈ (F̂ J + F̂LUJ

|L)|J − F̂L
|KUK

|L ≈ F̂L
|L + F̂LUJ

|LJ

(2-92)

31



Ganz analog können wir bei einem Tensor zweiter Stufe verfahren. Die Definitionen (2− 86) und (2− 90) lassen
sich auf Tensoren beliebiger Stufe übertragen. Ist der Tensor beispielsweise in der Basis {GK} aufgelöst, so
erhalten wir wieder mit Hilfe von (2 − 75)

F = FKLGK ⊗ GL

div F =
∂F

∂XJ
.CJ = FKL

|JGK ⊗ GL.CJ

≈ FKL
|LGK − FKL

|MUM
|LGK = DIV F− FKL

|MUM
|LGK

(2-93)

Mitunter kommen auch gemischte Darstellungen vor, so z.B. beim Piola-Kirchhoff-Tensor (vgl. (2 − 162)):

F = F̂KLCK ⊗ GL ≈ (F̂KL + F̂MLUK
|M )GK ⊗ GL

DIV F ≈ (F̂KL
|L + F̂ML

|LUK
|M + F̂MLUK

|ML)GK

div F ≈ DIV F− F̂KL
|MUM

|LGK

≈ (F̂KL
|L + F̂ML

|LUK
|M − F̂KL

|MUM
|L + F̂MLUK

|ML)GK .

(2-94)

Linearisierung des Laplace-Operators ergibt:

div gradF ≈ div (GRAD F − F,K UK
|LGL) = div ((F,K −F,M UM

|K)GKLGL)

≈ F|KLGKL − F|KMUM
|LGKL − DIV (F,M UM

|KGKLGL)

= (F|KL − 2F|KMUM
|L − F,M UM

|KL)GKL

(2-95)

Definition 2-20 (Rotationsoperatoren):

Die Rotation rot bzw. ROT (bezüglich der Topologie des Referenzzustandes) ist definiert durch

rot F = gk × ∂FE(xl, t)

∂xk
= CK × ∂FL(XL, t)

∂XK

ROT F = ck × ∂FE(xl, t)

∂xk
= GK × ∂FL(XL, t)

∂XK

(2-96)

Linearisierung von rot bezüglich ROT ergibt:

rot F = CK × FL
|KGL ≈ (GK − UK

|MGM ) × FL
|KGL = FL

|KGK × GL − FL
|KUK

|MGM × GL

= ǫKLMGLJF J
|KGM − ǫKLMGLJF J

|NUN
|KGM = ROT F − ǫKLMGLJF J

|NUN
|KGM ,

(2-97)

dabei sind wie in (2-67)ǫKLM die Koordinaten des Levi-Civita-Tensors bezüglich der Basis GK .
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2–3 Bewegung

2–3.1 Räumliche und materielle Zeitableitung

Bisher haben wir die Zeit nur als (diskreten) Index benutzt und damit gleichsam Momentaufnahmen des Kon-
tinuums verglichen. Im vorliegenden Abschnitt betrachten wir den zeitlichen Ablauf der Änderung des Konti-
nuums.

Definition 2-21 (Geschwindigkeit):

Die Abbildung AL(XK , t) = AE(xk(XK , t)) sei auch bezüglich der Zeitvariablen stetig differenzierbar. Die
Geschwindigkeit eines materiellen Punktes P mit den materiellen Koordinaten XK bezüglich des gewählten
Bezugssystems ist durch

v := vkgk =
∂p(P, t)

∂t
=

∂p

∂xk
· dxk

dt
=

∂xk(XK , t)

∂t
gk = −∂XK(xk, t)

∂t
CK (2-98)

definiert.

Definition 2-22 (räumliche und materielle Zeitableitung):

Sei F ein Attribut des Kontinuums, wie z.B. Druck oder Ladungsdichte. F kann als Funktion des materiellen
Punktes und der Zeit oder des räumlichen Punktes und der Zeit, entsprechend mit Hilfe Euler’scher oder
Lagrange’scher Koordinaten als Argument dargestellt werden:

F = F(p, t) = F(AE(xk, t), t) =: F E(xk, t) = F E(xk(XK , t), t) =: FL(XK , t). (2-99)

Im Abschnitt 2-1.4 wurde die Unterscheidung zwischen dem räumlichen und dem materiellen Inkrement ein-
geführt. Analog dazu unterscheiden wir hier zwischen der materiellen Zeitableitung D

Dt und der räumlichen

Zeitableitung Ḟ :

DF

Dt
:=

∂FL(XK , t)

∂t
=

∂∆F (XK , t)

∂t
Ḟ :=

∂F E(xk, t)

∂t
=

∂δF (xk, t)

∂t
(2-100)

Speziell für die Koordinaten gilt in Analogie zu (2 − 28)

ẋk = 0
DXK

Dt
= 0. (2-101)

Mit dieser Beziehung und (2-15) kann das letzte Gleichheitszeichen in der Definition (2-21) bewiesen werden:

DXK

Dt
= XK ,k

dxk

dt
+

∂XK

∂t
= 0; =⇒ XK ,k

dxk

dt
= −∂XK

∂t

Sowohl die räumliche als auch die materielle Zeitableitung lassen sich wiederum als Funktion von Lagrange’schen
Koordinaten und der Zeit oder von Euler’schen Koordinaten und der Zeit darstellen. Wegen FL(XK , t) =
F E(xk(XK , t), t) gelten die Zusammenhänge

DF

Dt
= Ḟ +

∂F E

∂xk

Dxk

Dt
= Ḟ+ < grad F (xk, t),v >

Ḟ =
DF

Dt
+

∂FL

∂XK
ẊK =

DF

Dt
− < grad F (xk, t),v > .

(2-102)

Wird ein Tensor 1. Stufe F nach der Zeit abgeleitet, so ist nach der Produktregel auch die zeitliche Änderung
der Basis zu berücksichtigen:

D

Dt
(F kgk) =

DF k

Dt
gk + F k ∂gk

∂xl

Dxl

Dt
=

DF k

Dt
gk + F kΓm

kl

Dxl

Dt
gm

=
∂F k(xl, t)

∂t
gk +

∂F k

∂xl

Dxl

Dt
gk + F kΓm

kl

Dxl

Dt
gm = (

∂F k(xl, t)

∂t
+ F k

|lv
l)gk.

(2-103)
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Definition 2-23 :

Wir bezeichnen die Größe
DF k

Dt
:=

∂F k(xl, t)

∂t
+ F k

|l
Dxl

Dt
(2-104)

als kovariante materielle Zeitableitung.

Definition 2-24 (Beschleunigung):

Speziell heißt die materielle Zeitableitung der Geschwindigkeit Beschleunigung a:

a =
Dv

Dt
= v̇+ < grad v(xk, t),v >= v̇ + grad

v2

2
− v × rot v

=
∂vk(xl, t)

∂t
gk +

∂vk

∂xl
vlgk + vmvlΓk

mlgk = (
∂vk(xl, t)

∂t
+ vk

|lv
l)gk

(2-105)

(den Beweis des zweiten Gleichheitszeichens findet man z.B. in E. Klingbeil 1966 S.79).

Weiter betrachten wir die Zeitableitungen eines Integrals über ein zeitabhängiges Volumen V(t).

Satz 2-16 :

Sei σ(p(t),q(t), t) eine Zweipunkt-Kernfunktion; die Feldgröße F sei definiert als

F (p, t) =

∫

V(t)

σ(p(t),xQ(t), t)d3xQ.

(Der laufende Punkt der Integration ist hier mit einem tiefgestellten Index Q bezeichnet.) Dann gilt

D

Dt
F (p(P, t), t) =

∫

V(t)

D

Dt
σ(p(t),xQ(t), t) d3xQ +

∫

V(t)

σ(p(t),xQ(t), t) divQ v(xQ, t) d3xQ

Ḟ (xp, t) =

∫

V(t)

d

dt
σ(p,xQ(t), t) d3xQ +

∫

V(t)

σ(p,xQ(t), t) divQ v(xQ, t) d3xQ

(2-106)

Bei der materiellen Zeitableitung von σ ist die zeitliche Änderung sowohl von p als auch von q zu berücksichti-
gen, bei der räumlichen Zeitableitung dagegen wird p als fix angesehen. Hängt σ nicht von p, sondern nur von
q(t) und eventuell der Zeit t explizit ab, so fallen materielle und räumliche Zeitableitung von F zusammen.

Beweisskizze:
Man nimmt zunächst an, das Kontinuum befinde sich zu einem Zeitpunkt t0 im Grundzustand und berechnet
die Ableitungen für diesen Zeitpunkt. Wir setzen die Formeln (D-2) in (2-100) ein. Damit ergibt sich für die
materielle Zeitableitung

∂∆F

∂t
|t=t0 = lim∆t→0





1

∆t

∫

V0

∆PQ σ(t0 + ∆t) d3XQ+

+
1

∆t

∫

V0

σ(p(t0 + ∆t),xQ(t0 + ∆t), t0 + ∆t) ∆

(√
det g

det G
· j
)

Q,t0+∆t

d3XQ






=
∫

V0

Dσ

Dt
|(P,Q,t0)d

3XQ +

∫

V0

σ(t0)v
k
|k d3XQ

Der gestörte Zustand ist hier dem Grundzustand infinitesimal benachbart, daher konnte die lineare Näherung
(2-83) verwendet werden. Da die speziellen Eigenschaften des Grundzustandes nirgends verwendet wurden, lässt
sich das Ergebnis auf beliebige Zeitpunkte t verallgemeinern. Die angegebene Formel gilt streng.
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Analog kann auch die Formel für die räumliche Zeitableitung bewiesen werden. Einen ausführlichen Beweis
findet man z.B. in H.W. Mikolaiski 1989 S.128.

Definition 2-25 :

Der Tensor zweiter Stufe D := dklg
k ⊗ gl mit dkl :=

1

2
(vk|l + vl|k) heißt strain-rate-Tensor.

Lemma2-17 (materielle Zeitableitung des quadrierten Bogenelementes):

D

Dt
(ds2) = 2dkldxkdxl (2-107)

Beweis von Lemma2-17 :

1. (a)

D

Dt
(gkl) =

∂

∂t
(gkl) + gkl|mvm = 0;

(beide Summanden verschwinden, der erste infolge der zeitlichen Invarianz der Euler’schen Koordi-
naten in einem Raumpunkt, der zweite infolge von Ricci’s Lemma).

(b)

D

Dt
(dxk) =

D

Dt
(xk,K dXK) = (

∂xk,K
∂t

+ (xk,K )|lv
l)dXK

= (
∂xk,K

∂t
+ (xk,K ),l vl + Γk

lmxm,K vl)dXK

Wegen vk,l = vk,M XM ,l =
Dxk,M

Dt
XM ,l =

{
∂

∂t
(xk,M ) + (xk,M ),j vj

}
XM ,l

und vk,l xl,K =
∂

∂t
(xk,K ) + (xk,K ),j vj

wird

D

Dt
(dxk) = (vk,l x

l,K +Γk
lmxl,K vm)dXK = vk

|lx
l,K dXK = vk

|ldxl;

mit Hilfe von (a) und (b) folgt

D

Dt
(ds2) =

D

Dt
(gkldxkdxl) = gkldxl D

Dt
(dxk) + gkldxk D

Dt
(dxl)

= (vl|k + vk|l)dxldxk = 2dkldxkdxl

Lemma2-18 :

D

Dt
(EKL) = dkl xk,K xl,L (2-108)

Beweis von Lemma2-18 :

D

Dt
(ds2) =

D

Dt
(CKL)dXKdXL = 2

D

Dt
(EKL)dXKdXL,

und durch Vergleich mit Lemma (2-17) folgt Lemma (2-18).
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(EKL wird hier als Koeffizient des ersten Euler-Lagrange-Verzerrungstensors in der Definition (2-16) aufgefasst;
da die Basisvektoren GK zeitlich konstant sind, brauchen materielle Zeitableitung und kovariante materielle
Zeitableitung hier nicht unterschieden werden.)

Lemma2-19 :

D

Dt
(ekl) = dkl − (em

kvm|l + em
l vm|k) (2-109)

Beweis von Lemma 2-19 :

D

Dt
(ds2) =

D

Dt
(ds2 − dS2) = 2

D

Dt
(ekldxkdxl) = 2(

D

Dt
ekl + em

kvm|l + em
l vm|k)dxkdxl,

(vgl. (b) im Beweis zu Lemma (2-17)), und aus Lemma (2-17) folgt (2-19).

Lemma (2-18) und (2-19) werden benötigt, wenn das Integral der elastischen Verschiebungsenergie berechnet
bzw. auf das unverzerrte Volumen transformiert werden soll.

2–3.2 Bewegte Systeme und relative Zeitableitung

Sei { (I)xk} ein Inertialsystem. Es wird sich als günstig erweisen, ein weiteres System { x̄k} zu benutzen, das
gegenüber dem Inertialsystem beschleunigt ist. Wir lassen sowohl eine translative Beschleunigung des Ursprungs
des gequerten Systems relativ zum Inertialsystem als auch eine (starre) Drehung der Koordinatenachsen zu.
Es sind daher Ortsvektoren bezüglich der beiden Systeme zu unterscheiden. Wir bezeichnen einen Ortsvektor
bezüglich des Inertialsystems mit (I)x, den Ortsvektor bezüglich des beschleunigten Systems mit x.
Als Ursprung des beschleunigten Systems wählen wir stets den Massenmittelpunkt des Kontinuums (in unserem
Fall der Erde):

Definition 2-26 :

Der Massenmittelpunkt xM eines Kontinuums bezüglich des Inertialsystems ist durch

xM :=
1

M

∫

V(t)

̺((I)x, t) (I)x d3x (2-110)

definiert. Hier bedeuten M die Gesamtmasse, ̺ die Massendichte.

Es gilt also
(I)x = xM + x. (2-111)

In diesem Abschnitt nehmen wir ausnahmsweise an, dass sämtliche Systeme kartesisch sind; die Basisvektoren
werden entsprechend mit ek bzw. ēk bezeichnet. Die Transformation zwischen den Basisvektoren des gequerten
und des ungequerten Systems ist durch eine (zeitabhängige) Rotationsmatrix R gegeben:

ēk = Rklel ek = Rlkēl

x̄k = Rklxl xk = Rlkxl.
(2-112)

Definition 2-27 (relative Zeitableitung):

Sei F = Fkek = F̄kēk ein zeitabhängiger (freier) Vektor. Wir bezeichnen den Ausdruck

d′F

dt′
:=

dF̄k

dt
ēk (2-113)

als relative Zeitableitung bezüglich des Systems {x̄k}. Dabei bleibt offen, ob es sich um die materielle oder
räumliche Ableitung handeln soll.
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Satz 2-20 :

Sei F = Fkek = F̄k ēk ein zeitabhängiger freier Vektor. Der Zusammenhang zwischen der relativen Zeitableitung
d′F/dt′ und der Zeitableitung dF/dt (bezüglich des Inertialsystems) ist durch die Beziehung

dF

dt
=

d′F

dt′
+ ωωωωω × F =

dF̄k

dt
ēk − Ω̄klF̄lēk =

dF̄k

dt
ēk − ΩklFlek (2-114)

mit ωωωωω = ω̄j ēj = ωjej und

Ω̄kl = ṘkmRlm = −RkmṘlm, ω̄j :=
1

2
ǫjklΩ̄kl, Ω̄kl = ǫjklω̄j

Ωkl = RmkṘml = −ṘmkRml, ωj :=
1

2
ǫjklΩkl, Ωkl = ǫjklωj

(2-115)

gegeben. ǫjkl sind die Permutationssymbole; ωωωωω ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor des beschleunigten (ge-
querten) Systems bezüglich des Inertialsystems.

Man gewinnt diesen Satz, indem man die Produktregel auf das Produkt von gequerten Vektorkoordinaten F̄k

und Basisvektoren ēk anwendet und die Transformationsbeziehungen (2-112) einsetzt. Ωkl und Ω̄kl sind anti-
symmetrisch. Es ist zu beachten, dass es sich bei der relativen Zeitableitung nicht einfach um die Transformation
der Komponenten einer absoluten Zeitableitung in das rotierende System handelt, sondern um eine physikalisch
eigenständige Tensorgröße.

Anmerkung 2-5 :

Es gilt ω̄j = Rjmωm, Ω̄kl = RkmΩmnRln. Die Formeln (2-115) sind damit in Einklang, z.B.

2ω̄j = 2Rjmωm = RjmǫmklΩkl = ǫmklRjmRnkṘnl

Der Ausdruck ǫmklRjmRnk gleicht aber gerade den Komponenten des Kreuzprodukts zwischen der j-ten und der n-ten

Zeile der orthonormalen Matrix R, also ǫmklRjmRnk = ǫjnqRql, damit 2ω̄j = ǫjnqṘnlRql = ǫjnqΩnq .

Wir bilden die zweite relative zeitliche Ableitung des Ortsvektors, welche in den Bewegungsgleichungen erscheint,
indem wir sukzessive den Satz (2-20) anwenden; wir haben allerdings zu beachten, dass sich die Ortsvektoren
bezüglich der beiden Systeme unterscheiden. Wir müssen die Geschwindigkeit vM bzw. die Beschleunigung aM

des Ursprungs des beschleunigten Systems berücksichtigen.

Korollar 2-21 (Trägheitsterme bei Geschwindigkeit und Beschleunigung):

Speziell für die Zeitableitungen des Orts- sowie des Geschwindigkeitsvektors gilt, wenn wir
D′p

Dt′
=: vRel und

D′vRel

Dt′
=: aRel abkürzen

(I)v =
D (I)p

Dt
= vM + vRel + ωωωωω × p = vM +

Dx̄k

Dt
ēk − Ω̄klx̄lēk = vM + v̄Rel

k ēk + ǫjklω̄kx̄lēj

(I)a = aM +
Dv

Dt
= aM + aRel + ω̇ωωωω × p + 2 ωωωωω × vRel+ < ωωωωω,p > ωωωωω− < ωωωωω, ωωωωω > p

= aM +
D2x̄k

Dt2
ēk − ˙̄Ωklx̄lēk − 2Ω̄kl

Dx̄l

Dt
ēk + Ω̄klΩ̄lmx̄mēk

= aM + āRel
k ēk + ǫijk ˙̄ωix̄j ēk + 2ǫijkω̄iv̄

Rel
j ēk + ω̄lx̄lω̄kēk − ω̄lω̄lx̄kēk

(2-116)

Die Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung werden in der gegebenen Reihenfolge als Anfahrbeschleu-
nigung aM , Relativbeschleunigung aRel, Euler- oder Andrehbeschleunigung aEuler , Coriolisbeschleunigung aCor

und Zentripetalbeschleunigung aZent bezeichnet.
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Korollar 2-22 :

d′ ωωωωω

dt′
=

d ωωωωω

dt
(2-117)

Die Ableitung des Winkelgeschwindigkeitsvektors ist in allen Systemen dieselbe, da das Kreuzprodukt von ωωωωω
mit sich selbst verschwindet.

Manchmal ist es von Vorteil, noch ein weiteres (drittes) System einzuschalten. Der Winkelgeschwindigkeitsvek-
tor der Erde variiert zeitlich nur sehr wenig; es liegt daher nahe, ihn in die Summe eines konstanten Anteils
und eines kleinen Störanteils zerlegen. Neben dem Inertialsystem und einem System, bezüglich dessen sich die
Massenteilchen der Erde möglichst wenig bewegen (das also, grob gesprochen, an die Erde “angeheftet ist”),
benutzen wir noch ein drittes System, das mit konstantem Winkelgeschwindigkeitsvektor rotiert. Für die rela-
tiven Winkelgeschwindigkeitsvektoren dieser drei Systeme gilt:

Satz 2-23 (Addition von Winkelgeschwindigkeitsvektoren):

Seien drei Koordinatensysteme A,B und C stetig differenzierbar, aber sonst beliebig gegeneinander bewegt. Seien
ωωωωωABbzw. ωωωωωAC die Winkelgeschwindigkeitsvektoren der Systeme B bzw. C bezüglich des Systems A, ωωωωωBC der
Winkelgeschwindigkeitsvektor des Systems C bezüglich des Systems B. Dann gilt

ωωωωωAC = ωωωωωAB + ωωωωωBC (2-118)

Beweis von Satz 2-23 :
Wir bezeichnen hier mit xA(P ), xB(P ) bzw. xC(P ) den Ortsvektor eines materiellen Punktes P bezüglich des
Systems A, B bzw. C. Den relativen Geschwindigkeitsvektor des Punktes P bezüglich des Systems A, B bzw.
C nennen wir vA(P ), vB(P ) bzw. vC(P ). Den Ortsvektor des Ursprungs des Systems B bezüglich des Systems
A nennen wir 0AB, den zugehörigen Geschwindigkeitsvektor v0(AB) usw. Aus Korollar (2-21), Formel (2-116)
folgt

v(A)(P ) = v0(AB) + ωωωωωAB × xB(P ) + v(B)(P )

und entsprechend

vB(P ) = v0(BC) + ωωωωωBC × xC(P ) + vC(P )

vA(P ) = v0(AC) + ωωωωωAC × xC(P ) + vC(P )

(2-119)

Wir wenden die erste Formel in (2-119) speziell auf die Geschwindigkeit des Ursprungs des dritten Systems an:

v0(AC) = v0(AB) + ωωωωωAB × 0BC + v0(BC) (2-120)

Nun setzen wir die zweite Zeile von (2-119) in die erste Zeile dieses Formelsystems ein:

vA(P ) = v0(AB) + ωωωωωAB × xB(P ) + v0(BC) + ωωωωωBC × xC(P ) + vC(P ) (2-121)

Mit (2-120) folgt

vA(P ) = v0(AC) + ωωωωωAB × (xB(P ) − 0BC) + ωωωωωBC × xC(P ) + vC(P )

= v0(AC) + ωωωωωAB × xC(P ) + ωωωωωBC × xC(P ) + vC(P )
(2-122)

Aus dem Vergleich mit der letzten Zeile in (2-119) folgt die Behauptung.

Schließlich geben wir noch eine Formel für die relative Zeitableitung der Koordinaten eines Tensors zweiter Stufe
an, die beispielsweise auf den Trägheitstensor angewandt werden kann:
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Satz 2-24 :

Sei J ein Tensor zweiter Stufe. Dann lautet der Zusammenhang zwischen absoluter und relativer Zeitableitung:

dJ

dt
=

d′J

dt′
+ J.Ω − Ω.J = {d′J̄kl

dt′
+ J̄kmΩ̄ml − Ω̄kmJ̄ml}ek ⊗ el (2-123)

2–3.3 Systemdefinitionen: Mittlere Vortizität, Tisserand- und Hauptachsensystem

Im Falle eines starren Körpers kann immer ein Koordinatensystem gefunden werden, bezüglich dessen sich
die Massenelemente des Körpers nicht bewegen. Falls Anfangsbedingungen vorliegen, ist dieses System sogar
eindeutig. Der Winkelgeschwindigkeitsvektor des Systems heißt dann auch Winkelgeschwindigkeitsvektor des
Körpers.
Im Falle eines deformierbaren Körpers dagegen gibt es i. allg. kein System, bezüglich dessen es keine Verschie-
bungen gibt. Man versucht daher, den globalen Winkelgeschwindigkeitsvektor mit Hilfe von Mittelbildungen
bzw. Minimumsbedingungen zu definieren.
Wir stellen kurz die Varianten vor, die in der Literatur gebräuchlich sind; die Definitionen müssen in der Regel
noch durch Anfangsbedingungen bzw. durch die Festlegung des Systems zu einem gewählten Zeitpunkt ergänzt
werden.

1. Variante: (Nutationssystem)

Hierbei wird
ωωωωωN = const. (2-124)

gesetzt. Dies hat den Vorteil, dass sich die Berechnungen vereinfachen; allerdings wird der Ausdruck ωωωωωN × p
das Geschwindigkeitsfeld des Körpers nur unzureichend beschreiben, da ja selbst für einen starren Körper die
Rotation nicht unbedingt konstant zu sein braucht. Das Nutationssystem bietet sich jedoch als Näherungssystem
im Rahmen einer Störungsrechnung an. Es wurde z.B. von M.L. Smith 1974, 1977, 1980, J.M. Wahr 1980, 1981
benutzt.

Beispiel 2-1 (Darstellung der Orientierung der Erde in Cardan-Winkeln):

Wir wählen das raumfeste System in der Weise, dass die dritte Achse in Richtung des konstanten Winkelgeschwindig-
keitsvektors ωωωωωN zeigt: ωωωωωN =: ΩeZ . Die Drehung zwischen Inertialsystem und Nutationssystem ist also durch die Matrix
RNI = R3(Ωt) gegeben. Dieser gleichförmigen Rotation der Erde sei nun eine “kleine” Störung überlagert, die wir mit
Hilfe der linearisierten Cardan’schen Drehmatrix δRKN (α, β, γ) darstellen (die Drehwinkel α, β, γ seien klein). Diese
Matrix überführt also die kartesischen Basisvektoren des Nutationssystems in diejenigen eines i. allg. nicht gleichförmig
rotierenden “körperfesten” Systems, das noch näher spezifiziert werden muss:

δRKN = R3(γ)R2(β)R1(α) =

[
1 γ −β

−γ 1 α
β −α 1

]

RKI = δRKN (α, β, γ)RNI =

[
cos(Ωt + γ) sin(Ωt + γ) −β

− sin(Ωt + γ) cos(Ωt + γ) α
α sin(Ωt) + β cos(Ωt) β sin(Ωt) − α cos(Ωt) 1

]
(2-125)

Wiewohl es sich hier um eine multiplikative Zerlegung handelt, lassen sich gemäß (2-118) die zugehörigen Winkelge-
schwindigkeiten addieren. Der gesamte Winkelgeschwindigkeitsvektor kann mit Hilfe von (2-115) konstruiert werden und
lautet aufgelöst

im körperfesten System: ωωωωωIK =




α̇ − Ωβ

β̇ + Ωα
Ω + γ̇



 im Nutationssystem: ωωωωωIK =




α̇

β̇
Ω + γ̇



 (2-126)

im Inertialsystem: ωωωωωIK =




α̇ cos(Ωt) − β̇ sin(Ωt)

β̇ cos(Ωt) + α̇ sin(Ωt)
Ω + γ̇





Die x− und die y−Komponente der Gleichungen für das Körpersystem können in komplexer Darstellung zusammengefasst
werden:

d

dt
(α + iβ) + iΩ(α + iβ) = ω1

IK + iω2
IK (2-127)
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Dies sind linearisierte Formen der Euler’schen kinematischen Gleichungen, mit deren Hilfe bei bekanntem Winkelge-
schwindigkeitsvektor die Orientierungswinkel berechnet werden können.

Auch eine modifizierte Darstellung der Cardan’schen Drehmatrix kann von Nutzen sein: Das Körpersystem wird zunächst
mit Hilfe einer linearisierten Cardan’schen Drehmatrix δRNK = R3(γ̄)R2(β̄)R1(ᾱ) in das Nutationssystem überführt;
anschließend wird das Nutationssystem mit der Matrix R3(−Ωt) in das Inertialsystem zurückgedreht. Anhand des Ver-
gleichs RIK = R3(−Ωt)δRNK = RT

KI stellt man fest, dass ᾱ = −α, β̄ = −β, γ̄ = −γ gilt. Mit Hilfe der Winkel ᾱ, β̄
kann in linearer Näherung der dritte Basisvektor des Inertialsystems in der Basis des Körpersystems aufgelöst werden.
Es gilt, wenn wir wieder die Basisvektoren des Körpersystems mit Querstrichen kennzeichnen:

eZ = β̄ēX − ᾱēY + ēZ = −βēX + αēY + ēZ (2-128)

Während das Nutationssystem sich lediglich als 0-te Approximation im Rahmen einer Störungsrechnung eignet,
stellen die Varianten 2 bis 4 physikalische Definitionen des Winkelgeschwindigkeitsvektors dar.

2.Variante: (System der mittleren Vortizität)

Für den Fall, dass das Kontinuum starr mit dem System x̄k mitrotiert, dass also vRel für alle t verschwindet,
gilt

(I)v = vM + ωωωωω × p, 2 ωωωωω = rot (I)v, (2-129)

wobei der letztere Ausdruck für alle Punkte des Kontinuums derselbe ist. Falls das Kontinuum sich jedoch
deformiert, ist die Vortizität rot (I)v i.allg. ortsabhängig; sie kann als Maß für die lokale kinematische Rotation
des Kontinuums angesehen werden. In der Praxis wird man versuchen, das System x̄k bzw. dessen Winkelge-
schwindigkeit ωωωωω so zu wählen, dass die Abweichungen der lokalen Vortizität von 2 ωωωωω gering sind. Durch die
Wahl

2 ωωωωωV :=
1

M

∫

V(t)

̺(x, t) rot (I)v(x)d3x (2-130)

ist 2 ωωωωωV als Mittelwert der lokalen Vortizität, bezogen auf das Volumen des Körpers, definiert. ̺(x, t) ist eine zu
wählende Gewichtsfunktion, für die wir im folgenden stets die Massendichte des Kontinuums einsetzen. M ist
daher gerade die Gesamtmasse. Die Definition ist in der Praxis nicht ohne weiteres anwendbar, da Messwerte
nur an der Oberfläche vorliegen. Es liegt daher nahe, die 2. Variante in der folgenden Weise zu modifizieren:

3. Variante: (System der mittleren Oberflächenvortizität)

2 ωωωωωO =
1

A

∫

∂V(t)

rot (I)v(x)d2x (2-131)

Hier wird das Integral nur über die Oberfläche ∂V(t) des Kontinuums angesetzt, mit A ist der Flächeninhalt
der Randfläche bezeichnet. Die Varianten 2 und 3 sind in P. Georgiadou, E. Grafarend (1986) diskutiert.

4. Variante: (Tisserandsystem)

Wir zerlegen das Geschwindigkeitsfeld des Kontinuums gemäß Korollar (2-21) in

(I)v = vM + ωωωωω × p + vRel (2-132)

Der Winkelgeschwindigkeitsvektor ωωωωωT des Tisserandsystems wird so gewählt, dass die kleinste-Quadrate-Bedingung

KRel :=

∫

V(t)

̺(x, t) < vRel,vRel > d3x = Minimum (2-133)

erfüllt ist. ̺(x, t) ist wieder die Massendichte. Beim Tisserandsystem wird also die relative kinetische Energie
KRel minimiert. Nach Einführung einiger Definitionen lässt sich das System noch in anderer Weise charakteri-
sieren:
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Definition 2-28 (Drehimpulsvektoren, Trägheitstensor):

Der Vektor

H(I) :=

∫

V(t)

̺(x, t)((I)x × (I)v)d3x (2-134)

heißt Drehimpulsvektor des Kontinuums bezüglich des Inertialsystems. Ersetzen wir (I)x und (I)v mit Hilfe der
Formeln (2-111) bzw. (2-116), so lässt sich H(I) in die folgenden Anteile zerlegen:

H(I) = M xM × vM +
∫

V(t)

̺(x, t){< x,x > I − x ⊗ x}d3x. ωωωωω +
∫

V(t)

̺(x, t)(x × vRel)d3x

= HBahn + HSpin + HRel
(2-135)

Diese Anteile heißen der Reihenfolge nach Bahndrehimpuls, Spin und relativer Drehimpuls. Mit H (ohne oberen
Index) kürzen wir die Differenz H := H(I) − HBahn ab.
Der Tensor

J :=

∫

V(t)

̺(x, t)(< x,x > I − x ⊗ x)d3x; (2-136)

heißt Trägheitstensor (bezogen auf den Ursprung des bewegten Systems). Seine Komponenten J̄ij im kartesischen
System {x̄i} lauten

J̄ij =

∫

V(t)

̺(x, t)(x̄kx̄kδij − x̄ix̄j)d
3x. (2-137)

Mit Hilfe des Trägheitstensors lässt sich der Spin in der folgenden Weise darstellen:

HSpin = J ωωωωω (2-138)

Anmerkung 2-6 :

Wird in (2-134) bzw. (2-135) das Kreuzprodukt ((I)x × (I)v) = (xM + x) × (vM + ωωωωω × x + vRel) ausmultipliziert, so

verschwinden drei der sechs Terme durch die Integralbildung, da als Ursprung des bewegten Systems gerade der Mas-

senmittelpunkt xM gewählt wurde.

Mit Hilfe der Variationsrechnung lässt sich zeigen, dass das Verschwinden des relativen Drehimpulses

HRel =

∫

V(t)

̺(x, t)(x × vRel)d3x = 0 (2-139)

eine äquivalente Definition des Tisserandsystems ist (H. Moritz, I. Mueller 1987). Die Winkelgeschwindigkeit
lässt sich aufgrund von (2-139), (2-135) und (2-138) aus

ωωωωωT = J−1H (2-140)

berechnen. Wir können das Tisserand-System also auch folgendermaßen interpretieren: ωωωωωT wird so bestimmt,
dass es zu jedem Zeitpunkt dem Winkelgeschwindigkeitsvektor ωωωωω eines starren Körpers gleicht, der denselben
Drehimpulsvektor und denselben Trägheitstensor besitzt wie das Kontinuum. Das Tisserandsystem wurde bei-
spielsweise von H. Jeffreys, R.O. Vicente 1957a,b , M.S. Molodenskii 1961 und T. Sasao, S. Okubo und M.
Saito 1980 benutzt.
Während das Tisserandsystem durch das Verschwinden des relativen Drehimpulses die Lösung der Drehimpuls-
gleichungen erleichtert (vgl. Abschnitt 2-9.2), ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor gemäß der Definition als
mittlerer Oberflächenvortizität leichter aus Beobachtungen an der Erdoberfläche abzuleiten. Wird jedoch neben
der Rotation der Erde auch deren Verschiebungsfeld modelliert, so lassen sich die verschiedenen Definitionen
ineinander überführen.
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5. Variante: (Hauptachsensystem)

Dieses System ist nicht mit den Varianten 2–4 vergleichbar, da es nicht über eine Mittelung der Bewegung
materieller Punkte definiert ist, sondern über die Eigenvektoren des Trägheitstensors. Jij ist symmetrisch und
kann durch eine (zeitabhängige) orthonormale Transformation Qlm auf Hauptachsenform gebracht werden; wird
also in (2-112) Rkl = Qkl gesetzt, so zeigen die Basisvektoren ēk in Richtung der Hauptachsen. Im Gegensatz zu
den übrigen vier Varianten werden hier keine Anfangsbedingungen benötigt – durch die Definition wird ja nicht
nur der Winkelgeschwindigkeitsvektor des Systems festgelegt, sondern sogar dessen Orientierung. Allerdings ist
das Hauptachsensystem nicht immer eindeutig definiert: Im Fall eines symmetrischen Kreisels sind zwei oder
alle drei Hauptträgheitsmomente gleich und die Hauptachsen daher unbestimmt.
Implizit wird das Hauptachsensystem durch die Bedingungsgleichungen

dJ̄ij

dt
= 0 für i 6= j (2-141)

definiert. Mit Hilfe des Reynold’schen Transport-Theorems (2-151) folgt aus der Definition von J̄ij gemäß (2-136)

dJ̄ij

dt
=

∫

V(t)

̺(x, t){2x̄kv̄Rel
k δij − (x̄iv̄

Rel
j + x̄j v̄

Rel
i )}d3x

=⇒
∫

V(t)

̺(x, t)(x̄iv̄
Rel
j + x̄j v̄

Rel
i )d3x = 0 für i 6= j

(2-142)

Man vergleiche diese Bedingung mit der Systembedingung (2-139) des Tisserandsystems! Während dort gefor-
dert wird, dass der antisymmetrische Anteil des Tensors des ersten Geschwindigkeitsmomentes∫
V(t) ̺(x, t) x⊗vReld3x verschwindet, muss hier der symmetrische Teil der zugehörigen Matrix verschwinden –

abgesehen von den Diagonalelementen.
Wir bezeichnen die Hauptträgheitsmomente mit J̄11 =: A, J̄22 =: B, J̄33 =: C. Leiten wir den Trägheitstensor
absolut nach der Zeit ab, stellen diese Ableitung aber im Hauptachsensystem dar, so gewinnen wir mit Hilfe
von Satz (2-24), Formel (2-123) die Beziehung




Ȧ 0 0

0 Ḃ 0

0 0 Ċ



+




0 ω̄3(A − B) ω̄2(C − A)
ω̄3(A − B) 0 ω̄1(B − C)
ω̄2(C − A) ω̄1(B − C) 0



 =

=

∫

V(t)

̺(x, t)




2(x̄2

(I)v̄2 + x̄3
(I)v̄3) −(x̄1

(I)v̄2 + x̄2
(I)v̄1) −(x̄1

(I)v̄3 + x̄3
(I)v̄1)

−(x̄1
(I)v̄2 + x̄2

(I)v̄1) 2(x̄1
(I)v̄1 + x̄3

(I)v̄3) −(x̄2
(I)v̄3 + x̄3

(I)v̄2)
−(x̄1

(I)v̄3 + x̄3
(I)v̄1) −(x̄2

(I)v̄3 + x̄3
(I)v̄2) 2(x̄1

(I)v̄1 + x̄2
(I)v̄2)



 d3x

(2-143)

Ist bezüglich eines der anderen angeführten Systeme der Trägheitstensor bekannt, so kann die Richtung der
polaren Hauptträgheitsachse einfach aus der Lösung eines Eigenwertproblems bestimmt werden. Die Matrix des
Trägheitstensors ist symmetrisch und kann daher in Diagonalform gebracht werden; der zum größten Eigenwert
gehörige Eigenvektor gibt die Richtung der polaren Hauptträgheitsachse bezüglich des gewählten Systems.
Zerlegt man die Matrix des Trägheitstensors in die Matrix des Grundzustandes und einen Störanteil und nimmt
man an, dass im Grundzustand die beiden äquatorialen Hauptträgheitsmomente gleich sind (“symmetrischer
Kreisel”), so lautet das Eigenwertproblem:




A + δJ11 δJ12 δJ13

δJ21 A + δJ22 δJ23

δJ31 δJ32 C + δJ33








f1

f2

f3



 = λ




f1

f2

f3



 (2-144)

Im Fall der Erde gilt in linearer Näherung f3 ≈ 1, f1, f2 ≪ 1. Nimmt man an, dass durch die Störung δJij die
Hauptträgheitsmomente nicht geändert werden, sondern nur das Hauptträgheitssystem gedreht wird, so bleiben
die Eigenwerte (wie im Grundzustand) λ1 = A, λ2 = A, λ3 = C. Aus den ersten beiden Eigenvektorgleichungen
folgt in diesem Fall für λ3 = C

f1 ≈ δJ13

C − A
f2 ≈ δJ23

C − A (2-145)

Wenn sich - wie das bei der Erde tatsächlich der Fall ist - die Hauptträgheitsmomente A, C nur wenig unter-
scheiden, bedarf es also nur kleiner Störungen δJ13, δJ23, um eine große Änderung der Richtung der Haupt-
trägheitsachsen herbeizuführen.
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Für die Varianten 2–4 wurden hier Definitionen des Winkelgeschwindigkeitsvektors angegeben; die zugehörigen
Drehmatrizen müssen daraus erst noch durch Lösen der Euler’schen kinematischen Differentialgleichungen be-
stimmt werden. Dabei handelt es sich um ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung, aus
dem drei Parameter (z.B. Euler’sche Winkel) hochintegriert werden müssen (siehe auch Beispiel (2-1)).

2–4 Massenerhaltung

Im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik ist die Masse eine Erhaltungsgröße, d.h.

∆M = 0 bzw.
dM

dt
= 0. (2-146)

Wegen (2 − 64) und ̺ = dM/d3x, ̺0 = dM/d3X gilt

̺L0 (XK) =

√
det g(xk(XK , t), t)

det G(XK)
j̺L(XK , t) (2-147)

Mit Hilfe der linearen Näherung (2-83): d3x = (1+ DIV u)d3X und der linearisierten Beziehung (2-85) zwischen
Störung und Anomalie folgen in linearer Näherung Beziehungen zwischen den Inkrementen der Massendichte
und dem Verschiebungsvektor:

Satz 2-25 (Inkremente der Massendichte):

∆̺(p, t) + ̺0 DIV u ≈ 0

δ̺(p, t) + ̺0 DIV u+ < GRAD ̺0,u >≈ 0

δ̺(p, t) + DIV(̺0u) ≈ 0.

(2-148)

Diese Formeln können auch aus (D-2) hergeleitet werden.

Ist die Divergenz des Verschiebungsvektors gleich null, so verschwinden gemäß (2-83) auch die Volumenverzer-
rung und gemäß (2-148) die Dichteanomalie in linearer Näherung. Ein Material, bei dem dies unabhängig von
der Belastung stets in allen Punkten gilt, heißt inkompressibel.

Wenden wir die Formel (2-106 ) für die Zeitableitung eines materiellen Volumenintegrals auf die Masse eines
beliebigen Teilvolumens des Kontinuums an, so erhalten wir die globale Bedingung

dM

dt
=

∫

V(t)

(
D̺(xQ(t), t)

Dt
+ ̺(xQ(t), t) div v(xQ(t), t)

)
d3xQ = 0. (2-149)

Da diese Gleichung für jedes Teilvolumen des Kontinuums gelten muss, folgen die lokalen Gleichungen

Satz 2-26 (Zeitableitungen der Massendichte):

D̺(p(t), t)

Dt
+ ̺(p(t), t) div v = 0

˙̺ + ̺(p, t) div v+ < grad ̺,v >= 0

˙̺ + div (̺ v) = 0

(2-150)

Im Gegensatz zu (2-148) gelten die Formeln (2-150) streng.
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Anmerkung 2-7 :

(2-148) kann aus (2-150) hergeleitet werden. Dazu nehmen wir an, das Kontinuum befinde sich zu einem Zeitpunkt t0
im Grundzustand und deformiere sich ab dann linear in der Zeit, d.h. die Geschwindigkeit aller Massenteilchen sei für
t > t0 konstant. Es gelte also

u = v · ∆t, div u = ∆t · div v

Setzt man diese Beziehungen in (2-150) ein, so folgt in linearer Näherung (2-148). Selbstverständlich ist ein linearer

Zeitverlauf unrealistisch, jedoch bleibt die Gültigkeit von (2-148) davon unberührt. t hat hier lediglich die Bedeutung

eines Parameters, der als Hilfsmittel zur Bildung der Gateaux-Ableitung von ̺ nach der Verschiebung u dient.

Setzen wir in (2− 106) anstelle von σ das Produkt ̺ ·Ψ ein, wobei Ψ ein beliebiges skalares oder tensorwertiges
Attribut des Kontinuums sein kann, so erhalten wir

Satz 2-27 (“Reynold’sches Transport-Theorem”, auch: “Durchziehsatz”):

D

Dt

∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · Ψ(p(t),xQ(t), t) d3xQ =

∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · D

Dt
Ψ(p(t),xQ(t), t) d3xQ

d

dt

∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · Ψ(p,xQ(t), t) d3xQ =

∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · d

dt
Ψ(p,xQ(t), t) d3xQ.

(2-151)

Analog dazu folgt aus (D-2) mit (2-83) und (2-148):

∆
∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · Ψ(p(t),xQ(t), t) d3xQ ≈
∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · ∆PQΨ(p(t),xQ(t), t) d3xQ

δ
∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · Ψ(p,xQ(t), t) d3xQ ≈
∫

V(t)

̺(xQ(t), t) · ∆QΨ(p,xQ(t), t) d3xQ

(2-152)

2–5 Impulsbilanz

2–5.1 Bewegungsgleichungen und Stress-Tensoren

Wir wählen vorderhand ein Inertialsystem als Bezugssystem (lassen aber die oberen Indices (I) weg). Mit Hilfe
des Reynolds’schen Transporttheorems erhalten wir aus der Formel (2-110), Definition (2-26) die beiden ersten
zeitlichen Ableitungen des Ortsvektors des Massenmittelpunktes des Kontinuums:

vM (t) :=
dxM (t)

dt
=

1

M

∫

V(t)

̺(x, t)v(x, t)d3x aM (t) :=
dvM

dt
=

1

M

∫

V(t)

̺(x, t)a(x, t) d3x (2-153)

Satz 2-28 (Beschleunigung des Massenmittelpunkts, Impulssatz):

Gemäß den grundlegenden Bewegungsgleichungen von Leonhard Euler (1755) ergibt sich die Beschleunigung
aM des Massenmittelpunktes als Summe aus einem Integral über die Kraftdichte f (Kraft pro Masseneinheit),
einem Integral über die Flächenkraftdichte t(n) sowie Einzelkräften fi:

MaM =
∫

V(t)

̺ f(x, t)d3x +
∫

∂V(t)

t(n)(x, t)d2x +
∑

i fi (2-154)
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Satz 2-29 (Drehimpulssatz):

Die Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses des Kontinuums ergibt sich aus

dH

dt
=

d

dt

∫

V(t)

̺(x, t)(x × v)d3x =

∫

V(t)

̺(x, t)(x × a)d3x

=
∫

V(t)

̺(x, t)(l(x, t) + x × f(x, t))d3x +
∫

∂V(t)

(m(n)(x, t) + x × t(n)(x, t)d2x +
∑

i xi × fi.

(2-155)

Dabei bedeuten m(n) eine flächenhafte Momentendichte, l eine volumenhafte Momentendichte (Moment pro
Masseneinheit); beide Dichten können nicht einer Kraft, sondern nur einer Dichte von infinitesimal benachbarten
Kräftepaaren zugeordnet werden.

Für den Fall, dass m(n) und l identisch verschwinden, folgt der Drehimpulssatz aus dem Impulssatz, siehe
z.B. C. Truesdell 1964. Die tiefgestellten Indizes (n) bei der Momentendichte m(n) und der Flächenkraftdichte
t(n) deuten an, dass m(n) und t(n) nicht nur vom Ort, sondern auch von der Richtung der Flächennormalen
abhängen. Wir nehmen im folgenden stets an, dass keine Einzelkräfte fi vorhanden sind.
Lokal kann die Flächenkraftdichte mit Hilfe des Cauchy-Spannungstensors σσσ dargestellt werden:

t(n)(x, t) = σσσ (x, t).n(x, t); (2-156)

n ist wieder der Normalenvektor der Fläche. Ebenso wird m(n) durch

m(n) = m(x, t).n(x, t) (2-157)

ausgedrückt. m und σσσ sind Tensoren 2. Stufe. Setzt man (2 − 156) und (2 − 157) in den Impuls- und Dre-
himpulssatz ein, so können mit Hilfe des Gauß’schen Integralsatzes die Flächenintegrale in Volumenintegrale
verwandelt werden:

MaM =
∫

V(t)

̺(x, t)a(x, t)d3x =
∫

V(t)

(̺(x, t) f(x, t) + div σσσ(x, t))d3x

dH

dt
=
∫

V(t)

̺(x, t)(x × a)d3x

=
∫

V(t)

{̺(x, t)(l(x, t) + x × f(x, t)) + gk × (σσσ.gk) + x× div σσσ + div m(x, t)}d3x

(2-158)

Da (2 − 158) auch für beliebige materielle Unterteilungen des Kontinuums gilt, lassen sich die Bewegungsglei-
chungen in Punkten ohne Einzelkräfte bzw. Einzelmomente lokal formulieren:

Satz 2-30 (lokale Impuls- und Drehimpulsbilanz):

̺a(x, t) = ̺f(x, t) + div σσσ(x, t)

̺(x, t)(x × a) = ̺(l + x × f) + gk × (σσσ.gk) + x × div σσσ + div m(x, t)

=⇒ ̺l + gk × (σσσ.gk) + div m = 0

(2-159)

Der zweite Term der letzten Gleichung entspricht dem antisymmetrischen Teil des Spannungstensors; er ver-
schwindet stets, wenn die Momentendichten m und l identisch verschwinden, wenn also alle Momente durch
Kräfte erzeugt sind; σσσ ist dann symmetrisch. In Komponentenschreibweise lauten die Bewegungsgleichungen:

̺aj = σjk|k + ̺f j = σjk,k +Γj
kmσkm + Γk

kmσjm + ̺f j

mjk|k + ̺lj + ǫj
klσ

kl = mjk,k +Γj
lkmlk + Γk

kmmjm + ̺lj + ǫj
klσ

kl = 0.
(2-160)

Anstatt auf den aktuellen Normalenvektor der Fläche kann sich der Spannungstensor auch auf den Normalen-
vektor im Grundzustand beziehen:

t(n)(x, t) d2x = ττττ (x(X, t), t).N(X, t) d2X (2-161)
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(Die Beziehung zwischen n und N ergibt sich aus (2− 68).) ττττ heißt Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Es ist zu
betonen, dass es sich bei ττττ und σσσ tatsächlich um zwei verschiedene Tensoren handelt; beide Tensoren können in
den eingeführten Systemen aufgelöst werden, z.B.

σσσ = σlkgl ⊗ gk ττττ = τLKCL ⊗ GK = τ lKgl ⊗ GK (2-162)

Bei ττττ wird tatsächlich eine gemischte Darstellung bevorzugt: Nd2X ist ein Vektor, der die Orientierung des
gewählten Flächenelementes im Grundzustand ausdrückt; deswegen wird der Basisvektor GK als hinterer Teil
der Dyade gewählt. td2x dagegen ist der Spannungsvektor des aktuellen Zustandes und soll daher in den
Basisvektoren CK oder gk ausgedrückt werden. Die Transformationen zwischen den verschiedenen Darstellungen
ergeben sich aus (2-156), (2-161) und (2-68) zu

τ lK =

√
det g

det G
jXK ,k σlk = xl,L τLK

τLK =

√
det g

detG
jXK ,k XL,l σ

lk = XL,l τ
lK

σlk =
1

j

√
det G

det g
xk,K τ lK =

1

j

√
detG

det g
xk,K xl,L τLK

(2-163)

Satz 2-31 :

Die Bewegungsgleichungen, ausgedrückt mit Hilfe des Piola-Kirchhoff- Spannungstensors, lauten:

̺0a = ̺0f + DIV ττττ (2-164)

bzw. in Komponentendarstellung

̺0a
l = {(G)ΓM

MKτ lK + τ lK ,K +τmKΓl
mkxk,K } + ̺0f

l

= {(G)ΓM
MKτ lK + τ lK ,K +τmK(xl,L XM ,m

(C)ΓL
MK − xl,KM XM ,m )} + ̺0f

l

̺0a
L = {(G)ΓM

MKτLK +(C) ΓL
MKτMK + τLK ,K } + ̺0f

L;

(2-165)

die letzte Gleichung bezieht sich auf die Basis CK , man vergleiche hierzu (2 − 162).

Dieser Satz ergibt sich wieder mit Hilfe des Satzes von Gauß aus (2-154). Für die Koordinatendarstellung
wurden (2-94) sowie die Transformationsbeziehungen (2-163) benutzt. Statt der aktuellen Dichte ̺ erscheint in
den Gleichungen (2 − 165) auf der linken Seite die Referenzdichte ̺0.
Bis hierher bezogen sich sämtliche Beziehungen dieses Abschnitts auf ein Inertialsystem. Die Bewegungsglei-
chungen lassen sich jedoch leicht auf ein beschleunigtes System übertragen, wenn wir a gemäß (2-116) in die
relative Beschleunigung aRel und die Trägheitbeschleunigungen aT zerlegen. Letztere werden dann, multipliziert
mit ̺, auf die rechte Seite der Bewegungsgleichungen verschoben und als Trägheitskraftdichten in der Kraft-
dichtefunktion f mitberücksichtigt. Wir betrachten die Trägheitskräfte im Abschnitt 2-6.2 näher.

Bei der Übertragung des globalen Drehimpulssatzes auf beschleunigte Bezugssysteme setzen wir voraus, dass
keine flächen- oder volumenhaften Momentendichten l, m vorhanden sind. In diesem Fall gilt

Satz 2-32 (Invarianz des Drehimpulssatzes):

Der globale Drehimpulssatz hat bezüglich aller rein translativ beschleunigten Systeme dieselbe Gestalt.

Beweis von Satz 2-32 :

Wir setzen in den Drehimpulssatz

d (I)H

dt
=

∫

V(t)

̺(x, t)((I)x× (I)a)d3x =

∫

V(t)

̺(x, t) (I)x × f(x, t)d3x +

∫

∂V(t)

(I)x × t(n)(x, t)d2x
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die Zerlegungen (I)x = x+xM , (I)a = aM +aRel ein (aufgrund der Voraussetzungen treten keine rotatorischen
Trägheitsbeschleunigungen auf). Aus dem Impulssatz (2-154) folgt

M xM × aM = xM ×
∫

V(t)

̺(x, t) f(x, t) d3x + xM ×
∫

∂V(t)

̺(x, t)t(n)(x, t) d2x.

Berücksichtigen wir außerdem
∫
V(t) ̺(x, t)xd3x = 0 (Definition des Massenmittelpunktes), so fallen nach dem

Ausmultiplizieren der äußeren Vektorprodukte die meisten Terme weg. Es verbleibt
∫

V(t)

̺(x, t)x × aRel(x, t) d3x =

∫

V(t)

̺(x, t)x × f(x, t)d3x +

∫

∂V(t)

x × t(n)(x, t) d2x.

Dies bedeutet auch, dass die Drehimpulsbilanz im Prinzip unabhängig von der Beschleunigung des Massenmit-
telpunktes betrachtet werden kann. Allerdings sind im allgemeinen die Kraftdichten und Randspannungen von
der Position des Kontinuums im Inertialsystem abhängig. Umgekehrt kann die Orientierung des Kontinuums
im Raum auch einen Einfluss auf die Summe der eingeprägten Kräfte ausüben. Im allgemeinen besteht also
ungeachtet des obigen Satzes (2-32) eine Kopplung zwischen Impuls- und Drehimpulsbilanz.

2–5.2 Hydrostatischer Grundzustand

Mit der Bezeichnung “Grundzustand” verbinden wir eine “einfache” Massenverteilung des Kontinuums, aber
auch eine Verteilung aller anderen Feldgrößen, insbesondere der Spannung. Der Grundzustand wird als Referenz
für die Linearisierung der Bewegungsgleichungen im nächsten Teilabschnitt dienen. Wir wählen hier insbesondere
einen hydrostatischen Grundzustand. Dies bedeutet, dass

1. bezüglich eines konstant rotierenden Systems {x̄k} keine relative Bewegung stattfindet,

2. daher sämtliche Kräfte lokal im Gleichgewicht sind:

DIV Σ(P, t0) + ̺0F = 0 (2-166)

(hierin sind mit F und Σ die Volumenkräfte bzw. der Cauchy-Spannungstensor im Grundzustand bezeich-
net; die Zentrifugalkraft ist in F enthalten).

3. keine Scherspannungen auftreten, d.h. der Spannungstensor (im Grundzustand fallen Cauchy- und Piola-
Kirchhoff-Tensor zusammen) bis auf eine multiplikative Ortsfunktion −p0 (dem negativen hydrostatischen
Druck) dem Einheitstensor gleicht:

Σ(P, t0) = ττττ0(P, t0) = −p0(P, t0) I (2-167)

In Komponentenschreibweise gilt, wenn wir die Bedingungen 2) und 3) zusammenfassen,

−p0,K GLK + ̺0F
L = 0 bzw. − GRAD p0 + ̺0F = 0 (2-168)

Aus (2-168) folgt, dass die (auf die Volumeneinheit bezogene) Kraftdichte ̺0F konservativ ist. Zusätzlich werden
wir im folgenden annehmen, dass die (auf die Masseneinheit bezogene) Kraftdichte F ebenfalls konservativ ist
und F damit ein Potential besitzt. Es gilt also

(̺0FK)|L = (̺0FL)|K FK|L = FL|K (2-169)

Als eingeprägte Kraft wird nur die Schwerkraft berücksichtigt, somit ist F = ΓΓΓΓΓ. Dann folgt durch die Anwendung
des ROT-Operators auf (2-168):

GRAD ̺0 × F = 0 =⇒ ̺0,K FL = ̺0,L FK (2-170)

Aus (2-168) und (2-170) folgt, dass die Vektoren F, GRAD p0 und GRAD ̺0 parallel sind. Das bedeutet, dass
die Flächen gleicher Dichte auch Flächen gleichen Drucks und Flächen gleichen Potentials sind. Insbesondere
sind am Rand des Kontinuums F und die Flächennormale N parallel.
Auch im Grundzustand können Randspannungen vorhanden sein, vorausgesetzt die oben genannten Kriterien
sind erfüllt.
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2–5.3 Linearisierung der Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt linearisieren wir die Bewegungsgleichungen (2-159) bzw. (2-164) bezüglich der Verschie-
bungskoordinaten. Dabei wird die Abhängigkeit der Spannungstensoren von der Verschiebung (Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen) noch offengelassen. Die beiden Darstellungsarten (2-159) und (2-164) (es wird alternativ
der Cauchy- oder der Piola-Kirchhoff- Tensor zur Darstellung der Spannungen verwendet) können unabhängig
voneinander betrachtet werden; jedoch ergibt sich aus den Formeln (2-163), (2-83), (2-11), (2-70) und (2-74) die
linearisierte Beziehung zwischen den Koordinaten des Piola-Kirchhoff- und des Cauchy-Tensors:

σkl ≈ [δk
Kδl

L − δk
Kδl

LUM
|M + δk

Kδl
MUM ,L +δk

Mδl
LUM ,K ]τKL (2-171)

(Es sei nochmals daran erinnert, dass sich der erste Index der Koordinaten des Piola-Kirchhoff-Tensors auf die
Basis CK bezieht.) I. allg. hängt nicht nur die Beziehung zwischen den Tensorkomponenten, sondern auch die
Beziehung zwischen dem Cauchy- und dem Piola-Kirchhoff-Tensor insgesamt von den Verschiebungen u und
damit von der Zeit ab.
Die Spannungstensoren σσσ bzw. ττττ werden in einen Referenzanteil (Vorspannung) und eine Spannungsanomalie
aufgespalten:

σσσ(p, t) = Σ(P, t) + ∆σσσ(p, t) ττττ (p, t) = ττττ 0(P, t) + ∆ττττ (p, t) (2-172)

Dabei lassen wir hier ausnahmsweise (im Widerspruch zur Definition der Anomalie gemäß (2−27)) zu, dass auch
der Referenzanteil zeitabhängig ist; er soll aber für t = t0 einen hydrostatischen Spannungszustand darstellen.
Nur durch diese Inkonsequenz in der Definition der Anomalie halten wir die Möglichkeit offen, dass die Beziehung
zwischen den Anomalien von Cauchy- und Piola-Kirchhoff-Tensor unabhängig von der Vorspannung ist. Der
Operator APC , der den Piola-Kirchhoff-Tensor auf den Cauchy-Tensor abbildet, ist von den Verschiebungen
abhängig und damit zeitabhängig; es muss also gelten

ΣΣΣΣ + ∆σσσ = APC(t)(ττττ 0 + ∆ττττ ) (2-173)

Spalten wir daher beide Tensoren in Referenzteil und Anomalie auf, so haben wir uns zwischen zwei nicht mit-
einander zu vereinbarenden Bedingungen zu entscheiden:

a) Wir fordern, dass jeweils die beiden Referenzteile und die beiden Anomalien einander entsprechen sollen; in
diesem Fall muss einer der beiden Referenzteile zeitabhängig sein:

ΣΣΣΣ = APC(t) ττττ 0 ∆σσσ = APC(t)∆ττττ (2-174)

In Koordinaten ausgedrückt, bedeutet dies

Σkl ≈ [δk
Kδl

L − δk
Kδl

LUM
|M + δk

Kδl
MUM ,L +δk

Mδl
LUM ,K ] τKL

0 , (∆σ)kl ≈ δk
Kδl

L(∆τ)KL (2-175)

b) Fordern wir dagegen, dass beide Referenzteile zeitunabhängig sein sollen, so entsprechen sich die beiden
Anomalien nicht, oder anders ausgedrückt, die Beziehung zwischen den Anomalien beinhaltet dann auch die
Vorspannung. Für diesen Fall ist ΣΣΣΣ = ττττ 0 zu setzen, denn APC(t0) = 1. Für die Anomalien erhalten wir wegen
(2-173) die Beziehung

∆σσσ = (APC(t) − APC(t0)) ττττ 0 + APC(t)∆ττττ . (2-176)

In Koordinaten ausgedrückt heißt das für die Variante b):

Σkl ≈ {δk
Kδl

L + δk
Mδl

LUM ,K −δk
Kδl

IΓ
I
NLUN} τKL

0

(∆σ)kl ≈ [−δk
Kδl

LUM
|M + δk

Kδl
MUM

|L] τKL
0 + δk

Kδl
L(∆τ)KL

(2-177)

(vgl. z.B. D. Wolf 1997 Seite 24 Formel 3.36; dort wurde ΣΣΣΣ(X) = − p0(X) I gesetzt.) Die komplizierte Um-
rechnung zwischen den Referenzteilen Σkl und τKL

0 kommt nur dadurch zustande, dass sich die Koordinaten
auf die unterschiedlichen Basen gk ⊗ gl bzw. CK ⊗ GL beziehen; die entsprechenden Tensoren sind identisch.
Wir haben hier die Formeln (2-163), (2-78) und (2-75) benutzt.

Die linearisierte Spannungs-Dehnungsbeziehung muss sich auf die Anomalie beziehen, nicht auf die Störung. Dies
wird klar, wenn man an eine homogene Verschiebung eines vorgespannten Körpers denkt. Wäre die Störung des
Spannungstensors homogen linear vom Verzerrungstensor abhängig, so würde wegen uk

|l = 0 ∀k, l auch δσσσ = 0
folgen, was falsch ist, wenn eine inhomogene Vorspannung vorliegt. Da Vorspannung und Anomalie beim Cauchy-
Spannungstensor symmetrisch sein müssen, falls keine Momentendichten angreifen (vgl. (2−159)), müssen auch
die Komponenten ∆σkl und ∆τKL symmetrisch sein.
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Wir geben zwei Varianten der Linearisierung der Bewegungsgleichungen an. Die erste Variante benutzt den
Cauchy-Tensor und ist die weitaus gebräuchlichste. Die zweite Variante benutzt den Piola-Kirchhoff-Tensor.
Werden die Spannungs-Dehnungsbeziehungen spezifiziert und daraus die Inkremente des Cauchy- und des Piola-
Kirchhoffs-Tensors abgeleitet, so fallen die beiden Varianten wieder zusammen.

1. Variante:

Σ(XK , t) = − p0(X
K , t0)I = − p0g

k ⊗ gk = − p0(X
K , t0)g

klgk ⊗ gl (2-178)

Hier wird also die Aufspaltung in Referenzanteil und Anomalie gemäß (2−27) für den Cauchy-Spannungstensor
durchgeführt. gk ⊗ gk ist - unabhängig vom Argument! - gleich dem Einheitstensor. Wir nehmen wieder p als
Argument an und berechnen die Divergenz des Cauchy-Spannungstensors zu einem beliebigen Zeitpunkt:

div σσσ = div Σ + div ∆σσσ = −p0,K CK + div ∆σσσ

≈ − p0,L GL + p0,K UK
|LGL + DIV ∆σσσ.

(2-179)

Wir haben hier (2-87) sowie (2-88) benutzt.

Mit ̺E(xk, t) = ̺L0 (XK , t0) + ∆̺, f(xk, t) = F(XK , t0) + ∆f sowie (2 − 147) und (2 − 83) folgt für den
“Kraftterm”

̺f(xk, t) ≈ ̺0F(XK , t0) + ̺0(∆f − F DIV u). (2-180)

Damit lautet die linearisierte Bewegungsgleichung in “materieller Form” , wenn wir noch die Gleichung (2−168)
für den hydrostatischen Grundzustand berücksichtigen:

Satz 2-33 (linearisierte Bewegungsgleichungen in materieller Form):

̺a ≈ −GRAD p0 + GRAD p0. GRAD u + DIV ∆σσσ + ̺0F + ̺0(∆f − F DIV u) ≈

̺0a ≈ ̺0FKUK
|LGLMGM + ∆σMK

|KGM + ̺0(∆fM − FM UK
|K)GM

≈ ̺0F. GRAD u + DIV ∆σσσ + ̺0(∆f − F DIV u)

(2-181)

(bei “kleinen” Größen darf div durch DIV ersetzt werden.) Da auf der rechten Seite nur noch Größen erster
Ordnung erscheinen, darf auf der linken Seite ̺ durch ̺0 ersetzt werden (denn die rechte Seite bleibt bis auf
Größen zweiter Ordnung unverändert, wenn mit ̺0/̺ ≈ 1 + DIV u durchmultipliziert wird). Im Rahmen der
linearen Näherung darf im übrigen bei allen Termen, die eine “kleine” Größe enthalten, auch p statt P als
Argument verwendet werden.

In der letzten Zeile von (2-181) treten keine Terme mehr auf, die den Druck p0 im Referenzzustand enthalten.
Alternativ dazu können wir in (2-181) die Kraftdichte im Referenzzustand F durch den Druckterm ersetzen,
der sich aus dem hydrostatischen Gleichgewicht ergibt:

̺0a ≈ p0,KUK
|LGLMGM − p0,L GLM UK

|KGM + ∆σMK
|KGM + ̺0∆fMGM (2-182)

(vgl. D. Wolf 1997 Formel (3.37)).

D. Wolf 1997 spricht von der “materiell-lokalen” Formulierung, wenn ∆f gemäß (2− 85) durch δf ersetzt wird:

∆f ≈ δf +
∂F

∂XK
UK = δf + GRAD F.u = [(δf)M + FL|KUKGLM ]GM

Daraus folgt

̺0a ≈ [̺0FKUK
|LGLM + ∆σMK

|K + ̺0(δf)M − ̺0F
M UK

|K + ̺0F
M
|KUK ]GM

= ̺0F. GRAD u + DIV ∆σσσ + ̺0δf − ̺0F DIV u + ̺0GRAD F.u
(2-183)

Da gemäß (2-169) sowohl ̺0F als auch F konservativ sind, also (̺0FL)|K = (̺0FK)|L und FL|K = FK|L gilt,
vereinfacht sich die Gleichung (2-183) zu
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Satz 2-34 (linearisierte Bewegungsgleichungen in materiell-lokaler Form):

̺0a ≈ [(̺0FKUK)|LGLM − FM (̺0U
K)|K + ̺0(δf)M + ∆σMK

|K ]GM

≈ GRAD < ̺0F,u > −F DIV (̺0u) + ̺0δf + DIV ∆σσσ

oder

̺0a ≈ [̺0(FKUK)|LGLM + ∆σMK
|K + ̺0(δf)M − ̺0F

M UK
|K ]GM

= ̺0 GRAD < F,u > +DIV ∆σσσ + ̺0δf − ̺0F DIV u

(2-184)

(Dies ist die Form der Bewegungsgleichungen, die wir in den folgenden Abschnitten dieser Arbeit hauptsächlich
benutzen. Einerseits lassen sich die Inkremente der eingeprägten Kräfte (Gravitation) und der Trägheits-
kräfte am einfachsten im Euler-Bild darstellen, andererseits beziehen sich die Materialgleichungen (Spannungs
- Dehnungsbeziehungen) auf die Anomalie des Spannungs-Tensors.)

Auch hier können wieder die Kraftterme durch Druckterme ersetzt werden; M. Smith 1974 p. 494 verwendet
eine gemischte Form, die direkt aus (2-183) folgt:

̺0a ≈ [− p0,L UK
|K + p0,K UK

|L + ̺0FL|KUK + ̺0(δf)L + ∆σMK
|KGML]GL

≈ [−(p0 UK
|K)|L + (p0 UK

|L)|K + ̺0FL|KUK + ̺0(δf)L + ∆σMK
|KGML]GL

(2-185)

Wird in (2-184) auch noch gemäß (2−85) die Anomalie des Cauchy-Spannungstensors durch die Störung ersetzt,
gelangt man zur “lokalen” Formulierung:

∆σσσ ≈ δσσσ − p0,K UKI, DIV ∆σσσ ≈ DIV δσσσ − (p0,K UK),L GL =⇒

Satz 2-35 (linearisierte Bewegungsgleichungen in lokaler Form):

̺0a ≈ DIV δσσσ + ̺0δf − F DIV (̺0u) (2-186)

Auch bei der lokalen Formulierung, die u.a. V. Dehant, J. Wahr 1991 p. 160 benutzen, wird also mit der Dichte
im Grundzustand ̺0, nicht mit der aktuellen Dichte ̺ gearbeitet. (2-186) ergibt sich ohne den Umweg über die
materielle Formulierung, wenn man σσσ = − pE0 (xk)I + δσσσ in (2-159) einsetzt und (2-89) anwendet.

2. Variante (vgl. D. Wolf (1997, p.23 Formel (3.16))):

Hier wird τKL
0 = −p0G

KL gewählt. Obwohl τKL
0 somit konstant ist, ist ττττ 0 zeitabhängig, denn der Index K

bezieht sich auf die Basis CK , die mit der Verschiebung variiert.

ττττ 0(X
K , t) = −p0(X

K , t0)CL ⊗ GL = −p0(X
K , t0)G

LKCL ⊗ GK

≈ −p0(X
K , t0)G

LKGL ⊗ GK − p(XK , t0)G
LKUM

|LGM ⊗ GK

(2-187)

Zur Berechnung der Divergenz von ττττ 0(X
K , t) kann (2-94) verwendet werden:

DIV ττττ 0 ≈ −GRAD p0 − GLK(p0U
M
|L)|KGM (2-188)

Damit lauten die linearisierten Bewegungsgleichungen in der “materiellen Darstellung” :

̺0a = ̺0f + DIV ττττ ≈ ̺0∆f − (p0U
M
|L)|KGLKGM + DIV ∆ττττ . (2-189)

Schreiben wir die Anomalien der Kraftdichte und des Spannungstensors mit Hilfe von (2−85) auf die Störungen
um, so erhalten wir analog zur ersten Variante die “materiell-lokale” Darstellung

̺0a ≈ ̺0δf + ̺0 GRAD F.u − (p0U
M
|L)|KGLKGM + DIV ∆ττττ . (2-190)

sowie die “lokale” Darstellung

̺0a ≈ ̺0δf + ̺0 GRAD F.u− (p0U
M
|L)|KGLKGM + DIV δττττ − (p0,K UK)|LGL. (2-191)
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Im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachten wir hauptsächlich extrem langperiodische oder säkulare Be-
wegungen. Für Vorgänge dieser Art wird in der Literatur in der Regel die quasistatische Näherung benutzt.
Dies bedeutet, dass der inertiale Term ̺0a vernachlässigt wird. Im Gegensatz zum Fall von kurzperiodischen
Schwingungen wird bei gleichförmig ablaufenden Ausgleichsvorgängen die Lösung hierdurch nicht wesentlich
beeinträchtigt.

2–6 Eingeprägte Volumenkräfte und Trägheitskräfte

2–6.1 Gravitation

Gemäß der Newton’schen Gravitationstheorie, auf die wir uns hier beschränken, lauten die Feldgleichungen für
die gravitative Kraftdichte fGrav

rot fGrav(x) = 0 div fGrav(x) = −4πg̺(x) (2-192)

in differentieller Formulierung bzw.

fGrav(xP ) = g

∫

R3

̺(xQ)
xQ − xP

|xP − xQ|3 d3xQ (2-193)

in integraler Formulierung. g ist die Gravitationskonstante, fGrav die Gravitationsbeschleunigung (wir werden
später fGrav mit der Zentrifugalbeschleunigung zum Schwerevektor γγγγγ zusammenfassen). Als konservatives Feld
kann fGrav als Gradient einer Funktion vGrav(x), des Gravitationspotentials, dargestellt werden:

fGrav = grad vGrav(x) δfGrav = grad δvGrav(x)

div grad vGrav(x) = −4πg̺(x) div grad δvGrav(x) = −4πgδ̺(x)

vGrav(x) = g
∫

R3

̺(xQ)

|xP − xQ|d
3xQ δvGrav(x) = g

∫

R3

δ̺(xQ)

|xP − xQ|d
3xQ

(2-194)

Wir werden im folgenden stets annehmen, dass sich außerhalb der Erde keine Massen befinden, so dass die
Volumenintegrale nur über den Erdkörper zu bilden sind.
In den weiteren Abschnitten dieser Arbeit werden wir den Effekt von Auf lasten an der Erdoberfläche untersu-
chen. Diese Auflasten bewirken eine Randspannung, da sie infolge der Erdanziehung gegen die Erdoberfläche
drücken, sie erzeugen jedoch auch selbst ein Gravitationsfeld, durch das die Massenelemente der Erde Kräfte
erfahren. Die inkrementellen Änderungen von Gravitationspotential und Gravitationsvektor bestehen also in
der Summe von

1. (a) den Änderungen durch die gravitative Wirkung δvLast bzw. δγγγγγLast der Auflast selbst

(b) den Änderungen infolge der Massenverlagerungen im Erdinneren bzw. der hierdurch entstehenden
Gravitation δvDef bzw. δγγγγγDef

Es gilt also

δvGrav = δvLast + δvDef (2-195)

Es erweist sich als zweckmäßig, die Auflast als einfache Schichtbelegung κ(X, t) (flächenhafte Dichte) auf der
Erdoberfläche zu approximieren. Diese Schichtbelegung kann als Kondensation der auflastenden Massen auf die
Erdoberfläche verstanden werden; sie gleicht daher in guter Näherung der Höhe der Auflast multipliziert mit
ihrer Massendichte

κ(X, t) := ̺Last(X, t)hLast(X, t), X ∈ ∂V0. (2-196)

Das Gravitationspotential der Auflast wird durch ein Flächenintegral dargestellt:

δvLast(xP ) ≈ vκ(xP ) := g

∫

∂V0

κ(xQ, t)

|xP − xQ|d
2xQ (2-197)

(Wir integrieren stets über die unverzerrte Erdoberfläche ∂V0; der dadurch entstehende Fehler ist von zweiter
Ordnung, da κ selbst eine kleine Größe ist.)
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Dieses Potential ist unter schwachen Voraussetzungen an die Regularität der Randfläche ∂V0 und der Belegung
κ stetig. Der Gravitationsvektor, der durch die Auflast erzeugt wird, ist in dieser Approximation dagegen gemäß
der bekannten Sprungrelation des Gradienten eines Einfachschicht-Potentials unstetig:

Lemma2-36 (Stetigkeit des Potentials einer einfachen Schichtbelegung):

Es sei κ eine stetige Belegung auf einer stetig gekrümmten Fläche ∂V0. Dann ist das Potential (2-197) überall
auf und außerhalb ∂V0 stetig.

Lemma2-37 (Sprungrelation des Gravitationsvektors einer einfachen Schichtbelegung):

Seien die Fläche ∂V0 sowie die Belegung κ analytisch. Dann ist der Gradient des Potentials der einfachen Schicht-
belegung (2-197) außerhalb der Fläche analytisch. Der innere (+) bzw. äußere (-) Grenzwert des Gradienten in
einem Punkt xP der Schicht lautet

grad vκ(xP )|± ≈ g

∫

∂V0

κ(xQ) grad
1

|xP − xQ|
d2xQ ∓ 2πgκ(xP )NP (2-198)

Die Differenz zwischen äußerem und innerem Grenzwert beträgt daher

grad vκ(xP )+ − grad vκ(xP )− ≈ −4πgκ(xP )NP (2-199)

Beweise dieser beiden Hilfssätze findet man beispielsweise in E. Martensen (1968). Der Gravitationsvektor
δγγγγγLast als Volumenintegral ist im übrigen stetig; unstetig ist nur seine Approximation als Gradient des Flächen-
integrals (2-197).

Wir betrachten nun die Änderung des Schwerefeldes infolge der Massenverlagerungen. Anomalien und Störungen
von Gravitationspotential und -beschleunigung können in linearer Approximation aus

∆F ≈ DF

Dt
|t0∆t δF ≈ ∂F E

∂t
|t0∆t

berechnet werden, wobei

DxQ

Dt
|t0∆t ≈ u(XQ) =: uQ,

DxP

Dt
|t0∆t ≈ u(XP ) =: uP

Der Parameter t ist wiederum als Parameter des Gateaux-Differentials von F E bzw. FL bezüglich u zu betrach-
ten. Mit Hilfe des Transport-Theorems (2-151) ergeben sich die folgenden Formeln für die lineare Näherung der
Anomalien des Deformationspotentials und des zugehörigen Gravitationsvektors:

Lemma2-38 (Anomalien von Deformations-Potential und -Gravitationsvektor):

∆vDef (xP (t)) ≈ D

Dt
{g
∫

R3

̺(xQ)

|xP − xQ|d
3xQ}|t0∆t ≈ g

∫

R3

̺(XQ)

|XP − XQ|3
< XP − XQ,uQ − uP > d3XQ

(2-200)

∆γγγγγDef (xP (t)) ≈ D

Dt
{g
∫

R3

̺(xQ) (xQ − xP )

|xP − xQ|3 d3xQ}|t0∆t

≈ g
∫

R3

̺(XQ){ uQ − uP

|XP − XQ|3 + 3
(XQ − XP )

|XP − XQ|5 < XP − XQ,uQ − uP >}d3XQ

(2-201)

(Zum Beweis des Lemmas müsste zunächst gezeigt werden, dass Differentiation und Integration vertauscht
werden dürfen; siehe dazu Anhang B.) Setzen wir

|uQ − uP | ≤ Emax|XQ − XP | ∀XQ, XP (2-202)

mit einer Konstanten Emax ≪ 1 voraus, so ist die Singularität des Integralkerns von ∆vDef einerseits von der
Ordnung |XQ−XP |−1 , von ∆γγγγγDef andererseits von der Ordnung |XQ −XP |−2. Beide Integrale existieren also
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für integrables ̺(x) und genügend glattes u als schwach singuläre Integrale. Aufgrund der Stetigkeit von u und
aufgrund von (2-202) lässt sich der Integrand von (2-201) als Produkt ̺(XQ)/|XP −XQ|2 ·Ψ(uQ,uP ,XQ,XP )
darstellen, wobei |Ψ(uQ,uP ,XQ,XP )| für alle in Frage kommenden XQ 6= XP , XQ, XP ∈ IR3 die Schranke
4Emax besitzt und stetig ist. Die linearen Näherungen von ∆vDef und ∆γγγγγDef sind daher ebenso wie ∆vDef

und ∆γγγγγDef selbst stetig.
(2-202) ist beispielsweise verletzt, falls Teilkörper des Kontinuums (der Erde) aneinander vorbeigleiten, wie das
bei Konvektionsströmen oder der differentiellen Rotation zwischen Mantel und Kern tatsächlich auftritt. In
diesem Fall ist u unstetig.

Lemma2-39 (Störungen von Deformations-Potential und -Gravitationsvektor):

Die Störungen δvDef und δγγγγγDef ergeben sich in linearer Näherung zu

δvDef (xP , t) ≈ d

dt
{g
∫

R3

̺(xQ(t))

|xP − xQ(t)|d
3xQ}|t0∆t = g

∫

R3

̺0(XQ)

|xP − XQ|3 < xP − XQ,uQ > d3XQ

= g

∫

R3

̺0(XQ) < GRADQ

(
1

|xP − XQ|

)
,uQ > d3XQ

(2-203)

δγγγγγDef (xP , t) ≈ d

dt
{g
∫

R3

̺(xQ(t)) (xQ(t) − xP )

|xP − xQ(t)|3 d3xQ}|t0∆t

≈ 4π

3
g̺(xP , t0)u(xP ) + lim

δ→0
g

∫

R3\Kδ

̺0(XQ)

|xP − XQ|3 {uQ − 3
< XQ − xP ,uQ >

|xP − XQ|2 (XQ − xP )}d3XQ

(2-204)

Zum Beweis siehe Anhang B. Im letzten Fall durfte die Zeitableitung nicht mehr unter das Integral gezogen
werden. Der Integrand in (2-204) ist singulär von der Ordnung 1/|xP − XQ|3. Das Integral ist als Cauchy-
Hauptwert zu verstehen, d.h. als Grenzwert einer Folge von Integralen, bei denen eine Kugel Kδ vom Radius
δ → 0 um den Berechnungspunkt aus dem Integrationsgebiet ausgenommen wird.

δγγγγγDef ist als Differenz zweier stetiger Funktionen selbst stetig. Dagegen kann die lineare Näherung von δγγγγγDef

offensichtlich unstetig sein, da ja die Dichtefunktion ̺ in den beiden integralfreien Termen 4π
3 g̺(xP , t0)u(xP )

in (2-204) nicht stetig sein muss. Ein einfaches Beispiel ist das folgende:

Der Mittelpunkt xM einer starren, homogenen, gravitierenden Kugel mit Radius RE und Dichte ̺ bewege sich
auf einen Aufpunkt xP zu. Der Gravitationsvektor lautet

fGrav(xP ) =






−4πg̺R3
E

3r2
er für r > RE

−4πg̺r

3
er für r < RE ,

wobei wir r := |xP − xM | und er := (xP − xM )/|xP − xM | gesetzt haben. Offensichtlich ist fGrav stetig. Ist
nun r = r0 + ∆r, so ergibt sich für die lineare Näherung von δγγγγγDef

δγγγγγDef ≈ ∂fGrav

∂t
|t0∆t ≈






+
4πg̺R3

E

3r3
0

· 2∆rer für r > RE

−4πg̺

3
∆rer für r < RE ,

so dass sich an der Stelle r = RE tatsächlich eine Unstetigkeit der linearen Näherung von δγγγγγDef ergibt.

Um diese Unstetigkeit interpretieren zu können, leiten wir eine weitere Darstellung von (2-203) her, die wir
in Kapitel 3 anwenden werden und die vor allem für die Behandlung von Sprungstellen der Dichte (z. B. an
der Erdoberfläche!) von Nutzen ist. Wir nehmen an, die Erde bestehe aus mehreren (i. allg. unregelmäßig
aufgebauten) Schalen Bi, innerhalb denen die Dichte stetig differenzierbar sei. An den Schalengrenzen lassen
wir Unstetigkeiten der Dichte zu. Wir betrachten zunächst das Integral (2-203) über eine Schale B gesondert.
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(2-203) lässt sich wie folgt umformen:

δvDef
B (xP , t) := g

∫

B

̺(XQ) < GRADQ(
1

|xP − XQ| ),uQ > d3XQ

= g
∫

B

DIV [
̺0(XQ)u(XQ)

|xP − XQ|
]d3XQ − g

∫

B

̺0(XQ)
DIV u(XQ)

|xP − XQ| d3XQ−

−g
∫

B

< u(XQ), GRAD ̺0(XQ) >

|xP − XQ|
d3XQ,

und mit Hilfe des Gauß’schen Satzes folgt

δvDef
B (xP , t) ≈ g

∫

∂B

< ̺0(XQ)u(XQ),N(XQ) >

|xP − XQ|
d2XQ−

−g
∫

B

̺0(XQ)
DIV u(XQ)

|xP − XQ| d3XQ − g

∫

B

< u(XQ), GRAD ̺0(XQ) >

|xP − XQ| d3XQ.

(2-205)

Dieser Ausdruck lässt sich besonders einfach interpretieren, falls die Dichte in der Schale konstant (GRAD ̺0 =
0) und das Material inkompressibel ist (DIV u = 0). Für diesen Fall entsteht das Störpotential ausschließlich
durch ein Nach-außen-dringen oder Zurückweichen der Massen an der Schalengrenze. Andererseits verschwinden
für die genannten Voraussetzungen die beiden Volumenintegrale in (2-205) und es verbleibt nur das Flächenin-
tegral. Das Potential dieser an der Schalengrenze zusätzlich “angehäuften” oder “abgetragenen” Massen wird
offensichtlich in linearer Näherung durch das Potential einer einfachen Schichtbelegung approximiert, wobei
diese Schichtbelegung sich aus dem Produkt der Dichte und der Normalkomponente der Verschiebung an
der Schalengrenze ergibt. Man spricht im Zusammenhang mit dem geodätischen Randwertproblem von einer
Helmert-Kondensation der Massen auf die Schichtgrenze. Wir haben hier die entsprechende Formel als lineare
Approximation des Störpotentials infolge von Verformungen eines Kontinuums erhalten.

Addiert man die einzelnen Anteile von δvDef aus den verschiedenen Schalen, so heben sich die Flächenintegrale
teilweise wieder auf, da die Normalen zweier benachbarter Schalen unterschiedliches Vorzeichen besitzen. Wir
setzen hier voraus, dass der Verschiebungsvektor an der Schichtgrenze stetig ist. Besteht das Modell aus n
Schalen Bi, i = 1, 2, ..., n , so erhalten wir

Lemma2-40 (Potentialstörung):

δvDef (xP , t) ≈
n∑

i=1

{
g
∫

Si

< [̺0]∓ uQ,NQ >

|xP − XQ| d2XQ −

−g
∫

Bi

̺0(XQ)
DIV (uQ)

|xP − XQ|d
3XQ − g

∫

Bi

< uQ, GRAD ̺0(XQ) >

|xP − XQ| d3XQ




 .

(2-206)

Hier bezeichnen Si die Grenze zwischen der i-ten und i+1-ten Schicht und [̺0]∓ die Differenz zwischen innerem
und äußerem Grenzwert der Dichte an einer Schichtgrenze. Der Normalenvektor N zeigt hier - im Gegensatz
zu (2-205) - stets in die Richtung der nächstäußeren Schicht. An der Erdoberfläche, also für i = n, ist für [̺0]∓
der Dichtewert an der Oberfläche einzusetzen. Die Normalkomponente uQ wurde als stetig vorausgesetzt.

Bilden wir nun den Gradienten von δvDef , um die zugehörige Störung des Gravitationsvektors zu erhalten, so
haben wir die Unstetigkeit des Gradienten einer einfachen Schichtbelegung zu beachten, die bereits in (2-198)
und (2-199) bei der Berechnung des Gradienten des Auflastpotentials benutzt wurde. Die Schichtbelegung ist
im vorliegenden Fall offensichtlich < [̺0]∓ uQ,NQ >. Es gilt also

Lemma2-41 (Unstetigkeit der linearen Näherung des Schwerevektors an einer Schichtgrenze):

Unter den genannten Voraussetzungen (insbesondere Stetigkeit des Verschiebungsvektors) beträgt die Unste-
tigkeit des deformatorischen Anteils des Schwerevektors, nämlich die Differenz zwischen äußerem und innerem
Grenzwert an einer Schichtgrenze

[δγγγγγDef (xP )]± ≈ −4πg[̺0]∓ < u(xP ),NP > NP . (2-207)

Das Lagrange-Inkrement ist dagegen auch in linearer Näherung stetig.
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Anmerkung 2-8 :

Die Potentialstörung δvDef bzw. die Potentialanomalie ∆vDef erfüllt die Differentialgleichung

div grad δvDef (xP ) = −4πg δ̺(xP ) ≈ 4πg div (̺0uP )

div grad ∆vDef (XP ) ≈ DIV GRAD ∆vDef (XP ) ≈ −4πg∆̺ + (2v|KLUK
|M + v|KUK

|LM )GLM
(2-208)

Die erste Formelzeile ergibt sich aus der Definition von δvDef bzw. δ̺ sowie (2-148); die Differentialgleichung für ∆vDef

wird im Anhang (B) gezeigt.
Für die Inkremente des Gravitationsvektors gilt

div δγγγγγDef (xP , t) = −4πg̺(xP , t)

div ∆γγγγγDef (xP , t) ≈ DIV ∆γγγγγDef (xP , t) ≈ −4πg∆̺(xP , t) + F L
|KUK

|L

(2-209)

sowie

rot δγγγγγDef (xP , t) = 0

rot ∆γγγγγDef (xP , t) ≈ ROT ∆γγγγγDef (xP , t) ≈ ǫKLM F J
|NUN

|KGLJGM = ǫKLMv|JNUN
|KGM

rot rot ∆γγγγγDef ≈ (GRLGMK − GRKGML)(v|LNRUN
|K + v|LNUN

|KR)GM

(2-210)

Beweise hierzu finden sich wieder im Anhang B.

2–6.2 Trägheitskräfte und ihre Linearisierung

Die Beschleunigungen a auf der linken Seite der Bewegungsgleichungen (2-159) sind als inertiale Beschleuni-
gungen zu verstehen. Arbeiten wir in einem rotierenden Bezugssystem, so bleiben die Bewegungsgleichungen
gültig, wenn wir darin die Beschleunigungen a durch die Relativbeschleunigungen aRel ersetzen und dafür die
Differenzterme ̺fT := ̺(aRel − a) als Trägheitskraftdichten auf der rechten Seite addieren. Die Kraftdichten
̺f sind also als Summe von eingeprägten und Trägheitskraftdichten (sowie eventuell Reaktionskraftdichten) zu
verstehen.
Gemäß (2-116) gilt

̺(x)fT (x) = −̺(x) ω̇ωωωω × x − 2̺(x) ωωωωω × vRel(x) − ̺(x) ωωωωω × ( ωωωωω × x) (2-211)

Wir linearisieren diese Gleichung bezüglich x = X + u und ωωωωω = Ω + δ ωωωωω, wobei wir hier X und Ω als Größen
0-ter Ordnung, u und δ ωωωωω als Größen 1-ter Ordnung verstehen; Ω wird als konstant angenommen. Es ergibt sich

Lemma2-42 (Linearisierung der Trägheitskraftdichten):

̺(x)fT (x) ≈ ̺0F
T (X) + ∆̺FT + ̺0δf

T (X) + ̺0GRAD FT .u

mit

̺0F
T (X) = −̺0(X)Ω × (Ω× X) = ̺0(X)

[
Ω2X− < Ω,X > Ω

]

∆̺FT ≈ ̺0(DIV u)Ω× (Ω × X) = ̺0(DIV u)
[
< Ω,X > Ω − Ω2X

]

̺0δf
T (X) = ̺0δf

Euler + ̺0δf
Coriolis + ̺0δf

Zent., wobei

̺0δf
Euler ≈ −̺0(X)

d δ ωωωωω

dt
× X

̺0δf
Coriolis ≈ −2̺0(X)Ω × D′u

Dt′

̺0δf
Zent. ≈ −̺0δ ωωωωω × (Ω × X) − ̺0Ω× (δ ωωωωω × X) =

= −̺0 < Ω,X > δ ωωωωω − ̺0 < δ ωωωωω,X > Ω + 2̺0 < Ω, δ ωωωωω > X

̺0GRAD FT .u ≈ −̺0Ω× (Ω × u) = ̺0

[
Ω2u− < Ω,u > Ω

]

(2-212)

55



Der Zentrifugalterm ̺0F
T (X) ist der einzige Term 0-ter Ordnung; er wird üblicherweise im Grundzustand

berücksichtigt. Er ist ebenso wie der zentrifugale Störterm δfZent konservativ, es lassen sich also zugehörige
Zentrifugalpotentiale angeben:

V Zent =
1

2
(Ω2R2− < Ω,X >2) FT = GRAD V Zent

δvZent ≈ (< Ω, δ ωωωωω > R2− < Ω,X >< δ ωωωωω,X >) δfZent. ≈ GRAD δvZent

(2-213)

Die übrigen störenden Trägheitskraftdichten sind i.allg. nicht konservativ, besitzen also kein Potential. Üblicher-
weise fasst man das Gravitationspotential mit dem Zentrifugalpotential zum Schwerepotential zusammen (und
entsprechend dazu auch die Gradienten):

W = V Grav + V Zent ΓΓΓΓΓ = ΓΓΓΓΓGrav + FT , (2-214)

analog dazu werden auch die gestörten Größen zusammengefasst.

In die Trägheitskraftdichte gemäß (2-212) gehen neben den Unbekannten u und δ ωωωωω auch deren zeitliche Ablei-
tungen ein, was die Lösung der Bewegungsgleichungen erschwert. Um von den Zeitableitungen frei zu werden,
führt man eine Laplace-Transformation der Bewegungsgleichungen durch. Wolf(1997) stellt in seinem Appendix
A die benötigten Rechenregeln der Laplace-Transformation zusammen; wir übernehmen die wichtigsten Regeln
in Anhang C. Wir kennzeichnen die Laplace-transformierten Größen durch eine Tilde (̃·) oder durch das Symbol
L(·). Für die Trägheitskraftdichten entsteht

Lemma2-43 (Laplace-Transformierte der Trägheitskraftdichten):

L(̺fT ) ≈ ̺0(X)F̃T (X) + L(∆̺FT ) + ̺0δf̃
Euler + ̺0δf̃

Coriolis + ̺0δf̃
Zent.+

+̺0L( GRAD FT .u)
(2-215)

mit

̺0(X)F̃T (X) ≈ 1

s
̺0(X)

[
Ω2X− < Ω,X > Ω

]

L(∆̺FT ) ≈ ̺0(DIV ũ)
[
< Ω,X > Ω− Ω2X

]

̺0δf̃
Euler ≈ −̺0(X)sδ ω̃ωωωω × X

̺0δf̃
Coriolis ≈ −2̺0(X)sΩ × ũ

̺0δf̃
Zent. ≈ −̺0 < Ω,X > δ ω̃ωωωω − ̺0 < δ ω̃ωωωω,X > Ω + 2̺0 < Ω, δ ω̃ωωωω > X

̺0L( GRAD FT .u) ≈ −̺0

[
< Ω, ũ > Ω − Ω2ũ

]

(2-216)

s ist der (eventuell komplexe) Parameter der Laplace-Transformierten.

Wenden wir die Operatoren ROT und DIV auf δf̃T an, so ergibt sich

ROT δf̃Euler ≈ −2sδ ω̃ωωωω DIV δf̃Euler ≈ 0

ROT δf̃Coriolis ≈ −2s(Ω DIV ũ− GRAD ũ.Ω) DIV δf̃Coriolis ≈ 2s < Ω, ROT ũ >

ROT δf̃Zent. ≈ 0 DIV δf̃Zent. ≈ 4 < Ω, δ ω̃ωωωω >

(2-217)

Man kann δ ωωωωω zerlegen in einen Term δ ωωωωωL, der parallel zu ΩΩΩΩ, und einen Term δ ωωωωωW , der senkrecht auf ΩΩΩΩ steht:

δ ωωωωω = δ ωωωωωL + δ ωωωωωW mit δ ωωωωωL =
< δ ωωωωω, ΩΩΩΩ > ΩΩΩΩ

Ω2
, δ ωωωωωW = δ ωωωωω − δ ωωωωωL (2-218)

Der Term δ ωωωωωL entspricht einer Tageslängenschwankung: die Richtung des Winkelgeschwindigkeitsvektors bleibt
unverändert, und nur der Betrag ändert sich. Dagegen entspricht δ ωωωωωW einer Polbewegung oder Polwanderung:
Der Betrag des Winkelgeschwindigkeitsvektors bleibt in linearer Näherung konstant, aber es ändert sich seine
Richtung.
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Aus der letzten Gleichung in (2-217) folgt

Lemma2-44 (Harmonizität des inkrementellen Zentrifugalpotentials):

Das inkrementelle Zentrifugalpotential, das einer Polbewegung bzw. Polwanderung entspricht, ist harmonisch.
Dagegen ist das Zentrifugalpotential, das einer Tageslängenänderung entspricht, unharmonisch mit der Inho-
mogenität 4Ω|δ ωωωωω|.

2–7 Energiebilanz und konstitutive Gleichungen

2–7.1 Formale Herleitung der konstitutiven Gleichungen aus der Energiebilanz

Um die Bewegungsgleichungen anwenden zu können, benötigt man zusätzlich den Zusammenhang zwischen dem
Spannungstensor und dem Verzerrungstensor. In ein solches Materialgesetz geht i. allg. auch die Temperatur ein.
Als konstitutive Gleichungen werden in der Regel die Zusammenhänge zwischen Temperatur T und Verzerrungs-
tensor einerseits und Entropie S und Spannungstensor andererseits bezeichnet. Die konstitutiven Gleichungen
müssen für die interessierenden Materialien aus Experimenten bestimmt werden. Jedoch kann die Vielzahl von
denkbaren Materialgesetzen durch übergeordnete physikalische Prinzipien von vornherein eingeschränkt werden.
Wir nennen hier nur einige dieser a priori Anforderungen:

1. Der Stress-Tensor im Punkt p zur Zeit t hängt ab vom Verhalten des Kontinuums

(a) bis zur Zeit t (nicht vom Verhalten zu späterer Zeit)

(b) in einer infinitesimalen Umgebung von p, nicht vom Verhalten von Elementen mit endlicher Entfer-
nung von p.

2. Der Stress-Tensor ist invariant gegen

(a) Koordinatentransformationen (eine Eigenschaft jedes Tensors)

(b) gegen starre Translationen und Rotationen (Objektivität)

Diese und weitere einschränkende Prinzipien sind in C. Eringen 1962 ausführlich erklärt. Sie sind charakte-
ristisch für die kontinuumsmechanische Betrachtungsweise, bei der die Teilchennatur der Materie außer acht
gelassen wird. So lässt sich das Prinzip 1b) vom Standpunkt der Gittertheorie aus nicht aufrechterhalten; siehe
z.B. D. Kessel (1968). Jedoch ist die Approximation des Gitters durch das Kontinuum für geophysikalische An-
wendungen gerechtfertigt, da hierbei das Verhältnis zwischen der Reichweite der (nichtlokalen) Kohäsionskräfte
und der Ausdehnung des Festkörpers (Erde) sehr klein ist.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwenden wir die lineare Viskoelastizitätstheorie. Dabei stützen wir uns
vor allem auf die Darstellung von R.M. Christensen 1982. Die allgemeine Form der linearen viskoelastischen
Gleichungen kann mit Hilfe eines quadratischen Ansatzes für die freie Energie (siehe unten) aus der Energiebilanz
und der Clausius-Duhem-Ungleichung hergeleitet werden.
Die Gesamtenergie E des Systems gliedert sich in die kinetische Energie K und die innere Energie U:

E = K + U

mit K :=
1

2

∫

V(t)

̺ < vE(xk, t),vE(xk, t) > d3x =
1

2

∫

V0

̺0 < vL(XK , t),vL(XK , t) > d3X
(2-219)

Die Gesamtenergie ändert sich im Lauf der Zeit infolge von Wärmezufuhr Qinput und der Leistung äußerer
Kräfte und Spannungen Pinput:

dE

dt
=

dK

dt
+

dU

dt
= Qinput + Pinput (2-220)

Die Leistung Pinput, welche die äußeren Kraftdichten fExt und Spannungen t(n) zur Zeit t an einer beliebigen
materiellen Unterteilung V(t) des Kontinuums verrichten, ist

Pinput :=
∫

∂V(t)

< v, t(n) > d2x +
∫

V(t)

̺ < fExt,v > d3x (2-221)
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Pinput lässt sich als Summe der Änderung der kinetischen Energie und der “Änderung der Verzerrungsenergie”

sowie der negativen Leistung der inneren Kraftdichten f Int darstellen:

Pinput =
d

dt

1

2

∫

V(t)

̺ < v,v > d3x +

∫

V(t)

σσσ : D d3x−
∫

V(t)

̺ < v, f Int > d3x

=
d

dt

1

2

∫

V(t)

̺ < v,v > d3x +

∫

V(t)

σkl(
D

Dt
ekl + em

kvm|l + em
l vm|k) d3x −

∫

V(t)

̺ < v, f Int > d3x

(2-222)
(Das innere Tensorprodukt σσσ : D ist dabei durch σσσ : D := σkldkl definiert.)

Beweis:

Pinput =
∫

∂V(t)

v.σσσ.n d2x +
∫

V(t)

̺ < fExt,v > d3x =
∫

V(t)

{< v, div σσσ + ̺(f − f Int) > + grad v : σσσ} d3x

=
∫

V(t)

{< v, ̺
D

Dt
v > + grad v : σσσ} d3x −

∫

V(t)

̺ < v, f Int > d3x

=
d

dt

1

2

∫

V(t)

̺ < v,v > d3x +

∫

V(t)

σkldkl d3x −
∫

V(t)

̺ < v, f Int > d3x

In der letzten Formelzeile wurde benutzt, dass grad v in seinen symmetrischen Anteil D (“deformation rate”)
und seinen antisymmetrischen Anteil (“spin”) zerlegt werden kann; wegen der Symmetrie von σσσ kommt aber nur
der symmetrische Anteil von grad v zum Tragen. Der zweite Ausdruck in (2-222) folgt mit Hilfe von (2-109).

Für kleine Verzerrungen darf dkl in 1. Näherung durch den linearen Teil von
D

Dt
ekl ≈

D

Dt
ǫkl ersetzt werden.

Es bietet sich an, Pinput auf das Referenzvolumen zu transformieren:

Pinput =
d

dt

1

2

∫

V0

̺0 < vL(X, t),vL(X, t) > d3X +

∫

V0

ττττKL D

Dt
(EKL) d3X−

∫

V′

̺0 < vL(X, t), fL,Int(X, t) > d3X

(2-223)

Beweis:
Ausgehend von der vorletzten Zeile des Beweises von (2-222) folgt mit (2-163), (2-108) und (2-64)

grad v : σσσ d3x = dklσkld3x = dklτKLxk,K xl,L d3X = τKL D

Dt
(EKL) d3X ≈ τKL D

Dt
(ǫKL) d3X.

Der Ausdruck τKL D
Dt (EKL) lässt sich nicht als “Doppelpunktprodukt” des Euler-Lagrange-Tensors und des

Piola-Kirchhoff-Tensors schreiben, da τKL sich auf CK ⊗ GL, D
Dt (EKL) dagegen auf GK ⊗ GL bezieht. Die

Darstellung im Referenzvolumen hat aber den Vorteil, dass sich gemäß (2-223) Pinput streng durch D
Dt (EKL)

ausdrücken lässt; die vergleichbare Darstellung im aktuellen Volumen (2-222) enthält außer den Komponenten
D
Dt (ekl) auch noch quadratische Terme mit den Komponenten vk|l.

Die Wärmezufuhr Qinput setzt sich zusammen aus der Leistung der inneren Wärmequellen und dem Wärmefluss
durch die Oberfläche:

Qinput = −
∫

∂V(t)

< q,n > d2x +

∫

V(t)

̺ r d3x =

∫

V(t)

(− div q + ̺ r) d3x (2-224)

Darin bedeuten r die Leistung der inneren Wärmequellen pro Masseneinheit (“heat supply Funktion”), q =
qkgk den Wärmeflussvektor, der positiv nach außen gezählt wird. Um die Gleichung auch im Referenzvolumen
darstellen zu können, definieren wir

Q := qkXK ,k

√
det gnm

det GNM
jGK = qkXK ,k

̺0

̺
GK (2-225)

und erhalten mit Hilfe von (2-68)

Qinput = −
∫

∂V0

< Q,N > d2X +

∫

V(t)

̺0 r d3X =

∫

V0

(− DIV Q + ̺0 r) d3X (2-226)
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Im übrigen ist die Wärmeflussdichte Q - im Gegensatz zur Temperatur T und der Entropie S - keine Zustands-
größe des Kontinuums; es gilt die differentielle Beziehung

dQ = T dS. (2-227)

Wir setzen nun die Ergebnisse (2-222) bzw. (2-223) und (2-224) bzw. (2-226) in (2-220) ein. Die Ableitung der
kinetischen Energie fällt dabei heraus, und wir erhalten Bilanzgleichungen für die innere Energie in integraler
Form. Da die Gleichung auch für jedes Teilvolumen gelten muss, existieren auch lokale Formulierungen:

̺
Du

Dt
= ̺r + σσσ : D − div q. (2-228)

̺0
Du

Dt
= ̺0r + τKL D

Dt
EKL − DIV Q. (2-229)

Darin bedeutet u die spezifische innere Energie (innere Energie pro Masseneinheit). Beim Übergang auf die loka-
len Formulierungen fallen die inneren Kräfte heraus. Sämtliche Größen beziehen sich auf ein materielles Element
(das Argument P bzw. X wurde jeweils fortgelassen). Der Energiesatz in der Form (2-228) bzw. (2-229) ist so-
mit eine Kombination der Leistungsbilanz der äußeren Kräfte und Spannungen sowie der Wärmebilanz. Im
Allgemeinfall sind noch weitere nichtmechanische Energieflüsse (wie z.B der elektromagnetische Energiefluss)
zu berücksichtigen.

Anstelle der spezifischen inneren Energie u wird häufig die Helmholtz’sche spezifische freie Energie F gemäß

̺F = ̺u − ̺TSm (2-230)

eingeführt; Sm bezeichnet hier die spezifische Entropie.

Die fundamentale Ungleichung der lokalen Entropieerzeugung lautet

̺ T
D

Dt
Sm − ̺r + div q− < q,

grad T

T
> ≥ 0 bzw.

̺0 T
D

Dt
Sm − ̺0r + DIV Q− < Q,

GRAD T

T
> ≥ 0

(Clausius-Duhem-Ungleichung)

(2-231)

(Die beiden Ungleichungen sind streng äquivalent.)

Die “heat-supply-Funktion” kann mit Hilfe des Energiesatzes (2-228) bzw. (2-229) aus der Clausius-Duhem-
Ungleichung eliminiert werden:

̺Sm
D

Dt
(T (t)) + ̺

D

Dt
(F) − σσσ : D+ < q,

grad T

T
> ≤ 0

̺0Sm
D

Dt
(T (t)) + ̺0

D

Dt
(F) − τKL D

Dt
EKL+ < Q,

GRAD T

T
> ≤ 0

(2-232)

Werden konstitutive Gleichungen für die spezifische freie Energie und den Wärmefluss als quadratische Funktio-
nale der Verzerrungs- und Temperaturgeschichte des Kontinuums angesetzt, so ergeben sich aus dem Energiesatz
und der Clausius-Duhem-Ungleichung die konstitutiven Gleichungen für den Spannungstensor und die spezifi-
sche Entropie. Wir übernehmen den Ansatz aus R.M. Christensen (1971), abweichend von diesem beziehen wir
uns jedoch auf das Referenzvolumen:

̺0F = ̺0F0 +

t∫

−∞

DKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′ −

t∫

−∞

β(t − t′)
D

Dt′
(T (t′))dt′

+
1

2

t∫

−∞

t∫

−∞

HIJKL(t − t′, t − t̄)
D

Dt′
(EIJ(t′))

D

Dt̄
(EKL(t̄))dt′dt̄

−
t∫

−∞

t∫

−∞

φIJ (t − t′, t − t̄)
D

Dt′
(EIJ(t′))

D

Dt̄
(T (t̄))dt′dt̄

−1

2

t∫

−∞

t∫

−∞

m(t − t′, t − t̄)
D

Dt′
(T (t′))

D

Dt̄
(T (t̄))dt′dt̄ + O(E3, (T − T0)

3).

(2-233)

59



Wir fordern dass EIJ (t), T (t) im Intervall −∞ < t < ∞ stetig seien und dass EIJ(t) → 0 für t → −∞
sowie T (t) → T0 für t → −∞ gelte. Da EIJ symmetrisch ist, kann a priori angenommen werden, dass auch
HIJKL(t − t′, t − t̄) in den vorderen beiden und in den hinteren beiden Indices symmetrisch ist. Da es sich
bei den Integralen mit den Kernen HIJKL(t − t′, t − t̄) und m(t − t′, t − t̄) um quadratische Formen handelt,
dürfen wir diese Kerne als symmetrisch in ihren Argumenten annehmen, und die vorderen beiden Indices in
HIJKL(t − t′, t − t̄) dürfen mit den hinteren beiden Indices vertauscht werden. Wir dürfen also die folgenden
Symmetrie-Eigenschaften voraussetzen:

HIJKL(t−t′, t−t̄) = HIJKL(t−t̄, t−t′) = HKLIJ(t−t′, t−t̄) = HJIKL(t−t′, t−t̄) = HIJLK(t−t′, t−t̄) (2-234)

Die Faltungskerne DKL(t− t′), β(t− t′), HIJKL(t− t′, t− t̄), φIJ (t− t′, t− t̄), m(t− t′, t− t̄) charakterisieren
die Eigenschaften des Materials; sie sind Funktionen der Zeit und des jeweiligen materiellen Punktes. Wir for-
dern dass die Faltungskerne verschwinden, falls eines ihrer Argumente kleiner 0 ist. Der Term ̺0F0 beinhaltet
die freie Energie im Grundzustand.

Wir setzen (2-233) in die Clausius-Duhem-Ungleichung (2-232) ein und erhalten:




−DIJ (0) −
t∫

−∞

HIJKL(t − t′, 0)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′ +

t∫

−∞

φIJ(0, t − t̄)
D

Dt̄
(T (t̄))dt̄ + τ IJ





D

Dt
(EIJ(t))+

+




β(0) +

t∫

−∞

φIJ (t − t′, 0)
D

Dt′
(EIJ(t′))dt′ +

t∫

−∞

m(t − t′, 0)
D

Dt′
(T (t′))dt′ − ̺0Sm





D

Dt
(T (t))

+




−
t∫

−∞

D

Dt
DKL(t − t′)

D

Dt′
(EKL(t′))dt′ +

t∫

−∞

D

Dt
β(t − t′)

D

Dt′
(T (t′))dt′ + Λ− < Q,

GRAD T

T
>




 ≥ 0

(2-235)

wobei

Λ := −1

2

t∫

−∞

t∫

−∞

D

Dt
(HIJKL(t − t′, t − t̄))

D

Dt′
(EIJ (t′))

D

Dt̄
(EKL(t̄))dt′dt̄+

+

t∫

−∞

t∫

−∞

D

Dt
(φIJ (t − t′, t − t̄))

D

Dt′
(EIJ(t′))

D

Dt̄
(T (t̄))dt′dt̄+

+
1

2

t∫

−∞

t∫

−∞

D

Dt
(m(t − t′, t − t̄))

D

Dt′
(T (t′))

D

Dt̄
(T (t̄))dt′dt̄.

Da die Ungleichung (2-235) für beliebige Werte von
D

Dt
(EIJ (t)),

D

Dt
(T (t)) gilt, müssen die Koeffizienten dieser

Funktionen, also die geschweiften Klammern, verschwinden:

τIJ = DIJ (0) +

t∫

−∞

HIJKL(t − t′, 0)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′ −

t∫

−∞

φIJ(0, t − t̄)
D

Dt̄
(T (t̄))dt̄ (2-236)

̺0Sm = β(0) +

t∫

−∞

φIJ (t − t′, 0)
D

Dt′
(EIJ (t′))dt′ +

t∫

−∞

m(t − t′, 0)
D

Dt′
(T (t′))dt′. (2-237)

Das sind gerade die linearen konstitutiven Gleichungen für ττττ und Sm, die sich somit aus dem quadratischen
Ansatz für die freien Energie und der Clausius-Duhem-Ungleichung ergeben. Letztere Ungleichung vereinfacht
sich zu

−
t∫

−∞

D

Dt
DKL(t − t′)

D

Dt′
(EKL(t′))dt′ +

t∫

−∞

D

Dt
β(t − t′)

D

Dt′
(T (t′))dt′ + Λ− < Q,

GRAD T

t
> ≥ 0.

(2-238)
(Weitere Vereinfachungen sind möglich, jedoch für die vorliegende Arbeit nicht von Bedeutung.)

Die Kernfunktionen HIJKL(t−t′, 0), φIJ (0, t−t̄), φIJ (t−t′, 0) und m(t−t′, 0) lassen sich somit als Relaxations-
funktionen deuten, die den Zusammenhang zwischen der Verzerrungsgeschichte und der Temperaturgeschichte
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einerseits und dem aktuellen Spannungstensor und der aktuellen Entropie andererseits herstellen. DIJ(0) sind
die Komponenten des Piola-Kirchhoff-Stress-Tensors im Grundzustand (Vorspannungen), β(0) die Entropie pro
Volumeneinheit im Grundzustand. Da wir von einem hydrostatischen Grundzustand (mit isotroper Spannung)
ausgehen, ergibt sich

DIJ (0) = −(0)p GIJ ,

was der Variante 2 im Abschnitt 2-5.3 entspricht.

Es vereinfacht die Berechnungen erheblich, wenn die Energieübergänge isotherm, also bei konstanter Tem-
peratur stattfinden; für diesen Fall ist D

DtT ≡ 0 und die konstitutiven Gleichungen für den Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor lauten

τIJ (t) = DIJ(0) +
t∫

−∞
HIJKL(t − t′)

D

Dt′
(EKL(t′))dt′. (2-239)

Das zweite Argument der Funktion HIJKL ist hier und in Zukunft stets gleich null; wir lassen es daher auch
im folgenden weg.

2–7.2 Konstitutive Gleichungen für den Cauchy-Stress-Tensor

Bezieht man sich in der Energiebilanz auf das aktuelle Volumen, indem (2-221) eingeführt wird, so lassen sich
analog zu der beschriebenen Vorgehensweise auch konstitutive Gleichungen für den Cauchy-Tensor herleiten.
(Dies hat allerdings den Nachteil, dass in der Energiebilanz quadratische Terme auftreten, welche die kovarianten
Ableitungen der Geschwindigkeit vk|l enthalten, vgl. (2-109), (2-222) .) Mit einem modifizierten Ansatz für die
freie Energie erhalten wir für den isothermen Fall in linearer Näherung

σij(t) ≈ D̂ij(0) +

t∫

−∞

ĤijKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′. (2-240)

Gemäß der 1. Variante in Abschnitt 2-5.3 wählen wir D̂ij(0) = −(0)p gij . Das folgende Lemma stellt den

Zusammenhang zwischen den Relaxationsfunktionen ĤijKL(t − t′) und HIJKL(t − t′) des Cauchy- und des
Piola-Kirchhoff-Tensors her:

Lemma2-45 :

Es gelte

σij = − (0)pgij +
t∫

−∞
ĤijKL(t − t′)

D

Dt′
(EKL(t′))dt′

τIJ = − (0)pGIJ +
t∫

−∞
HIJKL(t − t′)

D

Dt′
(EKL(t′))dt′

Wählt man

ĤijKL(t − t′) = δi
Iδ

j
J

[
HIJKL(t − t′) + (0)p(GIJGKL − GIKGJL − GILGJK)

]
, (2-241)

so wird durch die Tensoren ττττ und σσσ in linearer Näherung derselbe Spannungszustand beschrieben.

Beweis von Lemma2-45 :

Einerseits folgt durch Einsetzen von (2-241) in (2-240)

σij ≈ −(0)pgij + xi,I xj ,J

t∫

−∞

HIJKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′+

+ (0)pxi,I xj ,J (GIJGKL − GIKGJL − GILGJK)
1

2
(UK|L + UL|K)

≈ −(0)pgij + xi,I xj ,J

t∫

−∞

HIJKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′+

+ (0)pxi,I xj ,J (GIJUL
|L − GJLUI

|L − GILUJ
|L)
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andererseits folgt aus (2-163) mit Hilfe von (2-78) und (2-83)

σij ≈ (1 − DIV u)xi,I xj ,J τ IJ

≈ (1 − DIV u)xi,I xj ,J (−(0)p)GIJ + xi,I xj ,J
t∫

−∞

HIJKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′

≈ −(0)p (1 − DIV u)(gi
I + UL

|Iδ
i
L)(gj

J + UM
|Jδj

M )GIJ + xi,I xj ,J
t∫

−∞

HIJKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′

≈ −(0)p gij + (0)pδi
Iδ

j
J (GIJUL

|L − GJLUI
|L − GILUJ

|L) + xi,I xj ,J
t∫

−∞

HIJKL(t − t′)
D

Dt′
(EKL(t′))dt′,

so dass also die Transformationsformel (2-241) für die Relaxationsfunktionen mit der Transformationsformel
(2-163) kompatibel ist.

Es ist bemerkenswert, dass in (2-241) die hydrostatische Spannung erscheint: In die Beziehung der genannten
Relaxationsfunktionen gehen also nicht nur die Eigenschaften des Materials, sondern auch die Vorspannung ein.
Ist beispielsweise die Relaxationsfunktion ĤijKL(t − t′) homogen, so dass es sich in diesem Sinn um “dasselbe
Material” handelt, so ist jedoch in der Regel die Relaxationsfunktion HIJKL(t − t′) inhomogen, da ja die hy-
drostatische Spannung i. allg. nicht homogen ist. Vergleiche hierzu auch die Formel (2-176).

2–7.3 Spezialfälle der linearen viskoelastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

Die linearen viskoelastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (2-239) und (2-240) beinhalten als Spezialfälle
auch linear-elastische Festkörper und viskose Flüssigkeiten:

1. (a) Setzen wir HIJKL(t − t′) = const. (nicht zeitabhängig), so erhalten wir aus (2-239) unter der Vor-
aussetzung EKL(t = −∞) = 0

τIJ (t) = DIJ(0) + HIJKLEKL(t), (2-242)

also gerade das lineare elastische (Hooke’sche) Gesetz; die Spannungen hängen hier nur von den
Verzerrungen zum selben Zeitpunkt ab.

(b) Es gelte HIJKL(t− t′) = η(GIKGJL + GILGJK)δ(t− t′). Dabei sind δ(t− t′) der Dirac-Puls, η eine
Materialkonstante (Viskosität). Damit wird aus (2-239):

τIJ (t) = DIJ(0) + 2η
D

Dt
EKL(t). (2-243)

Hier hängen die Spannungen linear von den Zeitableitungen der Verzerrungen zum selben Zeitpunkt
ab. Allerdings muss daran erinnert werden, dass wir “kleine” Verschiebungen vorausgesetzt haben,
was bei einer Flüssigkeit i. allg. nicht der Fall ist. Man wird daher das Verhalten der viskosen Flüssig-
keit i. allg. auch nicht im Lagrange-Bild, sondern im Euler-Bild beschreiben.

In beiden Fällen handelte es sich um Spezialisierungen des zeitlichen Verhaltens der Relaxationsfunktionen.

Gemäß allen bekannten Experimenten fallen die Beträge der Relaxationsfunktionen HIJKL(t), ĤijKL(t) mo-
noton für t > 0 (“fading-memory-Hypothese”). Ebenso fallen sogar die Beträge der ersten Ableitungen dieser

Funktionen d
dtH

IJKL(t), d
dtĤ

ijKL(t) monoton. Anschaulich bedeutet dies, dass bei gleichbleibender Deforma-
tion und Temperatur die Spannungen betragsmäßig nicht zunehmen.

Die instantane Reaktion des Spannungszustandes des Körpers auf eine Änderung des Verzerrungszustandes wird
auch als “elastische” Reaktion bezeichnet. Um sie zu isolieren, integrieren wir die Gleichungen (2-240) partiell.
Setzen wir voraus, dass EKL = 0 ∀t < 0 gilt, d.h. vor dem Zeitpunkt t = 0 der Grundzustand besteht, so folgt
mit Hilfe der Substitution t̄ = t − t′ aus (2-239), (2-240):

σij(t) = D̂ij(0) + ĤijKL(0)EKL(t) +
t∫

0

EKL(t − t̄)
D

Dt̄
(ĤijKL(t̄))dt̄ (2-244)
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Lässt sich die Euler-Lagrange-Matrix in ihrem zeitlichen Verhalten durch eine Heaviside-Funktion modellieren,
d.h. springt EKL zum Zeitpunkt tS von 0 auf einen konstanten Wert Ec

KL, dann ist die Spannung zur Zeit tS
gerade durch σij(tS) = D̂ij(0)+ĤijKL(0)Ec

KL gegeben. Allgemein lässt sich zeigen, dass eine sprunghafte Ände-
rung ∆EKL des Verzerrungszustandes zu einer instantanen Änderung der Koeffizienten des Cauchy-Tensors um
ĤijKL(0)∆EKL führt. Die “elastische” Reaktion des Materials wird also durch die Werte der Relaxationsfunk-
tionen für das Argument 0 charakterisiert.

Sind die Relaxationsfunktionen richtungsinvariant, so spricht man von einem isotropen Material. Analog zum
elastischen Fall lassen sich für ein isotropes Material die HIJKL durch lediglich zwei unabhängige Funktionen
ausdrücken:

HIJKL(t − t′) =
1

3
{3K(t − t′) − 2M(t − t′)}GIJGKL + M(t − t′)(GIKGJL + GILGJK)

bzw.

Ĥijkl(t − t′) =
1

3
{3k(t − t′) − 2µ(t − t′)} gijgkl + µ(t − t′)(gikgjl + gilgjk)

(2-245)

Die Relaxationsfunktionen k(t − t′), µ(t − t′) treten an die Stelle des Schermoduls bzw. des Kompressions-
Moduls im elastischen Fall. Alternativ dazu könnten auch die Parameter-Paare {E, ν} (Young’scher Modul,
Poisson’sches Verhältnis) oder {λ, µ} (Lame’sche Parameter) benutzt werden. Wir geben die Beziehungen zwi-
schen diesen Parametern an:

λ, µ k, µ E, ν

k =
1

3
(3λ + 2µ) =

E

3(1 − 2ν)

λ =
1

3
(3k − 2µ) =

Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)

µ =
E

2(1 + ν)

E =
µ

λ + µ
(2µ + 3λ) =

9kµ

3k + µ

ν =
λ

2(λ + µ)
=

3k − 2µ

2(3k + µ)

(2-246)

Damit lautet beispielsweise das Inkrement des Cauchy-Spannungs-Tensors

∆σσσ ≈
t∫

−∞

{
λ(t − t′)

D

Dt′
(DIV u) I + 2µ(t − t′)

D

Dt′
E

}
dt′, (2-247)

und die in den Bewegungsgleichungen erscheinende Divergenz

DIV ∆σσσ ≈
t∫

−∞

{
(λ(t − t′) + 2µ(t − t′))

D

Dt′
(GRAD DIV u) − µ(t − t′)

D

Dt′
(ROT ROT u)

}
dt′+

+

t∫

−∞

{
GRAD λ(t − t′)

D

Dt′
(DIV u) + 2(

D

Dt′
E). GRAD µ(t − t′)

}
dt′;

(2-248)

(Einen entsprechenden Ausdruck erhält man für den Piola-Kirchhoff-Tensor.) Ist das Material zusätzlich ho-
mogen, so fallen die räumlichen Ableitungen der Relaxationsfunktionen und damit das zweite Integral fort. Es

63



sei nochmals betont, dass bei vorgespanntem Material die Homogenität bezüglich des Cauchy-Tensors von der
Homogenität bezüglich des Piola-Kirchhoff-Tensors unterschieden werden muss, vgl. hierzu den vorigen Teilab-
schnitt.

Ist das Material inkompressibel, gilt also DIV u = 0, so genügt für den isotropen Fall die Relaxationsfunktion
µ(t − t′) zur Beschreibung des Materials. Damit das Kräftegleichgewicht trotz dieser geometrischen Bindung
erhalten bleibt, muss dann ein (zunächst unbekanntes) Druckinkrement ∆p eingeführt werden; für ein homogenes
isotropes inkompressibles Material lautet das Inkrement des Cauchy-Tensors

∆σσσ ≈ −∆p(t)I +

t∫

−∞

{
2µ(t − t′)

D

Dt′
E

}
dt′ (2-249)

und dessen Divergenz

DIV ∆σσσ ≈ −GRAD ∆p(t) −
t∫

−∞

{
µ(t − t′)

D

Dt′
(ROT ROT u)

}
dt′. (2-250)

Für ein inkompressibles Material ist insbesondere ν = 1/2, k sowie λ sind unbestimmt (unendlich) und E = 3µ.
Der inkompressible Fall entsteht bei vorgegebener endlicher Relaxationsfunktion µ(t− t′) durch den Grenzüber-
gang

λ(t − t′) → ∞, DIV u(t) → 0,
∫ t

−∞ λ(t − t′) D
Dt′ (DIV u) dt′ → −∆p(t).

Unter dem Begriff Druck wird in der Kontinuumsmechanik die mit dem Faktor −1/3 multiplizierte Spur des
Spannungstensors verstanden. Da im Falle eines inkompressiblen Mediums der Euler-Lagrange-Tensor und da-
mit das in (2-249) auftretende Integral spurfrei ist, ist die Bezeichnung “Druckinkrement” für die neu eingeführte
Unbekannte ∆p offensichtlich gerechtfertigt.

In einem elastischen Medium wird keinerlei mechanische Energie in Wärmeenergie umgewandelt, vielmehr wird
Energie als Verzerrungsenergie gespeichert. In einem viskoelastischen Medium dagegen wird i. allg. Energie
dissipiert. Konvergieren die Relaxationsfunktionen HIJKL(t− t′) für t → ∞ alle gegen 0, so wird dem Medium
zugeführte mechanische Energie im Lauf der Zeit vollständig in Wärmeenergie umgesetzt; dieser Fall tritt bei
kompressiblen Medien jedoch nicht auf, es wird vielmehr wenigstens ein Teil der zugeführten mechanischen Ener-
gie gespeichert. In einem isotropen kompressiblen Medium beispielsweise konvergiert der Kompressions-Modul
k(t) für t → ∞ nicht gegen 0 – dies würde bedeuten, dass sich das Medium bei einem konstanten hydrostatischen
Druck auf einen ausdehnungslosen Punkt zusammendrücken ließe. Konvergiert µ(t) gegen 0, so spricht man von
einer viskoelastischen Flüssigkeit; konvergiert µ(t) gegen einen endlichen Wert > 0, so spricht man dagegen von
einem viskoelastischen Festkörper. Eine strengere Definition einer viskoelastischen Flüssigkeit fordert zusätzlich
noch, dass sich bei einer zeitlich konstanten einfachen Scherspannung asymptotisch eine stationäre Strömung
einstellt. Diese Forderung ist mit der hier skizzierten linearen Viskoelastizitätstheorie nicht darzustellen, da die
Verschiebungen im Falle einer stationären Strömung i.allg. nicht mehr “klein” sind; siehe hierzu C. Truesdell
und W. Noll 1965.

Bei einer elastischen Flüssigkeit verschwindet der Schermodul µ bzw. dessen Relaxationsfunktion identisch. Es
gilt also

∆σσσ = −∆p · I = k DIVu · I, DIV ∆σσσ = − GRAD ∆p = GRAD (k DIV u) (2-251)

Für diesen Fall sind statische Zustände nahe des Referenzzustandes nur unter zusätzlichen Bedingungen möglich.
Setzt man nämlich in den Bewegungsgleichungen (2-184) den inertialen Term gleich null (̺0 a = 0), dividiert
durch ̺0 und setzt (2-251) ein, so ergibt sich

GRAD < F,u > +
1

̺0
GRAD (k DIV u) + δf − F DIV u = 0

Anwendung des Rotationsoperators ROT ergibt unter der Voraussetzung ROT δf = ROT F = 0

GRAD (
1

̺0
) × GRAD (k DIV u) − GRAD DIV u× F = 0

Unter der Annahme, dass im Referenzzustand die Flächen gleicher Dichte auch Flächen gleichen Kompressions-
moduls k sind, gilt GRAD k × GRAD ̺0 = 0 und damit

GRAD DIV u ×
[
k GRAD (

1

̺0
) + F

]
= 0 (2-252)
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Es lassen sich einfache Fälle konstruieren, für welche die an dem Kreuzprodukt beteiligten Vektoren nicht
parallel sind. Für allgemeine Randbedingungen ist also eine notwendige Bedingung für die Existenz statischer
Zustände nahe des Referenzzustandes

̺2
0F = k GRAD ̺0 (2-253)

Dies ist die Adams-Williamson-Gleichung (in etwas verallgemeinerter Form). Sie lässt sich physikalisch in der
Weise interpretieren, dass ein einzelnes Teilchen, das aus seinem Referenzzustand geringfügig ausgelenkt wird,
infolge der etwas veränderten elastischen Kräfte in seiner neuen Umgebung gerade die Dichte der Teilchen sei-
ner neuen Umgebung annimmt (siehe z.B. V.N. Zharkov (1996 p.62)). Ein solches Verhalten der Parameter
lässt sich in der realen Erde (insbesondere im flüssigen Mantel) nicht erwarten. Führt man jedoch Parame-
terfunktionen ein, welche die Adams-Williamson-Gleichung nicht erfüllen, so treten bei der Berechnung der
Auslenkung u Widersprüche auf (man spricht von Longman’s Paradox, siehe z.B. I.M. Longman (1963), M.A.
Chinnery (1975)). Diese Widersprüche haben zur Auffassung geführt, es sei nicht gerechtfertigt, die Gleichungen
(2-184) durch Einsetzen von (2-251) auf Flüssigkeiten anzuwenden (a.a.O.). Die Adams-Williamson-Gleichung
(2-253) kann jedoch auch in der Weise hergeleitet werden, dass man von einem gegenüber dem Referenzzustand
leicht gestörten hydrostatischen Gleichgewichtszustand ausgeht und diesen ausgehend vom Referenzzustand li-
nearisiert. Tatsächlich existieren also nur in Ausnahmefällen hydrostatische Gleichgewichtszustände nahe dem
Referenzzustand. Dies führt zu Problemen insbesondere bei der Aufstellung von Randbedingungen an der Kern-
Mantel-Grenze.

2–7.4 Laplace-Transformation der konstitutiven Gleichungen; das Biot’sche Korrespondenz-
prinzip

Wenden wir auf die konstitutiven Gleichungen eine Laplace-Transformation an, so vereinfachen sich die Fal-
tungsintegrale zu Produkten der Laplace-transformierten Relaxationsfunktionen und Verzerrungskomponenten.
Wir fordern im folgenden stets

E(t ≤ 0) = 0 (2-254)

Dann folgt für den isotropen Fall aus (2-239), (2-245), (C-2) und (C-3):

∆τ̃IJ = s · 1

3
{3K̃(s) − 2M̃(s)}ẼKLGKLGIJ + 2s · M̃(s)ẼIJ =

= s · 1

3
{3K̃(s) − 2M̃(s)} DIV ũ GIJ + 2s · M̃(s)ẼIJ

(2-255)

sowie ein entsprechender Ausdruck für das Inkrement des Cauchy-Tensors; speziell für inkompressibles Material
folgt aus (2-249) mit Hilfe der Rechenregeln (C-2), (C-3)

∆σ̃σσ(s) ≈ −∆p̃(s)I + 2sµ̃(s)Ẽ

DIV ∆σ̃σσ(s) ≈ −GRAD ∆p̃(s) − sµ̃(s)ROT ROT ũ.

(2-256)

s ist der (eventuell komplexe) Parameter der Laplace-Transformierten; die Laplace-transformierten Größen sind
durch eine Tilde ·̃ gekennzeichnet. Wählt man eine feste, aber beliebige Frequenz s, so gleichen die Laplace-
transformierten viskoelastischen konstitutiven Gleichungen formal den linear elastischen, wobei die Komponen-
ten des Hooke-Tensors nun allerdings frequenzabhängig sind. Man spricht vom Biot’schen Korrespondenzprin-
zip. Es ist daher möglich, Lösungsprinzipien aus der linearen Elastizitätstheorie auf den viskoelastischen Fall zu
übertragen.

2–7.5 Maxwell-Viskoelastizität

Wir benutzen in dieser Arbeit durchgehend das Maxwell-Modell für die Relaxationsfunktion µ(t− t′) (vgl. etwa
R.M. Christensen, 1982, pp. 16-20):

µ(t − t′) = µe exp(−α(t − t′))H(t − t′) (2-257)

Dabei heißt µe (elastischer) Schermodul, α inverse Maxwell-Zeit. H(t − t′) ist wieder die Heaviside-Funktion.
Häufig wird α gemäß

α =
µe

η
(2-258)
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zerlegt; η heißt dynamische Viskosität. Offensichtlich klingt gemäß (2-257) für t → ∞ die Relaxationsfunktion
µ(t− t′) gegen 0 ab; Medien, die durch das Maxwell-Modell beschrieben werden können, erfüllen also die wich-
tigste Voraussetzung einer viskoelastischen Flüssigkeit.

Aus (2-257) ergibt sich durch Laplace-Transformation

µ̃(s) =
µe

s + α
=

ηµe

ηs + µe
(2-259)

2–7.6 Ein eindimensionales Beispiel zur Benutzung des Korrespondenzprinzips

In diesem Unterabschnitt zeigen wir an einem eindimensionalen Beispiel, wie mit Hilfe des Biot’schen Korre-
spondenzprinzips Anfangs-Randwertprobleme viskoelastischer Kontinua gelöst werden können. Vor allem wird
jedoch an diesem Beispiel offensichtlich, dass durch die quasistatische Näherung Defekte entstehen können,
durch die das jeweilige Problem unterbestimmt wird.

Wir betrachten eine nichtvorgespannte, nichtgravitierende viskoelastische Feder der Länge 2L, die an beiden En-
den auf Zug belastet wird. Der Ursprung der Koordinatenachse liege im Mittelpunkt der Feder. Das Spannungs-
Dehnungsgesetz der Feder laute (E(t) ist die Relaxationsfunktion des Young’schen Moduls, u(X) die gesuchte
Auslenkung)

σ(X, t) =

t∫

0

E(t − t′)
∂2u

∂X∂t′
(X, t′) dt′

Dieses Spannungs-Dehnungs-Gesetz ist das eindimensionale Analogon zu (2-240): Statt den Relaxationsfunktio-

nen ĤijKL(t− t′) tritt im eindimensionalen Fall nur die Relaxationsfunktion des Young’schen Moduls E(t− t′)
auf. Der Vorspannungsterm verschwindet im vorliegenden Beispiel. Damit ergibt sich die folgende Bewegungs-
gleichung der Feder:

̺
∂2u

∂t2
(X, t) =

∂σ

∂X
=

t∫

0

E(t − t′)
∂3u

∂X2∂t′
(X, t′) dt′

Die Anfangs- und Randbedingungen sollen folgendermaßen lauten:

u(X, t ≤ 0) = 0,
∂u

∂t
(X, t ≤ 0) = 0

σ(X = L, t) = f(t), σ(X = −L, t) = f(t)

mit der vorgegebenen Funktion (“Boxcar-Funktion”)

f(t) =

{
f0 für 0 < t < 1

0 sonst

}

Wir haben damit eine konstante Belastung der Feder im Zeitraum 0 < t < 1 angenommen. Die Laplace-
Transformierte dieser Funktion ist

f̃(s) =
f0

s
(1 − exp(−s))

Für die Relaxationsfunktion wählen wir nach dem Maxwell-Modell

E(t − t′) := E0 exp(−α(t − t′))H(t − t′) mit α > 0, E0 > 0;

die Laplace-Transformierte dieser Funktion ist

Ẽ(s) =
E0

s + α
.

(Das Maxwell-Modell wurde im vorigen Abschnitt für die Relaxationfunktion des Schermoduls µ eingeführt; es
ist jedoch auch für die Relaxationsfunktion des Young’schen Moduls E realistisch: Beispielsweise ergibt sich für
den inkompressiblen Fall (k → ∞) aus der Tabelle (2-246) die Beziehung E(t) = 3µ(t).)
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Unter den genannten Voraussetzungen soll die Verschiebung u(X, t) der Feder bestimmt werden.

Anwendung der quasistatischen Näherung ̺∂2u
∂t2 = 0 und Laplace-Transformation der Bewegungsgleichungen

ergibt mit Hilfe der Rechenregeln (C-2), (C-3) und Berücksichtigung der Anfangsbedingungen

∂2ũ

∂X2
sẼ(s) = 0,

woraus für s 6= 0
∂2ũ

∂X2
= 0

folgt. Die allgemeine Lösung dieser partiellen Differentialgleichung lautet

ũ(X, s) = ã(s)X + b̃(s)

Die Laplace-Transformierte der Spannungsfunktion wird damit

σ̃(X, s) = s
∂ũ

∂X
Ẽ(s) = sã(s)Ẽ(s).

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die Randbedingungen ergibt sich jeweils dieselbe Gleichung, nämlich

σ̃(L, s) = σ̃(−L, s) = sã(s)Ẽ(s) = f̃(s),

woraus

ã(s) =
f̃(s)

sẼ(s)
=

f0

E0

(s + α)

s2
(1 − exp(−s))

folgt. Offensichtlich ist b̃(s) aus den Randbedingungen nicht bestimmbar! Hätten wir an den beiden Enden ver-
schiedene Randspannungen eingeführt, so wäre sogar bei der Bestimmung von ã(s) ein Widerspruch aufgetreten.
Der Defekt lässt sich heben, wenn wir beispielsweise die Zusatzforderung

u(X = 0, t) = 0 ∀t =⇒ ũ(X = 0, s) = 0 ∀s

aufstellen, die sich aus dem Satz vom Massenmittelpunkt ergibt, da wir ja an beiden Enden der Feder dieselbe
Spannung vorausgesetzt haben. Einsetzen dieser Zusatzbedingung in die allgemeine Lösung führt auf

b̃(s) = 0 ∀s

Einsetzen der Koeffizientenfunktionen ã(s), b̃(s) in die allgemeine Lösung und inverse Laplace-Transformation
ergibt

u(X, t) =






f0

E0
X(1 + αt) für 0 < t < 1

f0

E0
Xα für 1 < t < ∞






Schließlich kann zur Kontrolle die Lösung in das Spannungs-Dehnungsgesetz eingesetzt werden. Dabei ist der
Sprung von u an der Stelle t = 0 in der Ableitung ∂u/∂t′ als Dirac-Puls zu berücksichtigen. Es ergibt sich

σ(X, t) =

{
f0 für 0 < t < 1

0 sonst

}

so dass die quasistatische Gleichgewichtsbedingung und die Randbedingungen für die Spannung offensichtlich
erfüllt sind.

Während etwa bei einer gedämpften elastischen Feder die Auslenkung nach dem Verschwinden der Belastung
wieder gegen null geht, bleibt im Fall der viskoelastischen Feder eine konstante Auslenkung zurück.

Wird der inertiale Term nicht vernachlässigt, so ist im Laplace-Bereich die Gleichung

̺s2ũ =
∂2ũ

∂X2
sẼ(s)
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zu lösen. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung für s 6= 0 ist

ũ(X, s) = C̃1(s) cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]
+ C̃2(s) sinh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]
;

daraus ergibt sich die Spannungsfunktion

σ̃(X, s) = sẼ(s)
∂ũ

∂X
= s

√
̺sẼ(s)

{
C̃1(s) sinh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]
+ C̃2(s) cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]}

Durch Einsetzen der beiden Randbedingungen erhalten wir die Gleichungen

s
√

̺sẼ(s)

{
C̃1(s) sinh

[
−
√

̺s

Ẽ(s)
L

]
+ C̃2(s) cosh

[
−
√

̺s

Ẽ(s)
L

]}
= f̃(s)

s
√

̺sẼ(s)

{
C̃1(s) sinh

[√
̺s

Ẽ(s)
L

]
+ C̃2(s) cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
L

]}
= f̃(s)

Durch Lösung dieses Gleichungssystems folgt

C̃1(s) = 0 C̃2(s) =
f̃(s)

s
√

̺sẼ(s) cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
L

]

und damit

ũ(X, s) =
f̃(s)

s
√

̺sẼ(s)

sinh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]

cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
L

]

Verzichtet man also auf die quasistatische Näherung, so tritt keinerlei Defekt auf! Auch für den Fall unterschied-
licher Randspannungen an den Enden der Feder würde sich hier eine Lösung ergeben; der Massenmittelpunkt
würde sich dann aus dem Koordinatenursprung herausbewegen. Ein erheblicher Vorteil der quasistatischen
Näherung ist hier indessen, dass eine Rücktransformation in den Zeitbereich leicht möglich ist. Dagegen wird
sich die eben hergeleitete Lösung kaum elementar in den Zeitbereich transformieren lassen.
Die quasistatische Näherung wird hier auch durch den Grenzübergang ̺ → 0 realisiert. Wir können leicht zei-
gen, dass sich die vorher hergeleitete Lösung des Problems in quasistatischer Näherung ergibt, wenn wir diesen
Grenzübergang in der vollständigen Lösung durchführen. Es ist nämlich

lim
̺→0

cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
L

]
= 1, lim

̺→0

{
sinh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]
·
[

̺s

Ẽ(s)

]− 1
2

}
= X

und daher

lim
̺→0

f̃(s)

s
√

̺sẼ(s)

sinh

[√
̺s

Ẽ(s)
X

]

cosh

[√
̺s

Ẽ(s)
L

] =
f̃(s)

sẼ(s)
X

Das ist gerade die Lösung, die wir vorher in quasistatischer Näherung erhalten hatten.

Physikalisch lässt sich der aufgetretene Defekt in folgender Weise deuten: Aufgrund der vernachlässigten Trägheits-
kraft sind starre Verschiebungen der Feder möglich, ohne dass dadurch die quasistatische Gleichgewichtsbedin-
gung verletzt würde, da diese ja nur das differentielle Verhalten der Feder bzw. die Relativbewegungen ihrer
Teilchen festlegt.
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2–7.7 Linearisierte Bewegungsgleichungen für ein isotropes, homogen geschichtetes viskoelasti-
sches Kontinuum

Wir setzen nun das erläuterte Materialgesetz eines isotropen, viskoelastischen Kontinuums in die linearisierten
Bewegungsgleichungen des Abschnitts 2-5.3 ein. Wir beschränken uns dabei auf 1. Variante; wir benutzen
die Gleichungen (2-184) und (2-186). Zusätzlich wird eine homogene Schichtung vorausgesetzt, so dass die
Ableitungen der Relaxationsfunktionen in (2-248) verschwinden.

Satz 2-46 :

Die linearisierten Bewegungsgleichungen für ein isotropes, homogen geschichtetes, kompressibles viskoelastisches
Kontinuum lauten im Zeitbereich

̺0a ≈ [̺0(FKUK)|LGLM + ̺0(δf)M − ̺0F
M UK

|K ]GM+

+
t∫

−∞

{
(λ(t − t′) + 2µ(t − t′))

D

Dt′
(UK

|KL)GLM − µ(t − t′)
D

Dt′
(UK

|KLGLM − UM
|KLGKL)

}
dt′GM

= ̺0 GRAD < F,u > +̺0δf − ̺0F DIV u

+
t∫

−∞

{
(λ(t − t′) + 2µ(t − t′))

D

Dt′
(GRAD DIV u) − µ(t − t′)

D

Dt′
(ROT ROT u)

}
dt′

(2-260)
Die linearisierten Bewegungsgleichungen für ein isotropes, homogen geschichtetes, inkompressibles viskoelasti-
sches Kontinuum lauten im Zeitbereich

̺0a ≈ ̺0 δfMGM − δp,K GKM −
t∫

−∞

{
µ(t − t′)

D

Dt′
(UK

|KLGLM − UM
|KLGKL)

}
dt′GM

= ̺0δf − GRAD δp(t) −
t∫

−∞

{
µ(t − t′)

D

Dt′
(ROT ROT u)

}
dt′

(2-261)

Die Laplace-transformierten linearisierten Bewegungsgleichungen für ein isotropes, homogen geschichtetes, kom-
pressibles viskoelastisches Kontinuum lauten

̺0s
2ũ ≈ [̺0(FK ŨK)|LGLM + ̺0(δf̃)M − ̺0F

M ŨK
|K ]GM+

+s
{
(λ̃(s) + 2µ̃(s))ŨK

|KLGLM − µ̃(s)(ŨK
|KLGLM − ŨM

|KLGKL)
}

GM

= ̺0 GRAD < F, ũ > +̺0δf̃ − ̺0F DIV ũ+

+s(λ̃(s) + 2µ̃(s))GRAD DIV ũ− sµ̃(s)ROT ROT ũ

(2-262)

Die Laplace-transformierten linearisierten Bewegungsgleichungen für ein isotropes, homogen geschichtetes, in-
kompressibles viskoelastisches Kontinuum lauten

̺0s
2ũ ≈ ̺0δf̃

MGM − δp̃,K GKM − sµ̃(s)(ŨK
|KLGLM − ŨM

|KLGKL)GM

= − GRAD δp̃(s) − sµ̃(s)ROT ROT ũ + ̺0δf̃

(2-263)

In der Literatur finden sich bereits Lösungen für kompressible geschichtete Erdmodelle, vgl. B. Vermeersen et al.
1996. Allerdings wird dort eine lineare Abhängigkeit der Schwere vom Radius vorausgesetzt, was eigentlich nur
bei homogenen sphärischen Modellen zutrifft. Zudem ist für den Fall von homogen geschichteten kompressiblen
Modellen i.allg. die Adams-Williamson-Gleichung (2-253) verletzt. Diese beiden Probleme sollten in zukünfti-
gen Untersuchungen noch näher betrachtet werden. In der vorliegenden Arbeit beschränken wir uns auf den
inkompressiblen Fall.
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2–8 Randbedingungen

2–8.1 Randbedingungen an der Erdoberfläche

Die Flächenkräfte bzw. Spannungen, die an der Erdoberfläche angreifen, sind überaus vielfältig; sie reichen von
Auflasten aller Art (Eis, Ozeane, Gebirge usw.) bis zu Scherkräften, z.B. Windschubspannungen an Gebirgen.
Darüber hinaus können aber auch Kräfte im Inneren der Erde als Flächenkräfte modelliert werden, man denke
an Spannungen, die an geophysikalischen Diskontinuitäten übertragen werden (z.B. Reibungskopplung an der
Kern-Mantel-Grenze). In der vorliegenden Arbeit beschäftigen wir uns in erster Linie mit Auflasten an der
Erdoberfläche. Diese werden durch die von der Erde selbst erzeugten Schwere gegen die Erdoberfläche gedrückt,
so dass die Richtung des Randspannungsvektors mit der Richtung des Schwerevektors identisch ist. Da wir
von einem hydrostatischen Grundzustand ausgehen, fällt diese Richtung in linearer Näherung auch mit der
Richtung des unverzerrten Normalenvektors der Erdoberfläche zusammen. Die durch eine Auflast verursachte
Randspannung ist in guter Näherung durch

t(n) = σσσ.n ≈ ̺LasthLastΓ =: κΓ (2-264)

gegeben. Hier ist mit ̺Last die mittlere Dichte der Auflast, mit hLast deren Mächtigkeit bezeichnet. (Bei strenger
Rechnung müsste die Spannung durch eine Integration über die Auflast bestimmt werden; der Fehler bleibt
jedoch klein, falls Γ und ̺Last im Bereich der Auflast wenig variieren. Auch müssten bei strenger Rechnung
außer der Zentrifugalkraft weitere Trägheitskräfte berücksichtigt werden.) Das Produkt κ := hLast̺Last kann
als Flächenbelegung mit der Dimension Masse pro Flächeneinheit betrachtet werden. Es ist zu beachten, dass
auch im Grundzustand eine Auflast vorhanden sein kann, falls das hydrostatische Gleichgewicht gewährleistet
bleibt. Es sei aber angenommen, dass κ im gestörten ebenso wie im Grundzustand eine kleine Größe sei, so dass
κ dieselbe Größenordnung besitzt wie ∆κ.
Wir bezeichnen mit xP einen Randpunkt im gestörten Zustand, mit XP denselben Randpunkt im ungestörten
Zustand und linearisieren die Randspannung im Lagrange-Bild:

Lemma2-47 (Linearisierung der Randspannung):

∆t(n)(X) ≈ Γ(X)∆κ(X) = Γ(X)̺Last∆hLast ≈ ∆σσσ.N(X) X ∈ ∂V0 (2-265)

Beweis von Lemma 2-47 :
Mit Hilfe von Σ = −(0)p(XP )I wird

∆t(n)(xP ) ≈ Σ(XP ).∆n(XP ) + ∆σσσ(XP ).N(XP ) = −(0)p(XP )∆n(XP ) + ∆σσσ(XP ).N(XP ), (2-266)

andererseits ist
∆t(n)(xP ) ≈ κ0(XP )∆γγγγγ(XP ) + ∆κ(XP )Γ(XP ) ≈ ∆κ · Γ(XP ). (2-267)

Wir haben hier die lineare Näherung der Rechenregel 1.) in (D-1) benutzt; da κ0 und ∆γγγγγ beide klein erster
Ordnung sind, verschwindet ihr Produkt. Wegen 1 =< n,n >≈< N,N > +2 < N, ∆n >= 1 + 2 < N, ∆n >
ist N ⊥ ∆n. Da N gemäß (2-170) zu Γ parallel ist, gilt auch ∆n ⊥ Γ.

(2-265) liefert drei Randbedingungen. Darüber hinaus existiert eine Randbedingung für das inkrementelle Schwe-
repotential, die i.allg. jedoch nicht lokal darstellbar ist. Mit Hilfe der dritten Green’schen Identität findet man
beispielsweise für das inkrementelle Gravitationspotential

δv(XP ) ≈ − 1

2π

∫ ∫

∂V0

[
1

|XP − XQ|
dδv

dn
(XQ)+ − δv(XQ)

d

dn

1

|XP − xQ|

]
d2XQ XP ∈ ∂V0

wobei
dδv

dn
|+ ≈ dδv

dn
|− − 4πg̺0 < u(XP ),NP > −4πg κ(XP )

Wir verzichten hier darauf, diese Linie weiterzuverfolgen; statt dessen verweisen wir auf das Kapitel 3, wo
sämtliche beteiligten Feldgrößen in Kugelflächenfunktionen entwickelt werden und sich die gesuchte Randbe-
dingung zwanglos ergibt: Das inkrementelle Gravitationspotential im Innern eines Körpers lässt sich zerlegen in
einen Schalen- und einen Kern-Anteil, wobei der erstere durch Störmassen oberhalb des Aufpunktes, der letzte-
re durch Störmassen unterhalb des Aufpunktes verursacht wird. (In der Kugelfunktionsentwicklung entspricht
dem Schalenanteil eine Reihe mit ansteigenden Potenzen von R, dem Kernanteil eine Reihe mit absteigenden
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Potenzen von R. Die Koeffizienten dieser Reihen sind i.allg. selbst noch von R abhängig; ist der Körper in-
kompressibel geschichtet, so sind die Koeffizienten innerhalb einer Schicht konstant.) Am Rand der äußersten
Schicht (Erdoberfläche) wird der Schalenanteil nur durch die Auflast sowie durch die Normalkomponente des
Verschiebungsvektors am Rand erzeugt (siehe hierzu auch (2-206)). Die Trennung von Schalen- und Kernanteil
ist aber nicht mit lokalen Größen möglich.

2–8.2 Randbedingungen an inneren Schichtgrenzen

Um die unbekannten Zustandsgrößen der verschiedenen Schichten miteinander in Beziehung setzen zu können,
werden Randbedingungen auch an den inneren Schichtgrenzen benötigt.
1.) Es liegt nahe zu fordern, dass zumindest der Normalanteil des Verschiebungsvektors stetig sein soll. (Wäre
diese Bedingung verletzt, so könnten im Erdinneren entweder Hohlräume oder Bereiche entstehen, in denen sich
Materie durchdringt.) Einige Autoren untersuchen den Fall, dass nicht der Normalanteil des Verschiebungsvek-
tors selbst, sondern dessen Produkt mit der Massendichte stetig ist, vgl. V. Corrieu et al. (1995), A.M. Forte
und W.R. Peltier (1991). Dieses Modell könnte angebracht sein, wenn Material während der Bewegung seine
Phase ändert, beispielsweise aufschmilzt.

2.) Was den Tangentialanteil des Verschiebungsvektors betrifft, so muss unterschieden werden, ob Haft- oder
Gleitreibung vorliegt (vgl. Z. Martinec (1984)). Bei den meisten Grenzen mag das erstere zutreffen, jedoch
kommt gelegentlich auch das letztere vor, insbesondere an Schichtgrenzen zwischen festem und flüssigem oder
flüssigem und flüssigem Material. So unterscheiden sich die Winkelgeschwindigkeitsvektoren von Mantel und
Kern (vgl. H. Jochmann (1991)), und auch am Meeresboden tritt Gleitreibung auf. Diese Schichtgrenzen, an
denen der Verschiebungsvektor i. allg. unstetig ist, verursachen bei der Modellierung erhebliche Schwierigkei-
ten. (Bereits die Existenz eines Ozeans, der die Erde nicht gleichmäßig bedeckt, führt zu Problemen, da sie zu
lateralen Inhomogenitäten im Grundzustand führt.) Geht man von Haftreibung an der Schichtgrenze aus, so
muss auch der Tangentialanteil des Verschiebungsvektors stetig sein. In der vorliegenden Arbeit fordern wir für
sämtliche inneren Schichtgrenzen die Stetigkeit des Verschiebungsvektors u.

3.) Wie in Abschnitt 2-6.1 ausgeführt, ist sowohl das Euler’sche als auch das Lagrange’sche Inkrement des Gra-
vitationspotentials überall stetig. Dasselbe gilt für die Inkremente des Schwerepotentials.

4.) Die lineare Näherung des Euler’schen Inkrements des Gravitationsvektors ist auch an inneren Schichtgrenzen
i.allg. unstetig; in Abschnitt 2-6.1 wurde die entsprechende Sprungrelation angegeben. Darin kommt nur der
deformatorische Anteil zum Tragen, da wir annehmen, dass nur an der Erdoberfläche eine Auflast vorhanden
ist. In Kapitel 3 wird diese Unstetigkeitsbedingung noch etwas modifiziert.

5.) Aus dem Prinzip “actio gleich reactio” ergibt sich die Stetigkeit des Spannungsvektors t(n) sowie seines
Lagrange’schen Inkrementes an der Schichtgrenze.

Wir setzen für sämtliche Schichten von der Erdoberfläche bis zur Kern-Mantel-Grenze viskoelastisches Verhal-
ten mit nichtverschwindenden Relaxationsfunktion µ(t) voraus. In der Literatur wird häufig die Erdkruste als
elastisch angenommen. Wir setzen hier auch die Erdkruste viskoelastisch mit sehr kleiner inverser Relaxations-
zeit α im Maxwell-Modell an. Das führt auf nahezu dieselben Ergebnisse, jedoch wird der Rechengang dadurch
übersichtlicher, und es ergeben sich zusätzliche Möglichkeiten der Rechenkontrolle.

Zusammengefasst lauten also die Randbedingungen zunächst

[u(X)]± = 0 [∆t(n)(X)]± = 0 [δw(X)]± = 0

[GRAD δw(X)]± ≈ −4πg[̺0]∓ < u(X),NP > NP . X ∈ Si

(2-268)

2–8.3 Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze

Der untere Mantel ist die tiefste Schicht, die in der einschlägigen Literatur und auch in der vorliegenden Arbeit
bei der Berechnung auflastinduzierter Deformationen modelliert wird. Der flüssige Kern würde eine gesonder-
te Behandlung erfordern: Wegen der fehlenden viskoelastischen Rückstellkräfte kann nicht mehr angenommen
werden, dass die Verschiebungen materieller Teilchen gegenüber dem Referenzzustand “klein” bleiben. Die La-
grange’sche Betrachtungsweise wäre also nicht mehr zulässig. Eine dynamische Behandlung des flüssigen Kerns

71



wird wegen der damit verbundenen Schwierigkeiten mit Hilfe gewisser vereinfachender Annahmen in der Regel
umgangen, siehe z.B. M.A. Chinnery (1975). In der vorliegenden Arbeit verwenden wir die folgenden Annahmen:

1.) Die Kern-Mantel-Grenze ist die unterste Schichtgrenze, die durch die Oberflächenlast bzw. die durch sie
verursachte inkrementelle Gravitationskraft eine Deformation erleidet.

2.) Im flüssigen Kern besteht zu jeder Zeit hydrostatisches Gleichgewicht.

Unter diesen Annahmen können Randbedingungen formuliert werden, welche nur noch die unbekannten Feld-
größen des unteren Mantels, nicht aber die des flüssigen Kerns enthalten. Aus der ersten Annahme lässt sich eine
Randbedingung herleiten, die den “Kern”-Anteil des inkrementellen Potentials im unteren Mantel beschreibt.
Diese Bedingung kann nicht lokal formuliert werden; wir geben sie deshalb in Kapitel 3 an.

Die zweite Annahme ermöglicht es, eine Stetigkeitsbedingung für den Normalanteil der Spannung zu formulieren:
Aus (2-168) folgt für den Kern

GRAD δp̃(s) = ̺0δf̃ =⇒ δp̃ = ̺0δw̃

(Die Integrationskonstante verschwindet, weil es sich um inkrementelle Größen handelt und mit ̺0δw̃ ≡ 0 auch
δp̃ ≡ 0 gelten muss.) Aufgrund der zweiten Annahme gilt aber auch

∆t̃(n) = −∆p̃N = −δp̃N− ̺0 < GRAD W, ũ > N = −̺0δw̃N− ̺0 < GRAD W, ũ > N (2-269)

Aufgrund der Stetigkeit des Lagrange’schen Inkrementes der Normalspannung, der Stetigkeit des Störpotentials
und der Stetigkeit des Normalanteils der Radialverschiebung lässt sich diese Gleichung auch durch die ent-
sprechenden Größen des unteren Mantels an der Kern-Mantel-Grenze ausdrücken. Die Größen des Kerns (mit
Ausnahme der bekannten Massendichte) können also vollständig aus der Gleichung eliminiert werden.

Eine weitere Randbedingung ergibt sich aus dem Verschwinden der Tangentialspannung an der Kern-Mantel-
Grenze.

Die erste Annahme stellt eine starke Einschränkung dar, obwohl die Auflast am meisten die Erdkruste, die
tieferliegenden Schichten aber in abnehmendem Maße beeinflussen wird. Die zweite Annahme unterbindet die
Trägheitskräfte mit Ausnahme der Zentrifugalkraft an der Kern-Mantel-Grenze. Inwieweit die Lösungen für die
Verschiebungen und das inkrementelle Gravitationspotential sowie die inkrementelle Rotation durch die An-
nahmen beeinträchtigt werden, sollte in zukünftigen Untersuchungen näher geklärt werden. Eine Auswirkung
besteht darin, dass eine Resonanzstelle der Erdrotation, der “nearly diurnal free wobble”, im beschriebenen
Modell nicht erscheint.

2–9 Globale Drehimpulsbilanz

2–9.1 Defekte der quasistatischen Bewegungsgleichungen

Durch die Vernachlässigung des Trägheitsterms treten in den quasistatischen Bewegungsgleichungen Defekte
auf (siehe hierzu das Beispiel in Abschnitt 2-7.6). Sowohl die Darstellung der inkrementellen Flächenkräfte
als auch die der inkrementellen Gravitationskräfte in einem “körperfesten” Koordinatensystem hängt nur vom
Verzerrungszustand, nicht etwa von der Position und der Orientierung des Körpers im inertialen Raum ab. Das
bedeutet, im Gegensatz zu den originalen Bewegungsgleichungen unterscheiden die quasistatischen nicht zwi-
schen Zuständen mit demselben Verzerrungszustand; werden die “quasistatischen” Feldgleichungen durch ein
bestimmtes Verschiebungsfeld gelöst, so erhält man weitere Lösungen durch Superposition starrer Translatio-
nen und Rotationen. Um diese Defekte zu beheben, müssen die erwähnten Defekte durch Hinzunahme weiterer
Gleichungen behoben werden (wodurch allerdings die gesamte Formulierung inkonsistent wird).

Zum ersten gehen wir im folgenden davon aus, dass sich die Lage des Massenmittelpunktes durch eine angrei-
fende Auflast nicht verändert. Mit dieser Annahme ist der “translative Defekt” behoben. Dass sie nicht ganz
der Realität entspricht, zeigt der folgende Satz:
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Satz 2-48 :

Im Rahmen der obengenannten Näherungen ist die Summe der von den aufliegenden Massen erzeugten Kräfte
auf den Erdkörper gerade gleich dem Randintegral über die Flächenbelegung κ multipliziert mit der Zentrifu-
galbeschleunigung.

Beweis von Satz 2-48 :
Die Kräftesumme, die nach dem Impulssatz der Gesamtmasse mal der Beschleunigung des Massenmittelpunktes
gleicht, ist hier durch die Summe der beiden Integrale in (2-154) gegeben:

MaM =

∫

V(t)

̺f(x, t)d3x +

∫

∂V(t)

t(n)(x, t)d2x. (2-270)

Wir setzen hier gemäß (2-264) die Randspannung

t(n)(xP ) = κ(xP )Γ(xP ) = κ(xP )(g

∫

V

̺(xQ) gradP

1

|xP − xQ|d
3xQ + gradP VZent(xP ))

und als Volumenkraftdichte die von den aufliegenden Massen erzeugte Gravitationskraft

f(xP ) = g

∫

∂V

κ(xQ) gradP

1

|xP − xQ|d
2xQ

ein. Berücksichtigt man gradP = −gradQ und vertauscht in dem ersten Summanden in (2-154) das Volumen-
und das Flächenintegral, so ergibt sich

MaM =

∫

∂V(t)

κ(x) grad VZent(x)d2x. (2-271)

Zur tatsächlichen Änderung des Massenmittelpunktes siehe z.B. D. Dong et al. 1997.

Der “rotatorische Defekt” wird üblicherweise behoben, indem man die ersten integralen Momente der originalen
Bewegungsgleichungen bildet. Die drei antisymmetrischen Momente, die durch Integration des Kreuzproduk-
tes des Ortsvektors mit den Bewegungsgleichungen entstehen, heißen Drehimpulsgleichungen. Noch einmal sei
betont: Bei Verwendung der originalen Bewegungsgleichungen mit geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen
sind die Drehimpulsgleichungen überflüssig.

Die Hinzunahme dieser Gleichungen hat freilich den Vorteil, dass sich daraus der Winkelgeschwindigkeitsvektor
des jeweiligen “körperfesten” Systems ergibt, der sonst in einem weiteren Schritt aus den Definitionsgleichungen
des gewählten Systems berechnet werden müsste, siehe Abschnitt 2-3. Diese Definitionsgleichungen gehen über
die spezielle Form des relativen Drehimpulses HRel implizit in die Drehimpulsgleichungen ein.

2–9.2 Linearisierung der Drehimpulsbilanz, Euler-Liouville-Gleichungen

In Abschnitt 2-3.3 wurden verschiedene rotierende Systeme eingeführt, deren Orientierung bzw. Winkelgeschwin-
digkeitsvektor bezüglich des Inertialsystems als Funktional des (von vornherein unbekannten) Geschwindigkeits-
feldes definiert ist. Mit Hilfe von vereinfachenden Annahmen lassen sich jedoch für einen Teil der Systeme aus
Abschnitt 2-3.3 die Winkelgeschwindigkeitsvektoren aus der globalen Drehimpulsbilanz berechnen, ohne dass
hierzu die Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes notwendig wäre; es genügt vielmehr die Kenntnis der Trägheits-
momente und ihrer zeitlichen Änderungen sowie der angreifenden äußeren Momente. Wir setzen hier wieder
voraus, dass alle Systeme orthonormiert sind.
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Wir zerlegen den Drehimpulsvektor H gemäß

H = J ωωωωω + HRel = J ωωωωω +

∫

V(t)

̺(x, t)(x × vRel)d3x, (2-272)

wobei der erste Teil einer starren Rotation entspricht. Gemäß (2-114) lässt sich die Zeitableitung von H bezüglich
des Inertialsystems wiederum mit

dH

dt
=

d′H

dt′
+ ωωωωω × H =

d′

dt′
(J. ωωωωω + HRel) + ωωωωω × (J. ωωωωω + HRel)

=
d′J

dt′
. ωωωωω + J.

d′ ωωωωω

dt′
+

d′HRel

dt′
+ ωωωωω × (J. ωωωωω) + ωωωωω × HRel

(2-273)

in das körperfeste System überführen. Wir linearisieren diese Gleichung bezüglich eines ungestörten Zustandes:

J = J0 + δJ mit J̄0 = diag (A, B, C),

ωωωωω = Ωē3 + δ ωωωωω =: Ω(m1ē1 + m2ē2 + (1 + m3)ē3).
(2-274)

mi sollte nicht mit den Momentendichten aus Abschnitt 2-5.1 verwechselt werden. m3 gibt die Änderung der po-
laren Komponente der Winkelgeschwindigkeit, also der Tageslänge an; aus m1, m2 lässt sich die Richtungsände-
rung des Winkelgeschwindigkeitsvektors bezüglich des mitrotierenden Systems, also die Polbewegung ableiten.

Im ungestörten Zustand wird also der Trägheitstensor im rotierenden System durch eine Diagonalmatrix mit
den Hauptträgheitsmomenten A, B, C dargestellt; der Winkelgeschwindigkeitsvektor ist im ungestörten Zustand
konstant, hat die Richtung der ē3-Achse und den Betrag Ω. Bezüglich des rotierenden Systems lautet die
Drehimpulsbilanz, aufgelöst in kartesischen Koordinaten (wir lassen ab hier jeweils die oberen Querstriche
weg):

Satz 2-49 (nichtlineare Drehimpulsbilanz):

Ω





δJ̇13 + Aṁ1 + Ω(C − B)m2 − ΩδJ23 + ḢRel
1 − ΩHRel

2

δJ̇23 + Bṁ2 + Ω(A − C)m1 + ΩδJ13 + ḢRel
2 + ΩHRel

1

δJ̇33 + Cṁ3 + ḢRel
3



+

+Ω





(δJ̇11m1 + δJ̇12m2 + δJ̇13m3) + (δJ11ṁ1 + δJ12ṁ2 + δJ13ṁ3) − Ω(δJ21m1 + δJ22m2 + δJ23m3)

(δJ̇21m1 + δJ̇22m2 + δJ̇23m3) + (δJ21ṁ1 + δJ22ṁ2 + δJ23ṁ3) + Ω(δJ11m1 + δJ12m2 + δJ13m3)

+(δJ̇31m1 + δJ̇32m2 + δJ̇33m3) + (δJ31ṁ1 + δJ32ṁ2 + δJ33ṁ3)



+

+Ω





Ωm2m3(C − B) + Ω(δJ33m2 − δJ23m3) + (m2H
Rel
3 − m3H

Rel
2 )

Ωm3m1(A − C) + Ω(δJ13m3 − δJ33m1) + (m3H
Rel
1 − m1H

Rel
3 )

Ωm1m2(B − A) + Ω(δJ23m1 − δJ13m2) + (m1H
Rel
2 − m2H

Rel
1 )



+

+Ω2





δJ31m1m2 + δJ32m
2
2 + δJ33m2m3 − δJ21m1m3 − δJ22m2m3 − δJ23m

2
3

δJ11m1m3 + δJ12m2m3 + δJ13m
2
3 − δJ31m

2
1 − δJ32m1m2 − δJ33m1m3

δJ21m
2
1 + δJ22m1m2 + δJ23m3m1 − δJ11m1m2 − δJ12m

2
2 − δJ13m2m3



 =





M1

M2

M3





(2-275)

Dabei bedeuten M1, M2, M3 die Komponenten des Gesamtmomentes, dargestellt im rotierenden System.

Betrachten wir δJ und δ ωωωωω als kleine Größen 1. Ordnung, so ergibt die oberste Spaltenmatrix des Systems gerade
die linke Seite der Drehimpulsbilanz in linearer Näherung .
Je nach Wahl des bewegten Systems lässt sich der lineare Anteil der Gleichungen (2-275) noch weiter vereinfa-
chen. Für die 4. Variante in Abschnitt 2-3.3 (Tisserand-System) gilt HRel = d′HRel/dt′ = 0, daher in linearer
Näherung

74



Satz 2-50 :

Für das Tisserand-System gilt:

AΩ
d′m1

dt′
+(C − B)Ω2m2 +Ω

d′δJ13

dt′
−Ω2δJ23 ≈ M1

BΩ
d′m2

dt′
+(A − C)Ω2m1 +Ω

d′δJ23

dt′
+Ω2δJ13 ≈ M2

CΩ
d′m3

dt′
+Ω

d′δJ33

dt′
≈ M3 ,

(2-276)

für die 5. Variante (Hauptachsen-System) ist δJij ≡ 0, also

AΩ
d′m1

dt′
+(C − B)Ω2m2 +

d′HRel
1

dt′
−ΩHRel

2 = M1

BΩ
d′m2

dt′
+(A − C)Ω2m1 +

d′HRel
2

dt′
+ΩHRel

1 = M2

CΩ
d′m3

dt′
+

d′HRel
3

dt′
= M3 .

(2-277)

In der vorliegenden Arbeit wird hauptsächlich das Tisserandsystem benutzt; wir gehen von einer im Grundzu-
stand rotationssymmetrischen Erde aus, so dass A = B gilt. Führt man die komplexen Größen
m := m1 + im2, δJ := δJ13 + i δJ23 sowie M := M1 + iM2 ein (i ist die imaginäre Einheit), so lassen sich die
ersten beiden Gleichungen der linearisierten Drehimpulsbilanz in einfacher Weise zusammenfassen:

AΩ
d′m

dt′
− i(C − A)Ω2m + Ω

d′δJ

dt′
+ iΩ2δJ = M

CΩ
d′m3

dt′
+ Ω

d′δJ33

dt′
= M3

(2-278)

In linearer Näherung sind offensichtlich die Gleichungen für die Tageslängenänderung und die Polbewegung
entkoppelt.

Wir werden in den folgenden Abschnitten die Impuls- und Drehimpulsbilanz im Laplace-Bereich lösen. Die
wichtigsten Rechenregeln der Laplace-Transformation sind im Anhang C zusammengefasst. Für die Laplace-
Transformierte einer Funktion f(t) schreiben wir L(f)(s) oder kürzer f̃(s). Die Laplace-Transformation der
Drehimpulsbilanz ergibt

AsΩm̃ − i(C − A)Ω2m̃ + sΩδJ̃ + iΩ2δJ̃ = M̃

CsΩm̃3 + sΩδJ̃33 = M̃3

(2-279)

2–9.3 Änderung des Trägheitstensors und äußere Momente

Wird die Rotation einer gleichförmig rotierenden, viskoelastischen Erde durch Einwirkung von Auflasten (z.B.
Eis) gestört, so erlauben die Gleichungen der Drehimpulsbilanz zwei verschiedene Interpretationen:

1.) Eine mögliche Modellannahme ist, bei der Auflast handele es sich um eine äußere Randspannung, die ein
zugehöriges äußeres Moment erzeugt. Da ja die Auflast aus einer Massenumlagerung nahe der Erdoberfläche
entsteht (beispielsweise verdunstet Wasser aus den Ozeanen und wird auf dem Festland als Schnee oder Eis
abgelagert), treten positive und negative Randspannungen auf. Durch die Auflast werden Spannungen und
dadurch Verschiebungen erzeugt, so dass sich auch der Trägheitstensor ändert. Jedoch wird die Auflast selbst
gemäß dieser Modellvorstellung nicht in die Änderung des Trägheitstensors einbezogen.

2.) Die Auflast wird als zum Erdkörper gehörig betrachtet und daher ihr Effekt in der Änderung des Trägheits-
tensors berücksichtigt – zusätzlich zu der Änderung, die durch Verschiebungen im Erdinneren entstehen. Nach
dieser Modellvorstellung gibt es keine äußeren Momente (falls nicht zusätzlich die Gezeitenwirkungen der Him-
melskörper betrachtet werden), die Euler-Liouville-Gleichungen sind in diesem Sinne homogen.
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Diese Annahme wird nur für die Drehimpulsbilanz getroffen; in der linearisierten Impulsbilanz muss die Auflast
also durch eine äußere Randspannung approximiert werden.

Beide Interpretationen lassen offen, welche Übertragungen von Drehimpuls – beispielsweise zwischen Sonne und
Erde oder zwischen Ozean und Atmosphäre – während der Umlagerung selbst stattfinden. Es handelt sich
dabei um einen komplexen meteorologischen Vorgang, der in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet
werden soll. Wir nehmen hier an, dass die Last momentan umgelagert wird und sich am neuen Ort (zumindest
eine kurze Zeit lang) in Ruhe befindet. Es stellt sich jedoch die Frage, ob die beiden genannten Interpretatio-
nen der Drehimpulsbilanz auf dasselbe Ergebnis führen. Antwort darauf gibt ein Satz, der die Gleichheit der
entsprechenden Ausdrücke in der Drehimpulsbilanz sicherstellt:

Satz 2-51 :

Für die Drehimpulsbilanz ist es in linearer Näherung gleichbedeutend, ob die Auflast in den inkrementellen
Trägheitstensor einbezogen wird oder ob die Auflast als momenterzeugende äußere Kraftdichte behandelt wird.
Ebenso ist die Definition des Tisserandsystems von dieser Entscheidung in linearer Näherung unabhängig.

Beweis von Satz 2-51 :

Wie vorher näher erläutert, modellieren wir die Auflast als Flächendichte κ(X) mit der Dimension Masse pro
Flächeneinheit. Betrachten wir das Moment der Auflast, so haben wir den Anteil der Flächenkraft (Auflast
drückt auf die Erdoberfläche) und den gravitativen Anteil (Auflast zieht die Massenelemente der Erde an) zu
berücksichtigen.

Der von der Auflast erzeugte Gravitationsvektor in einem beliebigen Massenelement der Erde lautet

γγγγγLast(X) =

∫

∂V′

κ(X′) (X′ − X)

|X− X′|3 d2X′ (2-280)

Das dadurch erzeugte äußere Moment ist

MGrav = g
∫

V
̺(X)X × γγγγγLast(X) d3X = g

∫

V
̺(X)X ×

[ ∫

∂V′

κ(X′) (X′ − X)

|X − X′|3 d2X′
]

d3X

= −
∫

∂V′

κ(X′)X′ ×
[
g
∫

V
̺(X)

(X − X′)

|X− X′|3 d3X

]
d2X′ = −

∫

∂V′

κ(X′)X′ × γγγγγGrav(X
′) d2X′

(2-281)

Die Kraft pro Flächeneinheit, welche die Auflast erzeugt, ist in linearer Näherung κγγγγγ, das zugehörige Moment
lautet

MRandspannung =

∫

∂V

κ(X)X × γγγγγ(X) d2X (2-282)

Im resultierenden Moment als der Summe aus gravitativem Moment und Flächenkraft-Moment verbleibt somit
gerade das Moment des Zentrifugal-Anteils des Schwerevektors:

M = MGrav + MRandspannung ≈
∫

∂V

κ(X)X × γγγγγZent(X) d2X (2-283)

In linearer Näherung genügt es, den Term 0-ter Ordnung für γγγγγZent einzuführen, der einem konstanten Winkel-
geschwindigkeitsvektor entspricht; wir wählen wieder Ω = Ωez. Damit wird
ΓZent = Ω2X− < Ω,X > Ω = Ω2(X − Zez) und

M ≈ Ω2

∫

∂V

κ(X) (−Y Zex + XZey) d2X (2-284)

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit dem Term, den wir in der Drehimpulsbilanz erhalten, wenn wir statt
dessen die Auflast als zum Körper gehörig betrachten. Auf der linken Seite der Gleichungen (2-276) erscheinen

die Ausdrücke Ωd′δJ13

dt′ −Ω2δJ23 in der ersten Zeile (x-Komponente) bzw. Ωd′δJ23

dt′ + Ω2δJ13 in der zweiten Zeile
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(y-Komponente). Mit der Definition (2-137) wird

δJ23 =

∫

∂V

κ(X) (−Y Z) d2X, δJ13 =

∫

∂V

κ(X) (−XZ) d2X,

so dass diese Ausdrücke bis auf das Vorzeichen gerade gleich den Momenten Mx bzw. My sind. Die Terme
mit den relativen Zeitableitungen der Trägheitsmomente verschwinden in linearer Näherung, denn gemäß dem
Durchziehsatz ist beispielsweise

d′δJ13

dt′
=

∫

∂V

κ(X) (−Xvy − Y vx) d2X,

wobei sowohl κ als auch vx, vy kleine Größen sind. Entsprechend ist auch das Tisserand-System in linearer
Näherung unabhängig davon, ob die Auflast bei der Definition berücksichtigt wird oder nicht.
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3. Kontinuumsmechanische Elemente eines viskoelastischen,
homogen geschichteten, sphäroidischen Erdmodells –
dargestellt in Kugelflächenfunktionen

Wir entwickeln die im Kapitel 2 auftretenden Feldgrößen in skalaren, vektoriellen bzw. tensoriellen Kugel-
flächenfunktionen (im folgenden abgekürzt mit Kff). Die Definitionen der Kff sind im Anhang A aufgeführt.
Die skalaren und vektoriellen Kff werden jeweils alternativ reell und komplex definiert. Die Zahl der Kff –
ebenso wie die der zugehörigen Koeffizienten – eines bestimmten Grades ist bei der reellen und der komplexen
Definition dieselbe. Die Trennung der komplexen Kff-Koeffizienten eines Grades in Real- und Imaginärteile
ergibt eine redundante Information: Die Real- und Imaginärteile der Koeffizienten von negativer Ordnung m
lassen sich durch die Real- und Imaginärteile der Koeffizienten der positiven Ordnung |m| ausdrücken. Die nega-
tiven Ordnungen können daher bei den komplexen Kff weggelassen oder zur Rechenkontrolle verwendet werden.

Während die reellen Kff einfacher zu berechnen und zu interpretieren sind, erlauben die komplexen Kff ei-
ne einfachere Rekombination: Produkte von Kff lassen sich i. allg. wieder als endliche gewichtete Summe von
Kff darstellen. Die zugehörigen Koeffizienten besitzen im Falle der komplexen Kff angenehme Symmetrieei-
genschaften, welche insbesondere die Berechnung nichtsphärischer Erdmodelle erleichtern. Zudem lässt sich die
Polbewegung bzw. Polwanderung durch nur einen einzigen komplexen Kff-Koeffizienten darstellen (nämlich
denjenigen vom Grad 2 und der Ordnung ±1). Wir benutzen daher in dieser Arbeit im wesentlichen die komple-
xen Kff (die skalaren komplexen Kff werden hier mit Yl,m bezeichnet). Neben den im Anhang A angegebenen
Definitionen sind in der Literatur noch alternative Definitionen gebräuchlich, die sich aber meist nur durch die
Normierung (also einen konstanten Faktor) unterscheiden.

Fast alle Formeln dieses und der folgenden Abschnitte gelten nur in linearer, sphäroidischer Approximation.
Wir verzichten im folgenden auf das Näherungszeichen ≈ und verwenden das Gleichheitszeichen.

3–1 Das sphärische Koordinatensystem {R, Λ, Φ} und das quasisphärische System
{R̄, Λ̄, Φ̄}

Wir benutzen im folgenden häufig das sphärische Koordinatensystem. Da wir stets im Lagrange-Bild arbeiten,
notieren wir die Koordinaten mit Großbuchstaben. Es bedeuten wie üblich Λ die zentrische Länge, Φ die zen-
trische Breite, R den zentrischen Abstand.

Zusätzlich führen wir ein Koordinatensystem ein, das sich besser als das Kugelkoordinatensystem zur Darstellung
der Randbedingungen eignet. Die Äquipotentialflächen des Schwerepotentials im hydrostatischen Grundzustand
sowie die Grenzflächen der Dichte (die, wie im Abschnitt 2-5.2 gezeigt, mit Äquipotentialflächen zusammen-
fallen) sind für den Fall eines rotierenden Erdmodelles keine Kugeln, sondern Rotations-Sphäroide. In linearer
Näherung ergeben sich Flächen, deren zentrischer Abstand durch eine Linearkombination der zonalen Kff vom
Grad 2 und vom Grad 0 als Funktion der zentrischen Breite dargestellt werden kann. Insbesondere ist im
hydrostatischen Grundzustand die Erdoberfläche ein Rotationssphäroid. Die Sphäroide unterscheiden sich von
Rotationsellipsoiden nur durch Terme quadratischer und höherer Ordnung in der Exzentrizität bzw. Abplattung.

Für die Darstellung der Randbedingungen ist es von Vorteil, wenn die Rand- bzw. Grenzflächen gerade mit Ko-
ordinatenflächen zusammenfallen. Bei den Kugelkoordinaten gilt dies i. allg. nicht. Wir behalten die zentrische
Länge und Breite als Koordinaten Λ̄, Φ̄ bei, ersetzen jedoch den Abstand vom Ursprung R durch eine Koordina-
te R̄, welche auf sphäroidischen Koordinatenflächen konstant ist. Für beliebige Punkte gilt Λ̄ = Λ, Φ̄ = Φ. Wir
benutzen verschiedene Symbole, weil sich beispielsweise die partiellen Ableitungen nach Φ und Φ̄ unterscheiden.
(Bei den partiellen Ableitungen nach Φ werden Λ und R, bei den partiellen Ableitungen nach Φ̄ werden Λ̄
und R̄ festgehalten.) So liegt etwa der Basisvektor GΦ in der Tangentialebene an eine zentrische Kugel, der
Basisvektor GΦ̄ dagegen in der Tangentialebene an ein zentrisches Sphäroid.

Das gewählte Koordinatensystem hat den Nachteil, dass es i. allg. nicht orthogonal ist, dass sich also die Koordi-
natenlinien nicht senkrecht schneiden und die Matrix des Metriktensors auch nichtverschwindende Außerdiagonal-
elemente besitzt. In der Geodäsie sind durchaus auch ellipsoidische orthogonale Koordinatensysteme gebräuch-
lich, vgl. N.C. Thong, E.W. Grafarend (1989) sowie die dort aufgeführte Literatur. Bei diesen Systemen kann
aber jeweils nur ein Parameter frei gewählt werden, beispielsweise die Exzentrizität einer bestimmten Rand- bzw.
Grenzfläche. Damit liegen dann die Exzentrizitäten sämtlicher Koordinatenflächen fest. I. allg. kann damit also
nur erreicht werden, dass eine einzige Grenzfläche Koordinatenfläche ist. Diese Einschränkung ist beispielsweise
bei den geodätischen Randwertproblemen für den Außenraum der Erde ohne Belang, da nur eine Randfläche
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auftritt. Dagegen sind bei realistischen Erdmodellen eine Vielzahl von inneren Grenzflächen zu beachten, deren
Exzentrizität durch den hydrostatischen Grundzustand festgelegt wird.

Wir wählen R̄ als den mittleren Abstand der sphäroidischen Koordinatenflächen vom Ursprung im Sinne von
(A-106). Mit (A-107) lautet die Transformation zwischen den Kugel- und den quasisphärischen Koordinaten:

Λ = Λ̄ Φ = Φ̄ R = R(Φ̄, R̄) = R̄(1 − e2(R̄)

3
√

5
Y2,0(Λ̄, Φ̄)). (3-1)

Dabei ist die Exzentrizität e2 der sphäroidischen Koordinatenflächen i. allg. selbst eine Funktion von R̄. Die
Jacobi-Matrix Jqk der Transformation zwischen quasisphärischen und kartesischen Koordinaten lautet

Jqk =





−R cos Φ̄ sin Λ̄
∂R

∂Φ̄
cos Φ̄ cos Λ̄ − R sin Φ̄ cos Λ̄

∂R

∂R̄
cos Φ̄ cos Λ̄

R cos Φ̄ cos Λ̄
∂R

∂Φ̄
cos Φ̄ sin Λ̄ − R sin Φ̄ sin Λ̄

∂R

∂R̄
cos Φ̄ sin Λ̄

0
∂R

∂Φ̄
sin Φ̄ + R cos Φ̄

∂R

∂R̄
sin Φ̄




, (3-2)

die Jacobi-Matrix Jsq der Transformation zwischen quasisphärischen und Kugel-Koordinaten ist

Jsq =





∂Λ

∂Λ̄

∂Λ

∂Φ̄

∂Λ

∂R̄
∂Φ

∂Λ̄

∂Φ

∂Φ̄

∂Φ

∂R̄
∂R

∂Λ̄

∂R

∂Φ̄

∂R

∂R̄




=





1 0 0

0 1 0

0 − R̄e2

3
√

5

∂Y2,0

∂Φ̄
1 − Y2,0

3
√

5
(e2 + R̄

de2

dR̄
)




. (3-3)

Die Gauß’schen Basisvektoren lauten:

GΛ̄ :=
∂X

∂Λ̄
= R̄(1 − e2Y2,0

3
√

5
) cos Φ̄eΛ GΛ̄ = (1 +

e2Y2,0

3
√

5
)

1

R̄ cos Φ̄
eΛ

GΦ̄ :=
∂X

∂Φ̄
= − R̄e2

3
√

5

∂Y2,0

∂Φ̄
eR + R̄(1 − e2Y2,0

3
√

5
)eΦ GΦ̄ =

1

R̄
(1 +

e2Y2,0

3
√

5
)eΦ

GR̄ :=
∂X

∂R̄
= (1 − Y2,0

3
√

5
(e2 + R̄

de2

dR̄
))eR GR̄ = (1 +

Y2,0

3
√

5
(e2 + R̄

de2

dR̄
))eR +

e2

3
√

5

∂Y2,0

∂Φ̄
eΦ

= R00 + (e2 + R̄
de2

dR̄
)
R2,0

3
√

5
−
√

2

15
e2S2,0

(3-4)

Das quasisphärische System ist i. allg. nicht orthogonal. Die Koordinatendarstellung des kovarianten Metrik-
tensors lautet

G =





R2 cos2 Φ̄ 0 0

0 (
∂R

∂Φ̄
)2 + R2 ∂R

∂R̄

∂R

∂Φ̄

0
∂R

∂R̄

∂R

∂Φ̄
(
∂R

∂R̄
)2




≈





R2 cos2 Φ̄ 0 0

0 R2 ∂R

∂Φ̄

0
∂R

∂Φ̄
(
∂R

∂R̄
)2




(3-5)

Daraus folgt in linearer Näherung das Volumenelement

d3X = R2 ∂R

∂R̄
cos Φ̄ dΛ̄ dΦ̄ dR̄ = R2(1 − e2

3
√

5
Y2,0 −

R̄

3
√

5

de2

dR̄
Y2,0) cos Φ̄ dΛ̄ dΦ̄ dR̄ (3-6)

Der Normalenvektor N eines Koordinaten-Sphäroids ist in linearer Näherung

N = GR̄ / |GR̄| = R00 −
√

2

15
e2S2,0 (3-7)
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3–2 Modifizierte vektorielle Kugelfunktionen (vektorielle Sphäroidfunktionen)

Bei der Betrachtung radialsymmetrischer Erdmodelle und ihrer Deformationen erweisen sich die vektoriellen
Kugelfunktionen {Rl,m, Sl,m, Tl,m}, wie sie in Anhang A-2 definiert sind, als mächtiges Hilfsmittel. Wird bei-
spielsweise ein Verschiebungsfeld als Summe vektorieller Kugelfunktionen dargestellt, so lassen sich zum einen
die flächennormalen und die tangentialen Anteile des Verschiebungsfeldes direkt ablesen; zum anderen führt die
Anwendung des Divergenz- und des Rotationsoperators auf die Bewegungsgleichungen zu teilweise entkoppel-
ten Gleichungssystemen. Dank der letztgenannten Eigenschaft können die vektoriellen Kugelfunktionen auch
im Fall eines Erdmodells mit homogenen sphäroidischen Schichten benutzt werden, um die allgemeine Lösung
der Bewegungsgleichungen zu konstruieren. Die Abweichung des Modells von der Radialsymmetrie kann dabei
mittels einer Störungsrechnung berücksichtigt werden.

Dennoch erscheint es wünschenswert, zusätzlich vektorielle Basisfunktionen zur Verfügung zu haben, die sich
an der Richtung der Flächennormalenvektoren der sphäroidischen Koordinatenflächen R̄ = const orientieren.
Zum einen möchte man Vektorfelder zur geophysikalischen Interpretation in normale und tangentiale Antei-
le zerlegen können, zum anderen vereinfachen sich dadurch in manchen Fällen die Randbedingungen an den
Schichtgrenzen. Dies gilt z.B. an der Grenze zwischen dem Mantel und dem flüssigen Kern, wo die Scherspan-
nung verschwindet, oder an der Erdoberfläche, wo im Fall einer Belastung durch aufliegende Massen ebenfalls
nur Normalspannungen vorhanden sind.

Aus diesen Gründen definieren wir in diesem Abschnitt Basisfunktionen {R̄l,m, S̄l,m, T̄l,m}. Insbesondere
fordern wir, dass die “Sphäroidfunktionen” R̄l,m orthogonal zum jeweiligen Koordinaten-Sphäroid R̄ = const
des quasi-sphärischen Systems stehen und dass die Sphäroidfunktionen S̄l,m, T̄l,m tangential zum Koordinaten-
Sphäroid sein sollen. Dadurch wird folgende zu (A-30) analoge Definition nahegelegt:

R̄l,m(Λ̄, Φ̄) := Yl,m(Λ̄, Φ̄) N

S̄l,m(Λ, Φ) :=
−R√
l(l + 1)

GRADS Yl,m(Λ̄, Φ̄)

T̄l,m(Λ, Φ) := N× S̄l,m

(3-8)

Dabei bezeichnet GRADS den Flächengradienten bezüglich der jeweiligen Sphäroidfläche. (Der Flächengradient
wird analog zum räumlichen Gradienten durch

GRADS F (yα) := F,β Gβγ Gγ

definiert, wobei jedoch α, β, γ ∈ {1, 2} gilt. yα sind die Gauß’schen Parameter der jeweiligen Fläche, auf die
sich der Flächengradient bezieht, im vorliegenden Falle also y1 = Λ̄, y2 = Φ̄. Die Matrix [Gβγ ] enthält die
kontravarianten Metrikkoeffizienten der Fläche, ergibt sich im vorliegenden Fall somit als die Inverse der linken
oberen 2× 2-Untermatrix von (3-5). Der Flächengradient liegt in der Tangentialebene des jeweiligen Koordina-
tensphäroids.

Die drei Basisfunktionen mit gleichem Grad l und gleicher Ordnung m sind orthogonal. Analog zum sphärischen
Fall gilt auch

S̄l,m = −N× T̄l,m
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Abgesehen von Gliedern der Ordnung e4 ergibt sich aus den obigen Definitionen mit Hilfe von (A-87), (A-93),
(A-95) :

R̄l,m(Λ̄, Φ̄) := Yl,m(Λ̄, Φ̄)N = Yl,m(Λ̄, Φ̄)[eR −
√

2

15
e2S2,0]

= Rl,m(Λ̄, Φ̄) +

√
2

15
e2

{√
2(l − 2)

3(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)Sl−2,m +

√
5

2

im√
l(l − 1)

C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m−

−
√

3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)Sl,m +

√
5

2

im√
(l + 1)(l + 2)

C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m−

−
√

2(l + 3)

3(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Sl+2,m

}

S̄l,m(Λ̄, Φ̄) :=
−R√
l(l + 1)

GRADS Yl,m = Sl,m +

√
2

15
e2 < Sl,m, S2,0 > eR =

= Sl,m +

√
2

15
e2

{√
2(l + 1)

3l
C(l, 2, l − 2; m, 0)Rl−2,m +

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)Rl,m−

−
√

2l

3(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Rl+2,m

}

T̄l,m(Λ̄, Φ̄) := N × S̄l,m = Tl,m −
√

2

15
e2(S2,0 × Sl,m) = Tl,m +

ime2

√
3l(l + 1)

Y1,0Rl,m =

= Tl,m +
im e2

√
3l(l + 1)

[C(l, 1, l − 1; m, 0)Rl−1,m + C(l, 1, l + 1; m, 0)Rl+1,m]

(3-9)

Eine genauere Berechnung (mit Gliedern der Ordnung e4) erübrigt sich, da das quasisphärische Koordinaten-
system selbst nur bis zur Ordnung e2 festgelegt wurde.
Man kann im übrigen S̄l,m bzw. T̄l,m auch so definieren, dass man von Sl,m bzw. Tl,m die Anteile abzieht, die
in Richtung des Normalenvektors des Sphäroids zeigen:

S̄l,m = Sl,m− < Sl,m, N > N

T̄l,m = Tl,m− < Tl,m, N > N

Wie man leicht nachrechnet, kommt man damit auf dasselbe Ergebnis wie vorher.

3–3 Hydrostatischer Grundzustand und Normalschwerefeld

Die Bestimmung der Feldgrößen des hydrostatischen Grundzustandes lässt sich in linearer Näherung auf die
Lösung der Clairaut’schen Differentialgleichung zurückführen. Wir verweisen auf die ausführlichen Darstellungen
in A.C. Clairaut (1743), Z. Kopal (1960), H.W. Mikolaiski (1989), J. Wahr (1980), F.A.Dahlen (1972) und
beschränken uns hier darauf, die wichtigsten Ergebnisse aufzuführen und ihre Herleitung kurz zu skizzieren.
Im Detail betrachten wir einen Spezialfall, nämlich das Modell eines ellipsoidisch geschichteten Körpers, dessen
Schichten konstante Massendichte aufweisen.
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Das hydrostatische Gleichgewicht ist durch die Gleichungen (2-167), (2-170) sowie (2-194) charakterisiert:

V Grav(X) = G

∫

R3

̺0(XQ)

|X − XQ|d
3XQ

V Zent(X) =
1

2
(Ω2R2− < ΩΩΩΩ,X >2)

ΓΓΓΓΓ(X) = GRAD W (X) = GRAD (V Grav(X) + V Zent(X))

Σ(P, t0) = ττττ0(P, t0) = −p0(P, t0) I

−GRAD p0 + ̺0ΓΓΓΓΓ = 0

(3-10)

Als Randbedingung kann gefordert werden, dass der Druck p0 an der Erdoberfläche verschwindet.
Da die Abhängigkeit der Massendichte der Erde vom Radius aus seismischen Beobachtungen relativ gut bekannt
ist, liegt es nahe, die Massendichte ̺0 als bekannt vorzugeben. Aus der abgeleiteten Gleichung (2-170)

GRAD ̺0 × ΓΓΓΓΓ = 0 (3-11)

geht jedoch hervor, dass die Funktion ̺0(Λ, Φ, R) nicht frei gewählt werden kann, da bei bekannter Winkelge-
schwindigkeit der Schwerevektor nur noch von der Massenverteilung im Erdinneren abhängt.

Für eine “nichtrotierende” Erde mit radialsymmetrischer Massenverteilung ist (2-170) offensichtlich erfüllt, da
in diesem Fall sowohl die Flächen gleicher Dichte als auch die Äquipotentialflächen Kugeln sind. Somit sind
Dichtegradient und Schwerevektor parallel. Es bietet sich daher bei der Konstruktion einer hydrostatischen
Gleichgewichtsfigur an, von einem radialsymmetrischen Modell für die Dichte und das Potential auszugehen:

̺r := ¯̺(R)

Wr := W̄ (R) =
4πG

R

R∫

0

¯̺(RQ)R2
Q dRQ + 4πG

RE∫

R

¯̺(RQ)RQ dRQ +
Ω2R2

3

pr := p̄(R) = −
RE∫

R

¯̺(RQ)
dW̄ (RQ)

dRQ
dRQ

(3-12)

RE bedeutet den Erdradius. Im Schwerepotential dieses fiktiven Modells ist der radialsymmetrische Teil des
Zentrifugalpotentials (der Term vom Grad 0 in der Kugelfunktionsentwicklung des Zentrifugalpotentials) bereits
enthalten (insofern ist der Ausdruck “nichtrotierend” unzutreffend). Das Zentrifugalpotential V Zent eines mit
dem konstanten Winkelgeschwindigkeitsvektor Ω = Ω eZ rotierenden Systems lautet gemäß (2-213)

V Zent =
1

2
Ω2R2 cos2 Φ =

Ω2R2

3
(1 − Y2,0(Φ)√

5
) (3-13)

(Die Entwicklung der Trägheitskraftdichten in Kugelfunktionen findet sich in Abschnitt 3-4.2)

Die Massendichte ̺r = ¯̺(R) wird als Funktion des Radius vorgegeben; ein häufig verwendetes Modell ist PREM
von A. Dziewonski, D. Anderson (1981). Das Schwerepotential Wr und die Dichte pr ergeben sich dann aus der
gewählten Dichteverteilung gemäß (3-12).

Die Abweichung von der Kugelsymmetrie wird (in der Natur wie im Modell) durch die Rotation der Erde bzw.
der daraus resultierenden Zentrifugalkraft erzeugt. Sie wird mit Hilfe einer Störungsrechnung modelliert:

Durch den störenden Anteil der Zentrifugalkraft werden die sphärischen Isoflächen der Feldgrößen zu Rotati-
onssphäroiden deformiert. Aus (2-168) und (2-170) geht hervor, dass die Flächen gleicher Dichte auch Flächen
gleichen Potentials und Flächen gleichen Drucks sind. Jedes Sphäroid ist also eine Isofläche aller drei Feld-
größen. Man definiert nun das quasisphärische Koordinatensystem in der Weise, dass die gestörten Isoflächen
der Feldgrößen die Koordinatenflächen R̄ = const sind. Daraus folgt, dass die Feldgrößen ̺0, p0 und W als
Funktionen nur der Veränderlichen R̄ dargestellt werden können. Die Aufgabe besteht dann im wesentlichen
darin, die Abweichungen der Isoflächen von Kugeln, i.e. die Exzentrizität der Rotationssphäroide zu bestimmen.
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Lemma3-1 :

Es sei die Massendichte ̺0 = ¯̺(R̄) als Funktion der quasisphärischen Koordinate R̄ vorgegeben. Dann erfüllt
die Exzentrizität der sphäroidischen Isoflächen von Dichte, Schwerepotential und Druck die Clairaut’sche Dif-
ferentialgleichung

R̄2 d2e2

dR̄2
+ 6

¯̺(R̄)

¯̺m(R̄)
(R̄

de2

dR̄
+ e2(R̄)) − 6e2(R̄) = 0 (3-14)

mit den Randbedingungen

GM

{
2e2(RE)

R3
E

+
1

R2
E

de2

dR̄
|RE

}
= 5Ω2,

de2

dR̄
|R̄=0 = 0. (3-15)

Dabei ist

M := 4π

RE∫

0

¯̺(R)R2 dR,

die Gesamtmasse des Modells und

¯̺m(R̄) :=
3

R̄3

R̄∫

0

¯̺(RQ)R2
Q dRQ

ein Mittelwert der Dichte zwischen Mittelpunkt und aktueller Koordinatenfläche R̄.
Für das Schwerepotential und den Druck gilt:

p0 = p̄(R̄), W = W̄ (R̄) (3-16)

(wobei die Funktionen p̄, W̄ durch (3-12) definiert sind).

Der Beweis des Lemmas findet sich in der zu Anfang des Unterabschnitts angegebenen Literatur.

Beweisskizze:
Das Newton-Integral der vorgegebenen Dichteverteilung ̺0 = ¯̺(R̄) wird als Kugelfunktions-Entwicklung dar-
gestellt, indem der reziproke Abstand gemäß (A-19), (A-20) entwickelt wird. Das Ergebnis wird mit Hilfe von
(3-1) in linearer Näherung auf quasisphärische Koordinaten transformiert. Es folgt

W (R̄P ) = 4πG





1

R̄P

R̄P∫

0

¯̺(R̄Q)R̄2
Q dR̄Q +

RE∫

R̄P

¯̺(R̄Q)R̄Q dR̄Q





+

Ω2R̄2

3
+

+4πG
Y2,0(ΦP )

3
√

5





e2

P

R̄P

R̄P∫

0

¯̺(R̄Q)R̄2
Q dR̄Q − 1

R̄3
P

R̄P∫

0

¯̺(R̄Q)R̄4
Q (e2

Q +
R̄Q

5

de2
Q

dR̄Q
) dR̄Q−

− R̄2
P

5

RE∫

R̄P

¯̺(R̄Q)
de2

Q

dR̄Q

dR̄Q





− Ω2R̄2 Y2,0(ΦP )

3
√

5

Da das Ergebnis nicht von Φ, sondern nur von R̄ abhängen darf, muss die Summe der Ausdrücke in der zweiten
und der dritten Zeile verschwinden. Dies ergibt eine Integro-Differentialgleichung für e2, die durch geeignetes
Differenzieren in die Clairaut-Gleichung überführt werden kann. Als Ergebnis für das Schwerepotential verbleibt
die erste Zeile, die offensichtlich mit W̄ (R̄) übereinstimmt. Die Randbedingung an der Erdoberfläche folgt aus
der ursprünglichen Integro-Differentialgleichung, die zweite Randbedingung aus der Clairaut’schen Dgl. und der
Differenzierbarkeit von ̺0 im Erdmittelpunkt.
Das Ergebnis für den Druck ergibt sich unmittelbar aus (2-168) und der Randbedingung p0(R̄ = RE) = 0.

Aus den Gleichungen (3-1), (3-16) folgt, dass der mittlere Radius der Isoflächen im Sinne von (A-106) durch
die Störung des radialsymmetrischen Modells nicht geändert wird. Dies gilt nur, falls das “radialsymmetrische”
Schwerepotential gemäß (3-12) bereits den radialsymmetrischen Anteil des Zentrifugalpotentials enthält.

Selbstverständlich kann auf die physikalische Interpretation der Herleitung des Referenzzustandes (“Anschalten
der Rotation und Berechnung deren Auswirkung auf das radialsymmetrische Modell”) ganz verzichtet werden.
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Falls die Funktion e2(R̄) die Clairaut’sche Gleichung erfüllt, ist mit ̺0 = ¯̺(R̄) ein hydrostatischer Grundzustand
gegeben, was sich durch Einsetzen in das Newton-Integral beweisen lässt.

Die Zusatzterme ̺0 − ̺r usw, die sich infolge der Zentrifugalkraft ergeben, lassen sich durch eine Taylor-
Entwicklung der Lösung (3-16) isolieren. In linearer Näherung folgt

̺0 = ̺0(Λ, Φ, R) = ¯̺(R̄) = ¯̺(R) +
∂ ¯̺(R)

∂R
(R̄ − R) usw,

und durch Kombination mit (3-1) erhält man

̺0(Λ, Φ, R) = ¯̺(R) +
∂ ¯̺(R)

∂R
R

e2(R)

3
√

5
Y2,0(Φ̄)

p0(Λ, Φ, R) = p̄(R) +
∂p̄(R)

∂R
R

e2(R)

3
√

5
Y2,0(Φ̄)

W (Λ, Φ, R) = W̄ (R) +
∂W̄ (R)

∂R
R

e2(R)

3
√

5
Y2,0(Φ̄),

(3-17)

vgl. J.Wahr (1980, Seite 11 Formel 2.4). Diese Formel versagt allerdings in der Nähe von Sprungstellen der
Massendichte, da dort die Massendichte nicht differenzierbar und damit eine Taylor-Entwicklung nicht zulässig
ist. Bei der quasisphärischen Darstellung tritt dieses Problem nicht auf. An den Formeln (3-17) wird deutlich,
dass es sich bei ¯̺(R), W̄ (R), p̄(R) usw. tatsächlich um die Mittelwerte der Feldgrößen ̺0, W, p0 im Sinne von
(A-106) entlang der Kugel mit Radius R handelt.

Die Clairaut’sche Dfferentialgleichung wurde für das PREM-Modell in Mikolaiski (1989) numerisch gelöst; eine
Entwicklung dieser Lösung nach kubischen Polynomen findet sich in J. Engels (1991).

Wir betrachten im folgenden das Schwerefeld, das von einem rotationssphäroidisch geschichteten Erdmodell er-
zeugt wird. Wir nehmen an, innerhalb der n Schichten sei die Dichte jeweils konstant; die sphäroidischen Grenz-
flächen besitzen denselben Mittelpunkt und dieselbe Rotationsachse, aber unterschiedliche Exzentrizitäten. Für
diesen Fall braucht die Clairaut’sche Dgl. nicht gelöst zu werden; man erhält vielmehr ein lineares Gleichungs-
system für die Exzentrizitäten der einzelnen Schichtgrenzen.

Lemma3-2 :

Unter den genannten Voraussetzungen lauten das Potential und die Feldstärke der Eigengravitation in der j-ten
Schicht (1 ≤ j ≤ n, R̄j−1 ≤ R̄ ≤ R̄j):

V Grav =
4πg

3

j−1∑

i=1

{
(̺i − ̺i+1)[

R̄3
i

R
− e2

i R̄
5
i

5
√

5R3
Y2,0]

}
− 2πg̺j

R2

3
+ 2πg

n∑

i=j

{
(̺i − ̺i+1)[R̄

2
i − 2R2e2

i

15
√

5
Y2,0]

}
=

=
4πg

3

j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)
R̄3

i

R̄
− 2πg̺j

R̄2

3
+ 2πg

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)R̄
2
i +

+
4πg

3

Y2,0√
5

{
j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)[
e2R̄3

i

3R̄
− e2

i R̄
5
i

5R̄3
] + ̺j

e2R̄2

3
− R̄2

5

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)e
2
i

}

GRAD V Grav =
4πg

3

j−1∑

i=1

{
(̺i − ̺i+1)[− R̄3

i

R2
R00 +

e2
i R̄

5
i

5
√

5R4
(3R2,0 +

√
6S2,0)]

}
−

−4πgR

3

{
̺jR00 + (

2R2,0 −
√

6S2,0

5
√

5
)

n∑

i=j

[(̺i − ̺i+1)e
2
i ]

}

(3-18)
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Beweis von Lemma3-2 :

Das Potential eines homogenen Rotationsellipsoides sowie sein Gradient lauten bis auf Terme der Ordnung e4

( vgl. F.R. Helmert 1884, p. 124, J. Engels 1991, p. 68, mit R̄E ist wieder der mittlere Radius des Ellipsoids
im Sinne von (A-106) bezeichnet):

außerhalb desselben:

V Grav =
4πg̺

3
{ R̄3

E

R
− e2R̄5

E

5
√

5R3
Y2,0}

GRAD V Grav =
4πg̺

3
{− R̄3

E

R2
R00 +

e2R̄5
E

5
√

5R4
(3R2,0 +

√
6S2,0)},

(3-19)

innerhalb desselben

V Grav = 2πg̺{R̄2
E − R2[

1

3
+

2e2

15
√

5
Y2,0]}

GRAD VGrav = −4πg̺R

3
{R00 +

e2

5
√

5
(2R2,0 −

√
6S2,0)}.

(3-20)

Daraus entsteht (3-18), wenn die Anteile superponiert werden, welche von den einzelnen ellipsoidischen Schichten
erzeugt werden. Die alternative Darstellung von V Grav in (3-18) entsteht durch Einsetzen von (3-1).

Das ungestörte Zentrifugalpotential und sein Gradient lauten

V Zent =
Ω2

3
R2(1 − Y2,0√

5
) GRAD V Zent =

Ω2R

3
{2R00 −

1√
5
(2R2,0 −

√
6S2,0)} (3-21)

Wir erhalten das gesamte Referenz-Schwerepotential in quasisphärischen Koordinaten, wenn wir zur zweiten
Darstellung von V Grav in (3-18) das Zentrifugalpotential addieren:

W =
4πg

3

j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)
R̄3

i

R̄
− 2πg̺j

R̄2

3
+ 2πg

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)R̄
2
i +

Ω2R̄2

3
+

+
4πg

3

Y2,0√
5






j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)[
e2R̄3

i

3R̄
− e2

i R̄
5
i

5R̄3
] + ̺j

e2R̄2

3
− R̄2

5

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)e
2
i




− Ω2

3
R2 Y2,0√

5

(3-22)

Da wir von einem hydrostatischen Referenzzustand ausgehen, bei dem die Äquipotentialflächen auch Flächen
gleicher Dichte sind, darf im Potential keine Abhängigkeit von Φ̄ auftreten. Wir erhalten daher das Referenz-
potential sowie mit Hilfe von (3-4) dessen Gradienten in der j-ten Schicht zu

W =
4πg

3R̄

j−1∑

i=1

[(̺i − ̺i+1)R̄
3
i ] − 2πg̺j

R̄2

3
+ 2πg

n∑

i=j

[(̺i − ̺i+1)R̄
2
i ] +

Ω2R̄2

3

GRAD W =
∂

∂R̄
(W )GR̄ =

= − 4πg

3R̄2

{
j−1∑

i=1

[(̺i − ̺i+1)R̄
3
i ] + ̺jR̄

3

}
(R00 + (e2 + R̄

de2

dR̄
)
R2,0

3
√

5
−
√

2

15
e2S2,0) +

2Ω2R̄

3
R00

=: −gM(R̄)

R̄2
(R00 + (e2 + R̄

de2

dR̄
)
R2,0

3
√

5
−
√

2

15
e2S2,0) +

2Ω2R̄

3
R00.

(3-23)
Dabei ist M(R̄) die Masse, welche die Koordinatenfläche R̄ = const einschließt.

Dagegen muss die von Y2,0(Λ̄, Φ̄) abhängige Komponente im Potential verschwinden:

j−1∑
i=1

(̺i − ̺i+1)

[
R̄3

i e
2

3R̄3
− e2

i R̄
5
i

5R̄5

]
+

̺je
2

3
−

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)
e2

i

5
− Ω2

4πg
= 0 (3-24)
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Wir können die Bedingung (3-24) nutzen, um ein Gleichungssystem zur Berechnung der Exzentrizitäten der
Grenzflächen zu erzeugen, indem wir die Bedingung an den Grenzflächen spezialisieren, also statt e2, R̄ die
Randgrößen e2

j , R̄j einsetzen. Indem man der Reihe nach j = 1, 2, ..., n wählt, erhält man n Gleichungen für die

n Unbekannten e2
j . Ist dieses Gleichungssystem gelöst und sind damit die Exzentrizitäten e2

i an den Grenzflächen

bekannt, so können wir (3-24) nach e2 auflösen und erhalten die Exzentrizität e2 für einen beliebigen mittleren
Radius:

e2(R̄) =

3
j−1∑
i=1

[(̺i − ̺i+1)e
2
i R̄

5
i ] + 3R̄5

n∑
i=j

[(̺i − ̺i+1)e
2
i ] +

15R̄5Ω2

4πg

5R̄2
j−1∑
i=1

[(̺i − ̺i+1)R̄3
i ] + 5R̄5̺

(3-25)

Insbesondere gilt bei einem homogenen Erdmodell (das nur aus einer einzigen Schicht besteht) für die Exzen-
trizität e2(R̄E) an der Erdoberfläche

e2(R̄E) =: e2
E =

15Ω2

8πg̺
=

5REΩ2

2Γ0,0
. (3-26)

Die Bedingung (3-24) lässt sich auch auf einem anderen Weg herleiten: Wegen des hydrostatischen Gleichgewichts
gilt allgemein

GRAD W = GRAD (V Grav + V Zent) = Γ = −ΓN = −Γ(R0,0 −
√

2

15
e2S2,0) (3-27)

Der Normalenvektor N steht auf dem Gauß’schen Tangentenvektor GΦ̄ senkrecht. Setzen wir GRAD W aus
den Gradientendarstellungen in (3-18) und (3-21) zusammen und setzen das Innenprodukt zwischen GRAD W
und GΦ̄ gleich null, so erhalten wir wieder (3-24).

Der Betrag des Schwerevektors Γ lässt sich aus

Γ = − < GRAD W,N > (3-28)

berechnen. Wenn wir (3-23) für die Bestimmung von Γ heranziehen, erhalten wir einen einfachen Ausdruck, der
jedoch die Ableitung de2/dR̄ enthält. Um dies zu vermeiden, benutzen wir (3-18) und (3-21).

Γ = −
{

4πg

3

j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)

[
− R̄3

i

R2
+

3e2
i R̄

5
i Y2,0

5
√

5R4

]
− 4πgR

3

[
̺j +

2Y2,0

5
√

5

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)e
2
i

]
+

2Ω2R

3
(1 − Y2,0√

5
)

}
=

=
4πg

3

j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)
R̄3

i

R̄2
+

4πg̺jR̄

3
− 2Ω2R̄

3
+

+

{
4πg

3

j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)

[
2e2(R̄)

3
√

5

R̄3
i

R̄2
− 3e2

i R̄
5
i

5
√

5R̄4

]
+

4πgR̄

3

[
−̺je

2(R̄)

3
√

5
+

2

5
√

5

n∑

i=j

(̺i − ̺i+1)e
2
i

]
+

2Ω2R̄

3
√

5

}
Y2,0 =

=: Γ
(j)
0,0(R̄) + Γ

(j)
2,0(R̄)Y2,0

(3-29)

Insbesondere ergibt sich an den Schichtgrenzen von innen und von außen derselbe Grenzwert.
Mit den Abkürzungen

W
(1)
j :=

4πg

3

j−1∑

i=1

(̺i − ̺i+1)R̄
3
i W

(2)
j := −4πg

3

j−1∑

i=1

e2
i R̄

5
i

5
√

5
(̺i − ̺i+1)

W
(3)
j := −2πg̺j

3
+

Ω2

3
W

(4)
j := −2πg

n∑
i=j

(̺i − ̺i+1)
2e2

i

15
√

5
− Ω2

3
√

5
W

(5)
j := 2πg

n∑
i=j

(̺i − ̺i+1)R̄
2
i

(3-30)
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folgen die Darstellungen (wieder gültig für die j-te Schicht)

W = W
(1)
j

1

R
+ W

(2)
j

Y2,0

R3
+ W

(3)
j R2 + W

(4)
j R2Y2,0 + W

(5)
j = W

(1)
j

1

R̄
+ W

(3)
j R̄2 + W

(5)
j

Γ = W
(1)
j

1

R2
− 2W

(3)
j R + Y2,0(Φ)

{
3
W

(2)
j

R4
− 2W

(4)
j R

}
=

= W
(1)
j

1

R̄2
− 2W

(3)
j R̄ + Y2,0(Φ)

{
3
W

(2)
j

R̄4
− 2W

(4)
j R̄ +

2e2(R̄)

3
√

5
(
W

(1)
j

R̄2
+ W

(3)
j R̄)

}

=⇒ Γ
(j)
0,0(R̄) = W

(1)
j

1

R̄2
− 2W

(3)
j R̄

Γ
(j)
2,0(R̄) = 3

W
(2)
j

R̄4
− 2W

(4)
j R̄ +

2e2(R̄)

3
√

5
(
W

(1)
j

R̄2
+ W

(3)
j R̄)

(3-31)

Im Falle eines homogenen Erdmodells (das aus einer einzigen Schicht besteht) gilt an der Erdoberfläche

Γ0,0(RE) =
4πg̺RE

3
− 2Ω2RE

3
, Γ2,0(RE) =

4πgRE

45
√

5
̺e2

E +
2Ω2RE

3
√

5
=

√
5Ω2RE

6
= Γ00(RE)

e2
E

3
√

5
(3-32)

Die letzten beiden Beziehungen folgen aus (3-26).
Die Parameter sind so zu wählen, dass das Modell die Gesamtmasse der Erde sowie ihr äquatoriales und
polares Trägheitsmoment reproduziert. Die Gesamtmasse der Modellerde erhält man durch Integration über die
Massendichte mit dem Volumenelement (3-6)

M =
∫

Erde

̺0(R̄) d3X =
4π

3

n∑

i=1

̺i(R̄
3
i − R̄3

i−1) (3-33)

Schließlich berechnen wir die Trägheitsmomente. Es ist JPol = C = JZZ . Aus Symmetriegründen gibt es nur
ein äquatoriales Trägheitsmoment JAeq = A = JXX = JY Y = (JXX + JY Y )/2. Es erweist sich hier als günstig,
die Integration in Kugelkoordinaten und nicht in quasisphärischen Koordinaten durchzuführen, da bei den
letzteren das Volumenelement den unhandlichen Ausdruck de2/dR̄ enthält; dagegen ist die etwas kompliziertere
Darstellung der Integralgrenzen bei den Kugelkoordinaten kein Problem. Das Ergebnis lautet

JAeq =
n∑

i=1

̺i

∫

Di

[
(X2 + Y 2)

2
+ Z2]d3X =

4π

45

n∑

i=1

(̺i − ̺i+1)R̄
5
i (6 − e2

i )

JPol =
n∑

i=1

̺i

∫

Di

(X2 + Y 2)d3X =
8π

45

n∑

i=1

(̺i − ̺i+1)R̄
5
i (3 + e2

i )

(3-34)

Die Differenz dieser Trägheitsmomente sowie das mittlere Trägheitsmoment sind

JD := JPol − JAeq = C − A =
4π

15

n∑

i=1

(̺i − ̺i+1)R̄
5
i e

2
i

JM :=
JPol + 2JAeq

3
=

C + 2A

3
=

8π

15

n∑

i=1

(̺i − ̺i+1)R̄
5
i

(3-35)

Insbesondere ist beim homogenen Modell

C − A =
4π

15
̺R5

Ee2
E =

4π

3
̺
R6

EΩ2

2Γ0,0
=

R5
EΩ2

2g
(3-36)
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3–4 Die quasistatischen Bewegungsgleichungen eines inkompressiblen Materials
und ihre Lösung in vektoriellen Kugelfunktionen

In Abschnitt 2-7.7 wurden die linearisierten Bewegungsgleichungen für ein isotropes, viskoelastisches, homogen
geschichtetes Kontinuum angegeben. Wir stellen nun diese Gleichungen in vektoriellen Kff dar und leiten die
allgemeine Lösung für die radiusabhängigen Koeffizientenfunktionen her. Zur Lösung der Gleichungen werden
wir deren Divergenz und Rotation bilden, weil sich dadurch die Gleichungen trotz der Erhöhung der Differen-
tiationsordnung vereinfachen (da die Unbekannten entkoppeln). Wir übertragen daher auch diese Ausdrücke in
vektorielle Kff. Dabei vernachlässigen wir die relative Beschleunigung, betrachten also die quasistatische Nähe-
rung. Von den eingeprägten Kräften berücksichtigen wir nur die Schwerkraft.

Die Laplace-transformierten Gleichungen für ein homogen geschichtetes, isotropes viskoelastisches Medium lau-
ten in linearer, quasistatischer Näherung gemäß (2-263), (2-148), (2-194), (2-214) und (2-217):

− GRAD δp̃(s) − sµ̃(s)ROT ROT ũ + ̺0δf̃ = 0

DIV ũ = 0

DIV GRAD δw̃ = 4 < ΩΩΩΩ, δ ω̃ωωωω >

(3-37)

Die Störkraftdichten ̺0δf̃ werden wieder aufgespalten in

̺0δf̃ = ̺0δγ̃γγγγ
Last + ̺0δγ̃γγγγ

Def + ̺0δf̃
T = ̺0 GRAD δw̃ + ̺0δf̃

Cor + ̺0δf̃
Euler (3-38)

wobei die Trägheitskraftdichten in linearer Näherung durch (2-216), die von der Last erzeugte Gravitation durch
den Gradienten von (2-197) und die deformatorische Gravitation durch den Gradienten von (2-206) gegeben
sind. Durch Anwenden des Rotations- bzw. des Divergenzoperators auf die erste Gleichung von (3-37) erhalten
wir

−µ̃(s) ROT ROT ROT ũ − 2̺δ ω̃ωωωω + 2̺GRAD ũ.Ω = 0

−DIV GRAD δp̃ + 2̺s < Ω, ROT ũ > +4̺ < Ω, δ ω̃ωωωω >= 0

DIV ũ = 0

DIV GRAD δw̃ = 4 < ΩΩΩΩ, δ ω̃ωωωω >

(3-39)

Offensichtlich fällt die inkrementelle Gravitation aus den quasistatischen Bewegungsgleichungen heraus. Infolge
der Inkompressibilität und der Homogenität der betrachteten Schicht ist die gravitative Kraftdichte im Inneren
der Schicht quellenfrei – inkrementelle Gravitation entsteht nur durch ein Nach-außen-dringen oder Zurück-
weichen der Massen an den Schichtgrenzen; durch die Massenverlagerungen im Inneren der Schicht wird keine
Gravitation erzeugt (vgl. Abschnitt 2-6.1). Die Last war ebenfalls als flächenhafte Verteilung vorausgesetzt. Hier
erweist sich die Annahme der Inkompressibilität als entscheidende Vereinfachung. Eine Inhomogenität entsteht
nur durch den “Tageslängenanteil” des inkrementellen Zentrifugalpotentials.

Der zweite Summand der ersten Gleichung ergibt sich aus der Andrehkraft, der dritte aus der Corioliskraft. In
der zweiten Gleichung stammt der zweite Summand von der Corioliskraft, der dritte von der Zentrifugalkraft.
Diese Terme können als “kleine Größen” aufgefasst werden. Sie werden durch eine Störungsrechnung berück-
sichtigt, die wir im folgenden Unterabschnitt kurz erläutern. (Mit der Methode der Störungsrechnung wird
später auch der Einfluss des nichtsphärischen Randes behandelt.) In der Literatur findet von den genannten
“Störgrößen” in der Regel nur die Zentrifugalkraftdichte Beachtung.

Da die erste Gleichung in (3-39) vektorwertig ist, haben wir mit (3-39) sechs Gleichungen für die fünf unbekann-
ten Feldgrößen ũ, δp̃, δw̃ zur Verfügung. Es wird sich jedoch herausstellen, dass nur fünf dieser Gleichungen
linear unabhängig sind. Zudem kann, wie bereits in Abschnitt 2-9.1 ausgeführt wurde, die ortsunabhängige Un-
bekannte δ ω̃ωωωω nicht allein mit Hilfe einer geeigneten Systemdefinition bestimmt werden; aufgrund des Defektes
durch die quasistatische Näherung wird auch die Drehimpulsbilanz benötigt.
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3–4.1 Die Methode der Störungsrechnung

Wir benutzen für alle Schichten jeweils einen Lösungsansatz der Form

ũ(Λ, Φ, R, s) = r̃l,m(R, s)Rl,m(Λ, Φ) + s̃l,m(R, s)Sl,m(Λ, Φ) + t̃l,m(R, s)Tl,m(Λ, Φ)

δp̃(Λ, Φ, R, s) = δp̃l,m(R, s)Yl,m(Λ, Φ)

δw̃(Λ, Φ, R, s) = δw̃l,m(R, s)Yl,m(Λ, Φ)

(3-40)

Für eine beliebige aber feste Frequenz s erhalten wir Differentialgleichungen für die Koeffizientenfunktionen
r̃l,m, s̃l,m, t̃l,m. Infolge des Coriolisterms entstehen hier Kopplungen zwischen den Koeffizientenfunktionen,
welche eine analytische Lösung aussichtslos erscheinen lassen. Da es sich dabei jedoch um vergleichsweise “kleine”
Terme handelt, führen wir eine Störungsrechnung durch: Wir sammeln die unbekannten Koeffizientenfunktionen
in einem Spaltenarray y = [r̃l,m, s̃l,m, t̃l,m, δp̃l,m, δw̃l,m]T , 0 ≤ l ≤ lmax, −l ≤ m ≤ l. Dann lässt sich das System
der Differentialgleichungen und der Rand- bzw. Zusatzbedingungen in der Form

Ay = a By = b (3-41)

darstellen. Dabei sind A, B Matrizen, deren Koeffizienten Differentialoperatoren sind, a, b sind Spaltenmatrizen.
Wir zerlegen diese Arrays in einen sphärischen, nichtrotatorischen und einen sphäroidischen bzw. rotatorischen
Zusatzterm. Ebenso wird die Spaltenmatrix der Unbekannten in einen sphärischen und einen Störterm zerlegt:

A = A0 + δA, B = B0 + δB, a = a0 + δa, b = b0 + δb, y = y
0
+ δy

mit A0y0
= a0 B0y0

= b0.
(3-42)

Insbesondere verwenden wir die Bezeichnungen

r̃l,m(R, s) = r̃
(0)

l,m (R, s) + δr̃l,m(R, s) δ̃pl,m(R, s) = δ̃p
(0)

l,m (R, s) + δδp̃l,m(R, s) (3-43)

Das System A0y0
= a0 lässt sich analytisch lösen; die konstanten Koeffizienten, die in dieser Lösung auftreten,

können aus dem System B0y0
= b0 numerisch bestimmt werden. Setzen wir (3-42) in (3-41) ein, so ergibt die

lineare Störungsrechnung
A0δy = δa − δA y

0
B0δy = δb − δB y

0
. (3-44)

Die Drehimpulsbilanz wird zunächst nicht in diese Störungsrechnung einbezogen. Die inkrementelle Rotation
δ ω̃ωωωω wird zunächst als bekannt angesehen. Erst wenn die Lösungen der übrigen Unbekannten in Abhängigkeit
vom Lastpotential δṽLast und von δ ω̃ωωωω gefunden sind, werden sie in die Drehimpulsbilanz eingesetzt.

3–4.2 Darstellung der Trägheitsterme in vektoriellen Kugelfunktionen

Wir entwickeln die Störungen der Trägheitsterme gemäß (2-215) nach vektoriellen Kugelfunktionen. Wir nehmen
dabei an, dass die Z-Achse die Richtung des ungestörten Rotationsvektors Ω besitzt. Mit Hilfe von (A-44), (A-
45), (A-40), (A-95), (A-69)-(A-71) und (A-81)-(A-83) ergibt sich:

δf̃ Euler = sReR × (δω̃R
1,mR1,m + δω̃S

1,mS1,m) = sRδω̃S
1,mT1,m = −

√
2sRδω̃R

1,mT1,m (3-45)

δf̃ Cor = −2sΩ

{
im√

l(l + 1)
s̃l,m −

√
l + 2

3(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)t̃l+1,m +

√
l − 1

3l
C(l, 1, l − 1; m, 0)t̃l−1,m

}
Rl,m−

−2sΩ

{
im√

l(l + 1)
r̃l,m − im

l(l + 1)
s̃l,m −

√
l(l + 2)

√
3 (l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0)t̃l+1,m−

−
√

(l − 1)(l + 1)
√

3 l
C(l, 1, l − 1; m, 0)t̃l−1,m

}
Sl,m−

−2sΩ

{
− im

l(l + 1)
t̃l,m +

√
l(l + 2)

√
3 (l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0)s̃l+1,m +

√
(l − 1)(l + 1)

√
3 l

C(l, 1, l − 1; m, 0)s̃l−1,m−

−
√

l

3(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)r̃l+1,m +

√
(l + 1)

3l
C(l, 1, l − 1; m, 0)r̃l−1,m

}
Tl,m

(3-46)
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δf̃ Zent =
4

3
ΩRδω̃ZR00 − 2ΩR√

3
C(1, 1, 2; m, 0)δω̃R

1,mR2,m +
√

2ΩRC(1, 1, 2; m, 0)δω̃R
1,mS2,m =

= ΩRδω̃Z

[
4

3
R0,0 − 2

3
√

5
(2R2,0 −

√
6S2,0)

]
− ΩR√

5

[
δω̃R

1,1(2R2,1 −
√

6S2,1) + δω̃R
1,−1(2R2,−1 −

√
6S2,−1)

]

= GRAD [R2Ω(
2

3
δω̃Z − 2

3
√

5
δω̃ZY2,0 −

1√
5
δω̃R

1,−1Y2,−1 − 1√
5
δω̃R

1,1Y2,1)]

= GRAD [R2Ω2(
2

3
m̃Z − 2

3
√

5
m̃ZY2,0 − 1√

30
m̃Y2,−1 +

1√
30

m̃ ∗Y2,1)]

(3-47)
Offensichtlich ergibt sich hier die Trennung zwischen Tageslängenänderung und Polbewegung von selbst. mZ

entspricht der ersteren, m der letzteren. Die Anwendung der Operatoren DIV bzw. ROT auf die Trägheitsterme
ergibt die folgenden Ausdrücke:

DIV δf̃ Euler = 0

DIV δf̃ Cor = 2s < Ω, ROT ũ >=

=
2sΩ

R
√

3

{√
l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)((l + 2)t̃l+1,m + R

dt̃l+1,m

dR
)+

+

√
l − 1

l
C(l, 1, l − 1; m, 0)((l − 1)t̃l−1,m − R

dt̃l−1,m

dR
)−

− im
√

3√
l(l + 1)

(
√

l(l + 1)r̃l,m + s̃l,m + R
ds̃l,m

dR
)

}
Yl,m

DIV δf̃ Zent. = 4Ωδω̃Z

ROT δf̃ Euler = −2sδ ω̃ωωωω

ROT δf̃ Cor = −2s(Ω DIV ũ − GRAD ũ.Ω) = 2sΩ
∂ũ

∂Z

ROT δf̃ Zent. = 0.

(3-48)

Der Ausdruck
∂ũ

∂Z
, dargestellt in vektoriellen Kugelfunktionen, findet sich in (A-68).

3–4.3 Die Bewegungsgleichungen nach Anwendung der Operatoren DIV und ROT in vektoriel-
len Kugelfunktionen

Wir entwickeln die Gleichungen (3-39) mit Hilfe von (A-57), (A-43) und (A-53) in komplexe vektorielle Kugel-
funktionen; insbesondere wählen wir das Koordinatensystem so, dass die Z-Achse die Richtung des ungestörten
Rotationsvektors Ω besitzt. Unter dieser Annahme kann der Coriolisterm 2̺GRAD ũ.Ω = 2̺ ∂ũ

∂Z mit (A-68)
konstruiert werden. Wir erhalten

{√
l(l + 1)

R2

[
l(l + 1)

R
t̃l,m − 2

dt̃l,m

dR
− R

d2 t̃l,m

dR2

]
−

− 2̺Ω

µ̃(s)

[
[
l + 2

R
r̃l+1,m +

dr̃l+1,m

dR
+

√
l + 2

l + 1

s̃l+1,m

R
]

1√
3
C(l, 1, l + 1; m, 0) +

im√
l(l + 1)

t̃l,m

R
+

+ [
−(l − 1)

R
r̃l−1,m +

dr̃l−1,m

dR
−
√

l − 1

l

s̃l−1,m

R
]

1√
3
C(l, 1, l − 1; m, 0)

]}
Rl,m = − 2̺

µ̃(s)
δω̃R

1,mR1,m

(3-49)
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{
− 1

R

[
− l(l + 1)

R2
t̃l,m +

l(l + 1)

R

dt̃l,m

dR
− 3

d2 t̃l,m

dR2
− R

d3 t̃l,m

dR3

]
−

− 2̺Ω

µ̃(s)

[
[

√
l

l + 1

r̃l+1,m

R
+

√
l(l + 2)

l + 1
((l + 2)

s̃l+1,m

R
+

ds̃l+1,m

dR
)]

1√
3
C(l, 1, l + 1; m, 0)− im

l(l + 1)
[
t̃l,m

R
+

dt̃l,m

dR
]−

−[

√
l + 1

l

r̃l−1,m

R
+

√
(l − 1)(l + 1)

l
((l − 1)

s̃l−1,m

R
− ds̃l−1,m

dR
)]

1√
3
C(l, 1, l − 1; m, 0)

]}
Sl,m = − 2̺

µ̃(s)
δω̃S

1,mS1,m

(3-50)

{[
(l(l + 1))3/2

R3
r̃l,m −

√
l(l + 1)

R

d2r̃l,m

dR2
+

l(l + 1)

R3
s̃l,m +

l(l + 1)

R2

ds̃l,m

dR
− 3

R

d2s̃l,m

dR2
− d3s̃l,m

dR3

]
−

− 2̺Ω

µ̃(s)

[
[(l + 2)

t̃l+1,m

R
+

dt̃l+1,m

dR
]

√
l(l + 2)

√
3(l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0)+
im

l(l + 1)
[
√

l(l + 1)
r̃l,m

R
+

s̃l,m

R
+

ds̃l,m

dR
]+

+[−(l − 1)
t̃l−1,m

R
+

dtl−1,m

dR
]

√
(l − 1)(l + 1)

l
√

3
C(l, 1, l − 1; m, 0)

]}
Tl,m = 0

(3-51)

{
d2δp̃l,m

dR2
+

2

R

dδp̃l,m

dR
− l(l + 1)

R2
δp̃l,m − 2s̺Ω

R
√

3

[√
l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)((l + 2)t̃l+1,m + R

dt̃l+1,m

dR
)+

+

√
l − 1

l
C(l, 1, l − 1; m, 0)((l − 1)t̃l−1,m − R

dt̃l−1,m

dR
) − im

√
3√

l(l + 1)
(
√

l(l + 1)r̃l,m + s̃l,m + R
ds̃l,m

dR
)

]}
Yl,m = 4̺Ωδω̃Z

(3-52)

(
2

R
r̃l,m +

dr̃l,m

dR
+

√
l(l + 1)

R
s̃l,m)Yl,m = 0 (3-53)

In den Gleichungen (3-49)-(3-52) sind die von den Coriolistermen hervorgerufenen Kopplungen der verschiede-
nen Grade offensichtlich.
Wir setzen die Koeffizienten der linear unabhängigen Basisfunktionen Rl,m, Sl,m, Tl,m und Yl,m gleich. Zunächst
nutzen wir (3-53), um die Funktionen s̃l,m aus dem System (3-49)-(3-52) zu eliminieren. Dabei erweist sich, dass
die Komponenten von Rl,m und Sl,m linear abhängig sind. Das vereinfachte System lautet:

{
d2t̃l,m

dR2
+

2

R

dt̃l,m

dR
− l(l + 1)

R2
t̃l,m

}
+

+
2̺ΩR

µ̃(s)

[
1

(l + 1)

√
l

3(l + 1)
[(l + 3)

r̃l+1,m

R
+

dr̃l+1,m

dR
]C(l, 1, l + 1; m, 0)+

+
im

l(l + 1)

t̃l,m

R
+

1

l

√
l + 1

3l
[−(l − 2)

r̃l−1,m

R
+

dr̃l−1,m

dR
]C(l, 1, l − 1; m, 0)

]
=

√
2̺R

µ̃(s)
δω̃R

1,mδl,1

(3-54)

{
l(l + 1)

R4
(l + 2)(l − 1)r̃l,m − 4

l(l + 1)

R3

dr̃l,m

dR
− 2

(l + 3)(l − 2)

R2

d2r̃l,m

dR2
+

8

R

d3r̃l,m

dR3
+

d4r̃l,m

dR4

}
−

− 2̺Ω

Rµ̃(s)

[
[(l + 2)

t̃l+1,m

R
+

dt̃l+1,m

dR
]
l
√

(l + 2)
√

3(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)+

im

l(l + 1)
[(l + 2)(l − 1)

r̃l,m

R
− 4

dr̃l,m

dR
− R

d2r̃l,m

dR2
]+

+[−(l − 1)
t̃l−1,m

R
+

dtl−1,m

dR
]
(l + 1)

√
l − 1√

3l
C(l, 1, l − 1; m, 0)

]
= 0

(3-55)
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{
d2δp̃l,m

dR2
+

2

R

dδp̃l,m

dR
− l(l + 1)

R2
δp̃l,m

}
−

−2s̺Ω√
3

[√
l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)((l + 2)

t̃l+1,m

R
+

dt̃l+1,m

dR
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√
l − 1

l
C(l, 1, l − 1; m, 0)((l − 1)

t̃l−1,m

R
− dt̃l−1,m

dR
)−

− im
√

3

l(l + 1)
[(l + 2)(l − 1)

r̃l,m

R
− 4

dr̃l,m

dR
− R

d2r̃l,m

dR2
]

]
= 4̺Ωδω̃Zδl,0

(3-56)

(
2

R
r̃l,m +

dr̃l,m

dR
+

√
l(l + 1)

R
s̃l,m) = 0 (3-57)

Diese Gleichungen müssen für alle Grade l gelten. Wir haben jeweils den Term, der dem “sphärischen, nichtro-
tierenden” Hauptteil A0 des Differentialoperators entspricht, in geschweifte Klammern gesetzt. Es treten dabei
keine Absolutglieder auf, d.h. das ßphärische, nichtrotierende”Dgl-System ist homogen.

3–4.4 Allgemeine Lösung der Bewegungsgleichungen nach Anwendung der Operatoren DIV und
ROT mit Hilfe der Störungsrechnung

Bei dem “ungestörten” System A0y0
= a0 = 0 handelt es sich im wesentlichen um Euler’sche Differentialglei-

chungen. Die allgemeine Lösung des Systems lautet

r̃
(0)
l,m(R) = c̃

(1)
l,m R(l+1) + c̃

(2)
l,m R(l−1) + c̃

(3)
l,m R−l + c̃

(4)
l,m R−(l+2)

s̃
(0)
l,m(R) = − 1√

l(l + 1)

[
(l + 3)c̃

(1)
l,m R(l+1) + (l + 1)c̃

(2)
l,m R(l−1) − (l − 2)c̃

(3)
l,m R−l − lc̃

(4)
l,m R−(l+2)

]

t̃
(0)
l,m(R) = c̃ t1

l,mRl + c̃ t2
l,mR−(l+1)

δp̃
(0)
l,m = c̃ p1

l,mRl + c̃ p2
l,mR−(l+1)

δw̃
(0)
l,m = c̃

(w1)
l,m Rl + c̃

(w2)
l,m R−(l+1)

(3-58)

Wir führen diese allgemeinen Lösung wiederum in die nichtsphärischen Glieder ein, um die Störung δy zu
berechnen, welche gemäß (3-44) A0δy = δa − δAy

0
erfüllen soll. Da y

0
nunmehr - abgesehen von nur frequenz-

abhängigen Koeffizienten c̃l,m - bekannt ist, kann der Term δa− δAy
0

somit als Inhomogenität des Dgl-Systems

(3-44) angesehen werden. Wenn wir die allgemeine Lösung (3-58) in die Störterme von (3-54)-(3-56) einsetzen,
so erhalten wir das - nun ebenfalls entkoppelte - System

{
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dR
− l(l + 1)

R2
δt̃l,m
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√
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√
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√
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+
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(3-59)
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l(l + 1)
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l(l + 1)

R3

dδr̃l,m

dR
− 2

(l + 3)(l − 2)

R2

d2δr̃l,m
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+
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+
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=
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(3-60)
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+
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=
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+ 4̺Ωδω̃Zδl,0

(3-61)

Zur Lösung dieses Systems wenden wir die Methode der Variation der Konstanten an und erhalten:

δr̃l,m(R) = δc̃
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l,m Rl+1 + δc̃
(2)
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(3)
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(3-62)
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(3-63)
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(3-64)
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δδp̃l,m(R) = δc̃
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(3-65)

δδw̃l,m(R) = δc̃
(w1)

l,m Rl + δc̃
(w2)

l,m R−(l+1) +
2

3
R2Ω2m̃Z δl,0

=: δδw̃
(hom)
l,m (R) + δδw̃

(part)
l,m (R)

(3-66)

Das inkrementelle Störpotential δw beinhaltet das Lastpotential, das deformatorische Potential und das inkre-
mentelle Zentrifugalpotential. Das inkrementelle Zentrifugalpotential kann aus (3-47) bereits abgelesen werden;
dabei zeigt sich, dass es bis auf den ersten Term formal dieselbe Gestalt besitzt wie die homogene Lösung des in-

krementellen Schwerepotentials. Es besteht also die Möglichkeit, die restlichen Terme entweder in δδw̃
(part)
l,m (R)

oder im homogenen Teil aufzunehmen. Die letztere Möglichkeit bietet den Vorteil, dass später in den Rand-
bedingungen der Koeffizient m̃ des inkrementellen Winkelgeschwindigkeitsvektors nicht explizit erscheint. Aus
noch zu erläuternden Gründen werden die “homogenen” Terme des Zentrifugalpotentials sogar als der un-
gestörten Lösung δw̃ (0) zugehörig betrachtet. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten des inkrementellen
Gravitations- und des inkrementellen Schwerepotentials lautet somit
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l,m + c̃
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l,m = c̃
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l,m + c̃
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2,0 = − 2Ω2

3
√

5
m̃Z c̃

v1(Zent)
2,−1 = − Ω2

√
30

m̃ c̃
v1(Zent)

2,1 =
Ω2

√
30

m̃∗

c̃
v1(Zent)

2,−2 = c̃
v1(Zent)

2,2 = 0 c̃
v1(Zent)

l,m = 0 ∀ l 6= 2

(3-67)
Diese Zusammenhänge werden später benötigt, wenn die inkrementellen Trägheitsmomente mit den Koeffizien-
ten des inkrementellen Gravitationspotentials ausgedrückt werden.

3–4.5 Die originalen Bewegungsgleichungen in vektoriellen Kugelfunktionen

Durch die Anwendung der Operatoren DIV und ROT auf die Bewegungsgleichungen wurde die Lösung erleich-
tert, aber auch die Lösungsmenge vergrößert. Mit Hilfe der originalen Bewegungsgleichungen schränken wir die
gefundene Lösungsmenge daher wieder ein. Als Komponenten der Basisfunktionen Rl,m, Sl,m, Tl,m finden wir:

Komponente von Rl,m:
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√
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√
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√
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(3-68)

94



Komponente von Sl,m:
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(3-69)

Komponente von Tl,m:
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(3-70)

Wir setzen die allgemeinen Lösungen (3-58) bzw.(3-62), (3-63), (3-64), (3-65) in diese Gleichungen ein und
erhalten die Zusatzbedingungen

lc̃
(p1)

l,m = l̺c̃
(w1)

l,m + 2(2l + 3)sµ̃c̃
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l,m − 2s̺Ω

√
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(t2)
l+1,m

(3-71)
Wir werden diese Zusatzbedingungen benutzen, um die Koeffizienten des Druckinkrementes δp̃ aus den Rand-
bedingungen zu eliminieren.
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3–4.6 Transformation der Lösungen auf quasisphärische Koordinaten

Wir transformieren die allgemeine Lösung (3-58) in linearer Näherung auf quasisphärische Koordinaten:

ũ = r̄l,m(R̄)R̄l,m(Λ̄, Φ̄) + s̄l,m(R̄)S̄l,m(Λ̄, Φ̄) + t̄l,m(R̄)T̄l,m(Λ̄, Φ̄)

δp̃ = δp̄l,m(R̄)Yl,m(Λ̄, Φ̄)

δw̃ = δw̄l,m(R̄)Yl,m(Λ̄, Φ̄).

(3-72)

Um diese Darstellung zu erreichen, ersetzen wir zunächst mit Hilfe von (3-9) die vektoriellen Kugelfunktionen
durch die vektoriellen Sphäroidfunktionen und sortieren die entstehenden Komponenten nach den Basisfunktio-
nen (eventuell müssen die Summenindices verschoben werden). Weiterhin entwickeln wir die radiusabhängigen
Koeffizientenfunktionen rl,m(R), sl,m(R), tl,m(R) usw. in Taylorreihen an der Stelle R̄ und brechen jeweils
nach dem linearen Term ab. (Wegen (3-1) sind die linearen Terme jeweils auch von Y2,0(Λ̄, Φ̄) abhängig. Po-
tenzen Rl usw. werden durch den linearen Term der Binomialentwicklung der Potenz von (3-1) approximiert:
Rl = R̄l(1 − le2/(3

√
5)Y2,0).) Nun werden diese Taylorentwicklungen jeweils mit den zugehörigen längen- und

breitenabhängigen Basisfunktionen R̄l,m, S̄l,m, T̄l,m bzw. Yl,m multipliziert, so dass die Feldgrößen ũ, δp̃, δṽ
rekonstruiert sind. Schließlich werden die auftretenden Produkte Y20 · Rl,m, Y20 · Sl,m, Y20 · Tl,m gemäß (A-
28), (A-75), (A-76), (A-77) wieder in skalaren bzw. vektoriellen Kff rekombiniert und die radiusabhängigen
Koeffizienten nach den zugehörigen Basisfunktionen geordnet. Das Ergebnis lautet
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=: r̃
(0)
l,m(R̄) + δr̃

(hom)
l,m (R̄) + δr̃

(part)
l,m (R̄) + δr̃

(Ell)
l,m (R̄)

(3-73)

Innerhalb des Störterms δr̃l,m(R̄) durfte in linearer Näherung R = R̄ gesetzt werden. Der erste e2 enthaltende
Term entsteht aus dem Übergang von R nach R̄, der zweite aus dem Übergang von Rl,m nach R̄l,m.
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s̄l,m(R̄) = − 1√
l(l + 1)

[
(l + 3)c̃

(1)
l,mR̄(l+1) + (l + 1)c̃

(2)
l,mR̄(l−1) − (l − 2)c̃

(3)
l,mR̄−l − lc̃

(4)
l,mR̄−(l+2)

]
+ δs̃

(hom)
l,m (R̄)−

− s̺Ω

4sµ̃
√

l(l + 1)

{
(l + 5)Rl+3

2l + 5
[

l
√

l + 2√
3(l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0)c̃
(t1)

l+1,m − 2im

l(l + 1)
c̃

(1)
l,m ]−

− (l − 4)R−(l−2)

2l − 3
[− (l + 1)

√
l − 1√

3l
C(l, 1, l − 1; m, 0)c̃

(t2)
l−1,m +

2im

l(l + 1)
c̃

(3)
l,m ]

}
+

+
e2

3
√

5

{[
(l + 5)(l + 3)c̃

(1)
l+2,mR̄(l+3) + (l + 1)(l + 3)c̃

(2)
l+2,mR̄(l+1) +

+l(l + 2)c̃
(3)
l+2,mR̄−(l+2) + (l + 2)(l + 4)c̃

(4)
l+2,mR̄−(l+4)

]√
l

(l + 1)

C(l + 2, 2, l; m, 0)

l + 2
−

−
[
−(l + 1)c̃

(t1)
l+1,mR̄(l+1) + (l + 2)c̃

(t2)
l+1,mR̄−(l+2)

]√
15

l(l + 2)
· im

l + 1
C(l + 1, 1, l; m, 0)+

+
[
(l + 1)(l + 3)c̃

(1)
l,mR̄(l+1) + (l − 1)(l + 1)c̃

(2)
l,mR̄(l−1) + l(l − 2)c̃

(3)
l,mR̄−l +

+l(l + 2)c̃
(4)
l,mR̄−(l+2)

]
1√

l(l + 1)

(
1 − 3

l(l + 1)

)
C(l, 2, l; m, 0)−

−
[
−(l − 1)c̃

(t1)
l−1,mR̄(l−1) + lc̃

(t2)
l−1,mR̄−l

]√
15

(l − 1)(l + 1)
· im

l
C(l − 1, 1, l; m, 0)+

+
[
(l − 1)(l + 1)c̃

(1)
l−2,mR̄(l−1) + (l − 1)(l − 3)c̃

(2)
l−2,mR̄(l−3) + (l − 2)(l − 4)c̃

(3)
l−2,mR̄−(l−2) +

+l(l − 2)c̃
(4)
l−2,mR̄−l

]√
l + 1

l

C(l − 2, 2, l; m, 0)

l − 1

}
+

+
e2

3
√

5

{
−2

√
l

l + 1
C(l, 2, l + 2; m, 0)

[
c̃

(1)
l+2,mR̄(l+3) + c̃

(2)
l+2,mR̄(l+1) + c̃

(3)
l+2,mR̄−(l+2) + c̃

(4)
l+2,mR̄−(l+4)

]
+

+
3√

l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)

[
c̃

(1)
l,mR̄(l+1) + c̃

(2)
l,mR̄(l−1) + c̃

(3)
l,mR̄−l + c̃

(4)
l,mR̄−(l+2)

]
+

+2

√
l + 1

l
C(l, 2, l − 2; m, 0)

[
c̃

(1)
l−2,mR̄(l−1) + c̃

(2)
l−2,mR̄(l−3) + c̃

(3)
l−2,mR̄−(l−2) + c̃

(4)
l−2,mR̄−l

]}

=: s̃
(0)
l,m(R̄) + δs̃

(hom)
l,m (R̄) + δs̃

(part)
l,m (R̄) + δs̃

(Ell)
l,m (R̄)

(3-74)
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t̄l,m(R̄) = c̃ t1
l,mR̄l + c̃ t2

l,mR̄−(l+1) + δt̃
(hom)
l,m (R̄)−

− 2s̺Ω

sµ̃
√

l(l + 1)

{
lC(l, 1, l + 1; m, 0)

4(l + 1)
√

3
c̃

(1)
l+1,mRl+4+

+[
lC(l, 1, l + 1; m, 0)

2(l + 1)
√

3
c̃

(2)
l+1,m +

im

2(2l + 3)
√

l(l + 1)
c̃

(t1)
l,m +

(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)

l(2l + 3)
√

3
c̃

(1)
l−1,m]Rl+2−

−[
lC(l, 1, l + 1; m, 0)

(l + 1)(2l − 1)
√

3
c̃

(3)
l+1,m +

im

2(2l − 1)
√

l(l + 1)
c̃

(t2)
l,m − (l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)

2l
√

3
c̃

(4)
l−1,m]R−(l−1)+

+
(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)

4l
√

3
c̃

(3)
l−1,mR−(l−3)

}
+

√
2̺

10µ̃
δω̃R

1,mR3δl,1+

+
e2

3
√

5

{[
−(l + 2)c̃

(t1)
l+2,mR̄(l+2) + (l + 3)c̃

(t2)
l+2,mR̄−(l+3)

]√
l(l + 3)

(l + 1)(l + 2)
C(l + 2, 2, l; m, 0) +

+
[
(l + 2)(l + 4)c̃

(1)
l+1,mR̄(l+2) + l(l + 2)c̃

(2)
l+1,mR̄l + (l − 1)(l + 1)c̃

(3)
l+1,mR̄−(l+1) +

+(l + 1)(l + 3)c̃
(4)
l+1,mR̄−(l+3)

]√
15

l(l + 2)2(l + 1)

im

l + 1
C(l + 1, 1, l; m, 0)+

+
[
−lc̃ t1

l,mR̄l + (l + 1)c̃ t2
l,mR̄−(l+1)

](
1 − 3

l(l + 1)

)
C(l, 2, l; m, 0)+

+
[
l(l + 2)c̃

(1)
l−1,mR̄l + l(l − 2)c̃

(2)
l−1,mR̄l−2 + (l − 1)(l − 3)c̃

(3)
l−1,mR̄−(l−1) +

+(l − 1)(l + 1)c̃
(4)
l−1,mR̄−(l+1)

]√
15

l(l − 1)2(l + 1)

im

l
C(l − 1, 1, l; m, 0)+

+
[
−(l − 2)c̃

(t1)
l−2,mR̄(l−2) + (l − 1)c̃

(t2)
l−2,mR̄−(l−1)

]√
(l + 1)(l − 2))

l(l − 1)
C(l − 2, 2, l; m, 0)

}
−

− im e2

√
3l(l + 1)

{
C(l, 1, l + 1; m, 0)

[
c̃
(1)
l+1,mR̄(l+2) + c̃

(2)
l+1,mR̄l + c̃

(3)
l+1,mR̄−(l+1) + c̃

(4)
l+1,mR̄−(l+3)

]
+

+C(l, 1, l − 1; m, 0)
[
c̃

(1)
l−1,mR̄l + c̃

(2)
l−1,mR̄(l−2) + c̃

(3)
l−1,mR̄−(l−1) + c̃

(4)
l−1,mR̄−(l+1)

]}

=: t̃
(0)
l,m(R̄) + δt̃

(hom)
l,m (R̄) + δt̃

(part)
l,m (R̄) + δt̃

(Ell)
l,m (R̄)

(3-75)

δp̄l,m =
[
c̃

(p1)
l,m R̄l + c̃

(p2)
l,m R̄−(l+1)

]
+ δδp̃

(hom)
l,m (R̄) + δδp̃

(part)
l,m (R̄)

+
e2(R̄)

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)(−(l + 2)R̄l+2c

(p1)
l+2,m + (l + 3)R̄−(l+3)c

(p2)
l+2,m)+

+C(l, 2, l; m, 0)(−lR̄lc
(p1)
l,m + (l + 1)R̄−(l+1)c

(p2)
l,m )+

+ C(l, 2, l − 2; m, 0)(−(l − 2)R̄l−2c
(p1)
l−2,m + (l − 1)R̄−(l−1)c

(p2)
l−2,m)

]

=: δp̃
(0)
l,m(R̄) + δδp̃

(hom)
l,m (R̄) + δδp̃

(part)
l,m (R̄) + δδp̃

(Ell)
l,m (R̄)

(3-76)
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δw̄l,m =
[
c̃

(w1)
l,m R̄l + c̃

(w2)
l,m R̄−(l+1)

]
+

2

3
R̄2Ω2m̃Z δl,0+

+
e2(R̄)

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)(−(l + 2)R̄l+2c̃

(w1)
l+2,m + (l + 3)R̄−(l+3)c̃

(w2)
l+2,m)+

+C(l, 2, l; m, 0)(−lR̄lc̃
(w1)
l,m + (l + 1)R̄−(l+1)c̃

(w2)
l,m )+

+ C(l, 2, l − 2; m, 0)(−(l − 2)R̄l−2c̃
(w1)
l−2,m + (l − 1)R̄−(l−1)c̃

(w2)
l−2,m)

]

=: δw̃l,m(R̄) + δδw̃
(part)
l,m (R̄) + δδw̃

(Ell)
l,m (R̄)

(3-77)

3–5 Die Spannung an sphäroidischen Grenzflächen

In diesem Abschnitt berechnen wir die Spannung auf einer im Grundzustand sphäroidischen Grenzfläche als
Funktion der Verschiebungskoeffizienten sowie des Druck- bzw. des Potentialinkrementes. Für diese Größe
können Randbedingungen (an der Erdoberfläche) bzw. Stetigkeitsbedingungen (an inneren Grenzflächen) for-
muliert werden. Mit (2-265), (2-256) sowie (2-85), (2-168) findet man

∆t̃(n) = ∆σ̃σσ.N = −δp̃N− ̺ < GRAD (V + VZent), ũ > N + 2sµ̃(s)Ẽ(s).N . (3-78)

Wir betrachten die einzelnen Terme gesondert. Die Störung des Druckterms konstruieren wir mit (3-76), indem
wir gemäß (3-71) die “Druckkoeffizienten” durch die “Potentialkoeffizienten”ersetzen. Wir erhalten

−δp̃N = { δp̃
(0)
l,m +

e2

3
√

5
{δp̃} (Ell)

l,m + δδp̃
(part)
l,m

}
R̄l,m

= −{ ̺δw̄l,m + 2sµ̃ (2l+3)
l

c̃
(1)

l,m R̄l + 2sµ̃ (2l−1)
(l+1)

c̃
(3)

l,m R̄−(l+1)+

+2s̺Ω
im

l2
c̃

(2)
l,m R̄l − 2s̺Ω

l

√
l − 1

3l
C(l, 1, l − 1; m, 0)c̃

(t1)
l−1,mR̄l+

+2s̺Ω
im

(l + 1)2
c̃

(4)
l,m R̄−(l+1) − 2s̺Ω

l + 1

√
l + 2

3(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)c̃

(t2)
l+1,mR̄−(l+1)+

+
s̺Ω√

3

[
R̄l+2[

√
l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)c̃

(t1)
l+1,m +

2im
√

3

l(l + 1)
c̃

(1)
l,m ]−

−R̄−(l−1)[
√

l−1
l

C(l, 1, l − 1; m, 0)c̃
(t2)

l−1,m − 2im
√

3

l(l + 1)
c̃

(3)
l,m ]

]
+

+
e2

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)[−2sµ̃(2l + 7)c̃

(1)
l+2,mR̄l+2+ 2sµ̃(2l + 3)c̃

(3)
l+2,mR̄−(l+3)]+

+C(l, 2, l; m, 0)[−2sµ̃(2l + 3)c̃
(1)

l,m R̄l + 2sµ̃(2l − 1)c̃
(3)

l,m R̄−(l+1)]+

+C(l, 2, l − 2; m, 0)[−2sµ̃(2l − 1)c̃
(1)

l−2,mR̄l−2 + 2sµ̃(2l − 5)c̃
(3)

l−2,mR̄−(l−1)]
]}

R̄l,m

(3-79)

Wir berechnen den konvektiven Term −̺ < GRAD (V + VZent), ũ > N mit Hilfe des Normalschwerefeldes
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(3-27),(3-29) und der Darstellung des Verschiebungsfeldes in quasisphärischen Koordinaten (3-72), (3-73):

−̺ < GRAD (V + VZent), ũ >= ̺Γ < N, u >= ̺Γr̄l,m(R̄)Yl,m =

=
{

̺Γ0,0

[
c̃

(1)
l,m R̄l+1 + c̃

(2)
l,m R̄l−1 + c̃

(3)
l,m R̄−l + c̃

(4)
l,m R̄−(l+1) +

+δr̃
(hom)
l,m (R̄) + δr̃

(part)
l,m (R̄) + δr̃

(Ell)
l,m (R̄)

]
+

+̺Γ2,0

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)[c̃

(1)
l+2,mR̄l+3 + c̃

(2)
l+2,mR̄l+1 + c̃

(3)
l+2,mR̄−(l+2) + c̃

(4)
l+2,mR̄−(l+4)]+

+C(l, 2, l; m, 0)[c̃
(1)

l,m R̄l+1 + c̃
(2)

l,m R̄l−1 + c̃
(3)

l,m R̄−l + c̃
(4)

l,m R̄−(l+2)]+

+C(l, 2, l − 2; m, 0)[c̃
(1)

l−2,mR̄l−1 + c̃
(2)

l−2,mR̄l−3 + c̃
(3)

l−2,mR̄−(l−2) + c̃
(4)

l−2,mR̄−l]
]}

R̄l,m

(3-80)

Mit (A-100) und (A-103)-(A-105) findet man

2sµ̃(s)Ẽ(s).N = 2sµ̃(s)

{
drl,m

dR
[R̄l,m +

√
2

15
e2Yl,mS2,0] −

√
2

15
e2(

rl,m

R
+
√

l(l + 1)
sl,m

2R
)Yl,mS2,0) −

−1

2
(
√

l(l + 1)
rl,m

R
− dsl,m

dR
+

sl,m

R
)[S̄l,m − 2

√
2

15
e2 < Sl,m,S2,0 > eR]+

+
1

2
(
dtl,m

dR
− tl,m

R
)[T̄l,m − 2

√
2

15
e2 < Tl,m,S2,0 > eR]+

+

√
2

15
e2
√

(l − 1)(l + 2)/2
sl,m

R
T

E2
lm .S2,0 +

√
2

15
e2
√

(l − 1)(l + 2)/2
tl,m

R
T

B2
lm .S2,0

}

(3-81)

diese Terme lauten in der Darstellung in quasisphärischen Koordinaten:
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drl,m

dR
[R̄l,m +

√
2

15
e2Yl,mS2,0] =

=
[
(l + 1)c̃

(1)
l,m R̄l + (l − 1)c̃

(2)
l,m R̄(l−2) − lc̃

(3)
l,m R̄−(l+1) − (l + 2)c̃

(4)
l,m R̄−(l+3)

]
R̄l,m+

+
[
(l + 1)δc̃

(1)
l,m R̄l + (l − 1)δc̃

(2)
l,m R̄(l−2) − lδc̃

(3)
l,m R̄−(l+1) − (l + 2)δc̃

(4)
l,m R̄−(l+3)

]
R̄l,m−

− e2

3
√

5

{[
(l + 2)(l + 3)c̃

(1)
l+2,mR̄l+2 + l(l + 1)c̃

(2)
l+2,mR̄l+

+ (l + 2)(l + 3)c̃
(3)

l+2,mR̄−(l+3) + (l + 4)(l + 5)c̃
(4)

l+2,mR̄−(l+5)
]

C(l, 2, l + 2; m, 0)+

+
[
l(l + 1)c̃

(1)
l,m R̄l + (l − 1)(l − 2)c̃

(2)
l,m R̄(l−2)+

+ l(l + 1)c̃
(3)

l,m R̄−(l+1) + (l + 2)(l + 3)c̃
(4)

l,m R̄−(l+3)
]

C(l, 2, l; m, 0)+

+
[
(l − 2)(l − 1)c̃

(1)
l−2,mR̄l−2 + (l − 3)(l − 4)c̃

(2)
l−2,mR̄l−4+

+ (l − 2)(l − 1)c̃
(3)

l−2,mR̄−(l−1) + l(l + 1)c̃
(4)

l−2,mR̄−(l+1)
]

C(l, 2, l − 2; m, 0)
}

R̄l,m+

(3-82)

+
s̺Ω

4sµ̃

{
(l + 3)R̄l+2

2l + 5
[

l
√

l + 2√
3(l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0)c̃
(t1)

l+1,m − 2im

l(l + 1)
c̃

(1)
l,m ]−

− (l − 2)R̄−(l−1)

2l − 3
[− (l + 1)

√
l − 1√

3l
C(l, 1, l − 1; m, 0)c̃

(t2)
l−1,m +

2im

l(l + 1)
c̃

(3)
l,m ]

}
R̄l,m+

+

√
2

15
e2

{
−
√

2l

3(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)[(l + 3)c̃

(1)
l+2,mR̄l+2 + (l + 1)c̃

(2)
l+2,mR̄l−

−(l + 2)c̃
(3)

l+2,mR̄−(l+3) − (l + 4)c̃
(4)

l+2,mR̄−(l+5)]+

+

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)[(l + 1)c̃

(1)
l,m R̄l + (l − 1)c̃

(2)
l,m R̄l−2 − lc̃

(3)
l,m R̄−(l+1) − (l + 2)c̃

(4)
l,m R̄−(l+3)]+

+

√
2(l + 1)

3l
C(l, 2, l − 2; m, 0)[(l − 1)c̃

(1)
l−2,mR̄l−2 + (l − 3)c̃

(2)
l−2,mR̄l−4−

−(l − 2)c̃
(3)

l−2,mR̄−(l−1) − lc̃
(4)

l−2,mR̄−(l+1)]
}

S̄l,m−

− ime2

√
3l(l + 1)

{
C(l, 1, l + 1; m, 0)[(l + 2)c̃

(1)
l+1,mR̄l+1 + lc̃

(2)
l+1,mR̄l−1 − (l + 1)c̃

(3)
l+1,mR̄−(l+2) − (l + 3)c̃

(4)
l+1,mR̄−(l+4)]+

+ C(l, 1, l − 1; m, 0)[lc̃
(1)

l−1,mR̄l−1 + (l − 2)c̃
(2)

l−1,mR̄l−3 − (l − 1)c̃
(3)

l−1,mR̄−l − (l + 1)c̃
(4)

l−1,mR̄−(l+2)]
}

T̄l,m
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−1

2
(
√

l(l + 1)
rl,m

R
− dsl,m
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Die letzten drei Terme, die alle klein von der Ordnung e2 sind, fassen wir zusammen:
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Einsetzen der sphärischen Lösung ergibt
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3–6 Das inkrementelle Schwerefeld eines sphäroidisch geschichteten Erdmodells

3–6.1 Der deformatorische Anteil des inkrementellen Gravitationsfeldes

Wir stellen hier den deformatorischen Anteil des inkrementellen Gravitationspotentials δvDef gemäß (2-203)
sowie dessen Gradienten in Kff dar. Dabei setzen wir wieder voraus, dass inkompressibles Material und eine
homogene Schichtung vorliegt. Von den drei Integralen in (2-205) kommt daher nur das erste zum Tragen.
Wir betrachten hier den Beitrag einer einzigen Schichtgrenze Si; der gesamte Effekt ist dann wieder aus den
Einzelbeiträgen sämtlicher Schichtgrenzen zu summieren.

Der reziproke Abstand lautet in quasisphärischen Koordinaten:
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Speziell für R̄Q = R̄P = R̄ gilt
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C(l, 2, l − 2; m, 0)Yl−2,m(P )

]}
.

(3-91)

Diese Formeln folgen aus der Transformationsformel (A-107) und der Binomialentwicklung von (A-20). Es
erweist sich in der Regel als günstig, eine gemischte Darstellung zu verwenden, nämlich den Integrationspunkt
in quasisphärischen, den Berechnungspunkt dagegen in sphärischen Koordinaten darzustellen. Eine Ausnahme
davon ist der Fall R̄P = R̄Q, d.h. der Aufpunkt liegt auf der Schichtgrenze selbst. (3-91) folgt in gleicher Weise
aus (3-89) mit dem Grenzübergang R̄P → R̄Q − 0 wie aus (3-90) mit dem Grenzübergang R̄P → R̄Q + 0. Die
unendliche Reihe in (3-91) ist im übrigen nicht unbedingt konvergent; (3-91) gilt nur im distributionellen Sinne.
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Multipliziert mit dem Flächenelement der sphäroidischen Schicht gemäß (A-109) ergibt sich

d2XQ

|XP − XQ| = Y ∗
l,m(Q)

{
Rl

P

R̄l+1
Q

Yl,m(P )

2l + 1
+

e2(R̄Q)

3
√

5

[
Rl+2

P

R̄l+3
Q

l + 1

2l + 5
C(l, 2, l + 2; m, 0)Yl+2,m(P ) +

+
Rl

P

R̄l+1
Q

l − 1

2l + 1
C(l, 2, l; m, 0)Yl,m(P ) +

Rl−2
P

R̄l−1
Q

l − 3

2l − 3
C(l, 2, l − 2; m, 0)Yl−2,m(P )

]}
R̄2

Q cosΦQ dΦ̄Q dΛ̄Q

für R̄Q > R̄P

(3-92)

d2XQ

|XP − XQ| = Y ∗
l,m(Q)

{
R̄l

Q

Rl+1
P

Yl,m(P )

2l + 1
− e2(R̄Q)

3
√

5

[
R̄l+2

Q

Rl+3
P

l + 4

2l + 5
C(l, 2, l + 2; m, 0)Yl+2,m(P ) +

+
R̄l

Q

Rl+1
P

l + 2

2l + 1
C(l, 2, l; m, 0)Yl,m(P ) +

R̄l−2
Q

Rl−1
P

l

2l − 3
C(l, 2, l − 2; m, 0)Yl−2,m(P )

]}
R̄2

Q cosΦQ dΦ̄Q dΛ̄Q

für R̄Q < R̄P

(3-93)

Das Innenprodukt < u,N > kann mit Hilfe von (3-73) gebildet werden. Da < S̄l,m,N >=< T̄l,m,N >= 0, gilt

< ũ,N >=< r̄l,mR̄l,m + s̄l,mS̄l,m + t̄l,mT̄l,m,N >= r̄l,m(R̄) Yl,m (3-94)

Wir berechnen damit das Integral

δvDef
Si

(XP ) = g[̺i − ̺i+1]

∫

Si

< u(XQ),N(XQ) >

|XP − XQ| d2
XQ.

Mit Hilfe von (3-73), (3-89)- (3-91), (3-94) findet man für das Integral über eine Grenzschicht

δvDef
Si

(XP ) = 4πg (̺i − ̺i+1)
Rl

P

R̄l−1
i

Yl,m(P )

2l + 1

[
r̄l,m(R̄i) +

e2
i

3
√

5
(l − 1)rRR

l,m;2,0(R̄i)

]
für R̄P < R̄i (3-95)

δvDef
Si

(XP ) = 4πg (̺i − ̺i+1)
R̄l+2

i

Rl+1
P

Yl,m(P )

2l + 1

[
r̄l,m(R̄i) − e2

i

3
√

5
(l + 2)rRR

l,m;2,0(R̄i)

]
für R̄P > R̄i (3-96)

δvDef
Si

(XP ) = 4πgR̄(̺i − ̺i+1)
Yl,m(P )

2l + 1

{
r̄l,m(R̄i) −

e2(R̄)

3
√

5(2l + 1)

[
(2l − 5)

(2l − 3)
(C(l, 2, l − 2; m, 0)r̃l−2,m(R̄)+

+ C(l, 2, l; m, 0)r̃l,m(R̄) +
2l + 7

2l + 5
C(l, 2, l + 2; m, 0)r̃l+2,m(R̄)

]}

für R̄P = R̄Q = R̄

(3-97)

Um das gesamte deformatorische Gravitationspotential zu erhalten, müssen die Anteile der einzelnen Grenz-
schichten aufaddiert werden. Es ist hierbei jeweils zu unterscheiden, ob der Aufpunkt oberhalb oder unterhalb
der jeweiligen Grenzschicht liegt. Wir erhalten für einen Aufpunkt in der j-ten Schicht

δṽDef (XP ) = (c̃
v1(Def)
l,m Rl

P + c̃
v2(Def)
l,m R

−(l+1)
P )Yl,m(Λ, Φ) =

=
j−1∑
i=1

4πg(̺i − ̺i+1)
R̄l+2

i

Rl+1
P

Yl,m(P )

2l + 1

{
r̄l,m(R̄i) − e2

i

3
√

5
(l + 2)rRR

l,m;2,0(R̄i)

}
+

+
n∑

i=j

4πg(̺i − ̺i+1)
Rl

P

R̄l−1
i

Yl,m(P )

2l + 1

{
r̄l,m(R̄i) +

e2
i

3
√

5
(l − 1)rRR

l,m;2,0(R̄i)

}

(3-98)
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Aus (3-95)-(3-97) folgen die Gravitationsvektoren als Gradienten der entsprechenden Schichtpotentiale:

GRAD δvDef
Si

(XP ) = 4πg (̺i − ̺i+1)
Rl−1

P

R̄l−1
i

Yl,m(P )

2l + 1

{
r̄l,m(R̄i) +

e2
i

3
√

5
(l − 1)rRR

l,m;2,0(R̄i)

}
[lRl,m(P ) −

√
l(l + 1)Sl,m(P )]

für R̄P < R̄i

(3-99)

GRAD δvDef
Si

(XP ) =

−4πg (̺i − ̺i+1)
R̄l+2

i

Rl+2
P

Yl,m(P )

2l + 1

{
r̄l,m(R̄i) −

e2
i

3
√

5
(l + 2)rRR

l,m;2,0(R̄i)

}
[(l + 1)Rl,m(P ) +

√
l(l + 1)Sl,m(P )]

für R̄P > R̄i

(3-100)

Wie im Abschnitt 2-6.1 ausgeführt, ist der linearisierte inkrementelle Gravitationsvektor δγγγγγDef im Gegensatz

zum Potential nicht stetig; es gelten die Sprungrelationen (2-207). (3-99) und (3-100) liefern für R̄P = R̄Q

verschiedene Ergebnisse.

3–6.2 Das gesamte inkrementelle Schwerepotential im Innenraum

Das gesamte inkrementelle Schwerepotential setzt sich aus dem Deformationspotential, dem Potential der
Auflast und dem inkrementellen Zentrifugalpotential zusammen; bei den beiden letzteren Potentialen treten
nur die ansteigenden Potenzen von R in Erscheinung. Wir setzen die Koeffizienten des Lastpotentials zunächst
als bekannt voraus. Die Koeffizienten des Deformationspotentials folgen aus (3-98) durch Koeffizientenvergleich;
die Koeffizienten des Zentrifugalpotentials sind durch (3-67) gegeben. Wir erhalten damit im Erdinneren (in der
j-ten Schicht)

c̃
w1(j)
l,m = c̃

v1(Last)
l,m + c̃

v1(Zent)
l,m +

n∑
i=j

4πg(̺i − ̺i+1)

R̄l−1
i (2l + 1)

{
r̄l,m(R̄i) +

e2
i

3
√

5
(l − 1)rRR

l,m;2,0(R̄i)

}

c̃
w2(j)
l,m =

j−1∑
i=1

4πg(̺i − ̺i+1)
R̄l+2

i

2l + 1

{
r̄l,m(R̄i) − e2

i

3
√

5
(l + 2)rRR

l,m;2,0(R̄i)

} (3-101)

In (3-98) treten i. allg. die Verschiebungskoeffizienten aller Schichten auf, also nicht nur die Verschiebungsko-
effizienten derjenigen Schicht, in der gerade das Deformationspotential berechnet werden soll. Dies stellt für
praktische Berechnungen einen erheblichen Nachteil dar. Für j = n, also in der äußersten Schicht, hängt wenig-
stens der Koeffizient c̃w1

l,m nur von den Verschiebungskoeffizienten derselben Schicht ab. Die erste Gleichung in
(3-101) kann daher als Randbedingung genutzt werden.

3–6.3 Die Stetigkeitsbedingung für das inkrementelle Schwerepotential an einer Schichtgrenze

Das Störpotential ist im ganzen IR3 stetig. Wir können dies als Randbedingung an den Schichtgrenzen nutzen.
Gemäß (3-77) gilt

δw̃(Λ̄, Φ̄, R̄) = δw̄l,m(R̄)Yl,m(Λ̄, Φ̄) =

=
{

c̃
(w1)
l,m R̄l + c̃

(w2)
l,m R̄−(l+1) +

2

3
R̄2Ω2m̃Z δl,0+

+
e2(R̄)

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)[−(l + 2)c̃

(w1)
l+2,mR̄l+2 + (l + 3)c̃

(w2)
l+2,mR̄−(l+3)] +

+C(l, 2, l; m, 0)[−lc̃
(w1)
l,m R̄l + (l + 1)c̃

(w2)
l,m R̄−(l+1)]+

+C(l, 2, l − 2; m, 0)[−(l − 2)c̃
(w1)
l−2,mR̄l−2 + (l − 1)c̃

(w2)
l−2,m)R̄−(l−1)]

]}
Yl,m

(3-102)

Die Stetigkeitsbedingung an den Schichtgrenzen lautet

δw̄l,m(R̄j + 0) = δw̄l,m(R̄j − 0) (3-103)
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3–6.4 Das gesamte inkrementelle Gravitationspotential im Außenraum

Das inkrementelle Gravitationspotential im Außenraum lautet außerhalb einer Kugel, welche ihren Mittelpunkt
im Ursprung des Koordinatensystems (in unserem Fall also im Massenmittelpunkt der Erde) hat und die gesamte
Erde umschließt (Brillouin-Kugel):

δv(XP ) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

cvA
l,m

1

Rl+1
P

Yl,m(ΛP , ΦP ) = g

∫

Erde

δ̺(XQ)

∞∑

l=0

l∑

m=−l

Rl
Q

Rl+1
P

Yl,m(ΛP , ΦP )Y ∗
l,m(ΛQ, ΦQ)

(2l + 1)
d3

XQ

=⇒ cvA
l,m = g

∫
Erde

δ̺(XQ)
Rl

Q

(2l + 1)
Y ∗

l,m(ΛQ, ΦQ) d3
XQ

(3-104)
Wir benutzen (3-102), um von den Koeffizienten der Außenraum-Potentialdarstellung auf die Koeffizienten der
äußersten Schicht überzugehen. Im Außenraum gibt es keinen Anteil mit aufsteigenden Potenzen von R. Aus
(3-102) folgt daher

c
v1(grav)(n)
l,m R̄l

E − e2
E

3
√

5

[
(l + 2)C(l, 2, l + 2; m, 0)c

v1(grav)(n)
l+2,m R̄l+2

E + lC(l, 2, l; m, 0)c
v1(grav)(n)
l,m R̄l

E+

+(l − 2)C(l, 2, l − 2; m, 0)c
v1(grav)(n)
l−2,m R̄l−2

E

]
+

+c
v2(grav)(n)
l,m R̄

−(l+1)
E +

e2
E

3
√

5

[
(l + 3)C(l, 2, l + 2; m, 0)c

v2(grav)(n)
l+2,m R̄

−(l+3)
E + (l + 1)C(l, 2, l; m, 0)c

v2(grav)(n)
l,m R̄

−(l+1)
E +

+(l − 1)C(l, 2, l − 2; m, 0)c
v2(grav)(n)
l−2,m R̄

−(l−1)
E

]
=

= cvA
l,mR̄

−(l+1)
E +

e2
E

3
√

5

[
(l + 3)C(l, 2, l + 2; m, 0)cvA

l+2,mR̄
−(l+3)
E + (l + 1)C(l, 2, l; m, 0)cvA

l,mR̄
−(l+1)
E +

+(l − 1)C(l, 2, l − 2; m, 0)cvA
l−2,mR̄

−(l−1)
E

]

(3-105)

In erster Näherung gilt
cvA
l,m = c

v2(grav)(n)
l,m + c

v1(grav)(n)
l,m R̄2l+1

E (3-106)

Diese Beziehung wird in die sphäroidischen Terme von (3-105) eingesetzt; damit lautet die zweite Näherung

cvA
l,m R

−(l+1)
E = c

v2(grav)(n)
l,m R

−(l+1)
E + c

v1(grav)(n)
l,m R̄l

E − e2
E

3
√

5

[
(2l + 5)C(l, 2, l + 2; m, 0)c

v1(grav)(n)
l+2,m R̄l+2

E +

+(2l + 1)C(l, 2, l; m, 0)c
v1(grav)(n)
l,m R̄l

E +(2l − 3)C(l, 2, l − 2; m, 0)c
v1(grav)(n)
l−2,m R̄l−2

E

]

(3-107)

3–6.5 Die Unstetigkeitsbedingung für die Normalableitung des inkrementellen Gravitationspo-
tentials an einer inneren Schichtgrenze

Zur Konstruktion einer weiteren Randbedingung an inneren Grenzschichten nutzen wir die Sprungrelation
(2-207) für den Gradienten des inkrementellen Schwerepotentials. (In (2-199) war die Sprungrelation für den
Gradienten des inkrementellen Gravitationspotentials angegeben; diese Sprungrelation ist aber für den inkre-
mentellen Schwerevektor ebenso gültig, da das inkrementelle Zentrifugalpotential stetig ist.) Wir betrachten die
Differenz der Grenzwerte der Normalableitungen des Schwerepotentials. Durch Bildung des Innenprodukts mit
N auf beiden Seiten von (2-207) finden wir

dδw

dN
|R̄j+0 −

dδw

dN
|R̄j−0 = −4πg(̺j − ̺j+1) < u,N > |R̄j

=⇒ dδw

dN
|R̄j+0 − 4πg̺j+1 < u,N > |R̄j+0

=
dδw

dN
|R̄j−0 − 4πg̺j < u,N > |R̄j−0

(3-108)

Der Ausdruck < u,N > steht mit (3-94) bereits zur Verfügung; die Ableitung dδw/dN kann aus (3-58), (3-66)
konstruiert werden. Es ist
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dδw̃

dN
= < GRAD δw̃,N > = <

dδw̃l,m

dR
Rl,m −

√
l(l + 1)

δw̃l,m

R
Sl,m, eR −

√
2

15
e2

S2,0 >=

=
{[

lR̄l−1c̃
(w1)
l,m − (l + 1)R̄−(l+2)c̃

(w2)
l,m

]
+

4

3
R̄Ω2m̃Z δl,0 −

− e2

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)

[
(l2 + l − 4)R̄l+1c̃

(w1)
l+2,m + (l + 3)(l + 2)R̄−(l+4)c̃

(w2)
l+2,m

]
+

+C(l, 2, l; m, 0)
[
(l2 − l − 3)R̄l−1c̃

(w1)
l,m + (l2 + 3l − 1)R̄−(l+2)c̃

(w2)
l,m

]
+

+C(l, 2, l − 2; m, 0)
[
(l − 2)(l − 1)R̄l−3c̃

(w1)
l−2,m + (l2 + l − 4)R̄−lc̃

(w2)
l−2,m

]]}
Yl,m

(3-109)

Um die Koeffizienten c̃w2
l,m aus dem “sphärischen Teil” dieser Gleichung zu eliminieren, kann der (ebenfalls überall

stetige) Ausdruck (l + 1) δw̄l,m/R̄ · Yl,m gemäß (3-77) addiert werden. Das Ergebnis bleibt ebenso stetig. Dies
gibt Anlass zur Definition

q̄l,m(R̄) := (2l + 1)R̄l−1c̃ w1
l,m − 4πg̺r̄l,m + 2R̄Ω2m̃Z δl,0−

− e2

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)

[
2(l2 + 2l − 1)R̄l+1c̃ w1

l+2,m + (l + 3)R̄−(l+4)c̃ w2
l+2,m

]
+

+C(l, 2, l; m, 0)
[
(2l2 − 3)R̄l−1c̃ w1

l,m + (l − 2)R̄−(l+2)c̃ w2
l,m

]
+

+C(l, 2, l − 2; m, 0)
[
2l(l − 2)R̄l−3c̃ w1

l−2,m + (l − 3)R̄−lc̃ w2
l−2,m

]]

(3-110)

Die so definierte Größe q̄l,m(R̄j) ist überall stetig. Ihr Wert am Rand ist bekannt: Setzt man (3-101) in die
Definition von q̄l,m ein und berücksichtigt j = n so folgt

q̄l,m(R̄E) := (2l + 1)R̄l−1
E c̃

v1(Last)
l,m + (2l + 1)R̄l−1

E c̃
v1(Zent)
l,m + 2R̄Ω2m̃Z δl,0 + 4πg̺n

e2
E

3
√

5
(l − 1)rRR

l,m;2,0(RE)−

− e2

3
√

5

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)

[
2(l2 + 2l − 1)Rl+1

E c̃ w1
l+2,m + (l + 3)R

−(l+4)
E c̃ w2

l+2,m

]
+

+C(l, 2, l; m, 0)
[
(2l2 − 3)Rl−1

E c̃ w1
l,m + (l − 2)R

−(l+2)
E c̃ w2

l,m

]
+

+C(l, 2, l − 2; m, 0)
[
2l(l − 2)Rl−3

E c̃ w1
l−2,m + (l − 3)R−l

E c̃ w2
l−2,m

]]

(3-111)

Die Störgrößen der Ordnung e2 sind als bekannt anzusehen: es brauchen darin nämlich nur die Koeffizienten
0-ter Ordnung berücksichtigt werden, die ihrerseits im ersten Schritt der Störungsrechnung berechnet werden
können.

3–7 Auflastpotential und Randspannung an der Erdoberfläche

Gemäß (2-264) und (2-265) gilt für die Randspannung an der Erdoberfläche

∆t(n) = Γ̺LasthLast = ∆κΓ (3-112)

wobei für ∆κ die Kugelflächenfunktionsentwicklung

∆κ = ∆κl,mYl,m (3-113)

angesetzt werden kann. Mit Hilfe von (3-29) ergibt sich:

∆t(n) = −(Γ0,0∆κl,m + Γ2,0r
∆κY
l,m;2,0)R̄l,m,

mit r∆κY
lm20 := C(l, 2, l + 2; m, 0)∆κl+2,m + C(l, 2, l; m, 0)∆κl,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)∆κl−2,m

(3-114)

Für den viskoelastischen Fall ist die Randspannung in den Frequenzbereich zu transformieren. Offensichtlich
tragen in ellipsoidischer Näherung auch solche Lastkoeffizienten zu einem Spannungskoeffizienten bei, die nicht
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denselben Grad l besitzen; in sphärischer Approximation dagegen steht zwischen den Last- und Spannungsko-
effizienten eine Diagonalmatrix, deren Elemente zudem nur vom Grad l, nicht von der Ordnung m abhängen.

Das Gravitationspotential der Auflast beträgt

δv Last(xP ) = g

∫

∂V0

(̺EishEis(Q) − ̺W hW (Q))

|xP − xQ|
d2xQ = g

∫

∂V0

∆κ

|xP − xQ|d
2xQ; (3-115)

in Analogie zu (3-95) und (3-96) erhalten wir

δvLast(XP ) = 4πg
Rl

P

R̄l−1
E

Yl,m(P )

2l + 1

[
∆κl,m +

e2
E

3
√

5
(l − 1)r∆κY

l,m;2,0

]
für R̄P < R̄E (3-116)

δvLast(XP ) = 4πg
R̄l+2

E

Rl+1
P

Yl,m(P )

2l + 1

[
∆κl,m − e2

E

3
√

5
(l + 2)r∆κ

l,m;2,0

]
für R̄P > R̄E (3-117)

Hieraus sind die Potentialkoeffizienten c
v(Last)
l,m der Darstellung

δvLast = c
v1(Last)
l,m RlYl,m (Innenraum) bzw. δvLast = c

v2(Last)
l,m R−(l+1)Yl,m(Außenraum) (3-118)

abzulesen:

c
v1(Last)
l,m =

4πgR̄
−(l−1)
E

(2l + 1)

[
∆κl,m + (l − 1)

e2
E

3
√

5
r∆κY

lm20

]
=: c

v1(Last)(0)
l,m + δc

v1(Last)
l,m

(3-119)

und

c
v2(Last)
l,m =

4πgR̄l+2
E

2l + 1

[
∆κl,m − (l + 2)

e2
E

3
√

5
r∆κY

lm20

]
=: c

v2(Last)(0)
l,m + δc

v2(Last)
l,m (3-120)

Durch eine Inversion dieser Beziehungen erhalten wir in linearer Näherung

∆κl,m =
1

4πg

{
(2l + 1)R̄l−1

E c
v1(Last)
l,m − (l − 1)

e2
E

3
√

5
[C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)R̄l+1

E c
v1(Last)
l+2,m +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)R̄l−1
E c

v1(Last)
l,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)R̄l−3

E c
v1(Last)
l−2,m ]

}

=
1

4πg

{
(2l + 1)R̄

−(l+2)
E c

v2(Last)
l,m + (l + 2)

e2
E

3
√

5
[C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)R̄

−(l+4)
E c

v2(Last)
l+2,m +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)R̄
−(l+2)
E c

v2(Last)
l,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)R̄−l

E c
v2(Last)
l−2,m ]

}

(3-121)

Um die Reaktion eines sphärischen und eines sphäroidischen Erdmodells auf eine Auflast miteinander verglei-
chen zu können, nehmen wir in beiden Fällen dieselbe Verteilung von ∆κ bzw. ∆κl,m an. Eingangsgröße in die

Randgleichungen ist jedoch üblicherweise nicht ∆κ, sondern c
v1(Last)
l,m . Wie (3-119) zeigt, ist diese Größe (im

Gegensatz zu ∆κ) im sphärischen und im sphäroidischen Fall unterschiedlich. Um dennoch in beiden Fällen

dieselbe Eingangsgröße benutzen zu können, drücken wir mit Hilfe von (3-121) c
v1(Last)
l,m durch c

v1(Last)(0)
l,m aus:

c
v1(Last)
l,m = c

v1(Last)(0)
l,m + (l − 1)

e2
E

3
√

5

[
C(l, 2, l − 2; m, 0)

(2l − 3)

(2l + 1)
c
v1(Last)(0)
l−2,m R−2

E + C(l, 2, l; m, 0)c
v1(Last)(0)
l,m +

+C(l, 2, l + 2; m, 0)
(2l + 5)

(2l + 1)
c
v1(Last)(0)
l+2,m R2

E

]

c
v2(Last)
l,m = c

v2(Last)(0)
l,m − (l + 2)

e2
E

3
√

5

[
C(l, 2, l − 2; m, 0)

(2l − 3)

(2l + 1)
c
v2(Last)(0)
l−2,m R2

E + C(l, 2, l; m, 0)c
v2(Last)(0)
l,m +

+C(l, 2, l + 2; m, 0)
(2l + 5)

(2l + 1)
c
v2(Last)(0)
l+2,m R−2

E

]

(3-122)
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Aus (3-119), (3-120) folgt im übrigen

c
v2(Last)(0)
l,m R

−(l+1)
E = c

v1(Last)(0)
l,m Rl

E (3-123)

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten der beiden Gleichungen in (3-121) erhalten wir Beziehungen zwischen

c
v1(Last)
l,m und c

v2(Last)
l,m :

c
v1(Last)
l,m =

c
v2(Last)
l,m

R2l+1
E

+
e2

E

3
√

5

[
C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)

c
v2(Last)
l−2,m

R2l−1
E

+ C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)
c
v2(Last)
l,m

R2l+1
E

+

+C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)
c
v2(Last)
l+2,m

R2l+3
E

]

c
v2(Last)
l,m = c

v1(Last)
l,m R2l+1

E − e2
E

3
√

5

[
C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c

v1(Last)
l−2,m R2l−1

E + C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c
v1(Last)
l,m R2l+1

E +

+C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c
v1(Last)
l+2,m R2l+3

E

]

(3-124)

Mit (3-121) können wir die Randspannung auch in Abhängigkeit der Potentialkoeffizienten ausdrücken. Durch
Einsetzen von (3-121) in (3-114) erhalten wir

∆t(n) = −
{

Γ00

4πg

[
(2l + 1)R̄l−1

E c
v1(Last)
l,m − (l − 1)

e2
E

3
√

5
[C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)R̄l+1

E c
v1(Last)
l+2,m +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)R̄l−1
E c

v1(Last)
l,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)R̄l−3

E c
v1(Last)
l−2,m ]

]
+

+
Γ2,0

4πg

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c

v1(Last)
l+2,m R̄l+1

E + C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c
v1(Last)
l,m R̄l−1

E +

+C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c
v1(Last)
l−2,m R̄l−3

E

]}
R̄l,m

= −
{

Γ00

4πg

[
(2l + 1)c

v2(Last)
l,m R̄

−(l+2)
E + (l + 2)

e2
E

3
√

5
[C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c

v2(Last)
l+2,m R̄

−(l+4)
E +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c
v2(Last)
l,m R̄

−(l+2)
E + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c

v2(Last)
l−2,m R̄−l

E ]
]

+

+
Γ2,0

4πg

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c

v2(Last)
l+2,m R̄

−(l+4)
E + C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c

v1(Last)
l,m R̄

−(l+2)
E +

+C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c
v1(Last)
l−2,m R̄−l

E

]}
R̄l,m

(3-125)

Speziell bei einem homogenen Erdmodell gilt gemäß (3-125), (3-26) und (3-32)

∆t(n) = − Γ00

4πg

[
(2l + 1)R̄l−1

E c
v1(Last)
l,m − (l − 2)

√
5R̄EΩ2

6Γ00
[C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)R̄l+1

E c
v1(Last)
l+2,m +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)R̄l−1
E c

v1(Last)
l,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)R̄l−3

E c
v1(Last)
l−2,m ]

]
R̄l,m

= − Γ00

4πg

[
(2l + 1)c

v2(Last)
l,m R̄

−(l+2)
E + (l + 3)

√
5R̄EΩ2

6Γ00
[C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c

v2(Last)
l+2,m R̄

−(l+4)
E +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c
v2(Last)
l,m R̄

−(l+2)
E + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c

v2(Last)
l−2,m R̄−l

E ]
]
R̄l,m

(3-126)
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Schließlich drücken wir die Randspannung noch mit den “sphärischen Potentialkoeffizienten” als Eingangsgrößen
aus:

∆t(n) = −
{

Γ00

4πg

[
(2l + 1)c

v1(Last)(0)
l,m R̄l−1

E

]
+

Γ2,0

4πg

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c

v1(Last)(0)
l+2,m R̄l+1

E +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c
v1(Last)(0)
l,m R̄l−1

E + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c
v1(Last)(0)
l−2,m R̄l−3

E

]}
R̄l,m

= −
{

Γ00

4πg

[
(2l + 1)c

v2(Last)(0)
l,m R̄

−(l+2)
E

]
+

Γ2,0

4πg

[
C(l, 2, l + 2; m, 0)(2l + 5)c

v2(Last)(0)
l+2,m R̄

−(l+4)
E +

+C(l, 2, l; m, 0)(2l + 1)c
v1(Last)(0)
l,m R̄

−(l+2)
E + C(l, 2, l − 2; m, 0)(2l − 3)c

v1(Last)(0)
l−2,m R̄−l

E

]}
R̄l,m

(3-127)

3–8 Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze

Wir konstruieren hier die Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze gemäß den Voraussetzungen und Prinzi-
pien, die im Abschnitt 2-8.3 diskutiert wurden. Wir nennen den Schichtindex des unteren Mantels M , denjenigen
des flüssigen Kerns K. Der mittlere Radius der Kern-Mantel-Grenze ist also R̄K .

Gemäß der ersten Voraussetzung in Abschnitt 2-8.3 ist r̄l,m(R̄i) = 0 ∀ i < K. Infolgedessen wird aus der zweiten
Gleichung in (3-101):

c̃
w2(M)
l,m = 4πg(̺K − ̺M )

R̄l+2
K

2l + 1

{
r̄l,m(R̄K) − e2

K

3
√

5
(l + 2)rRR

l,m;2,0(R̄K)

}
(3-128)

Aus der zweiten Voraussetzung in Abschnitt 2-8.3 folgt mit (2-269), (3-72), (3-77), (3-80) wegen der Stetigkeit
der inkrementellen Normalspannung:

∆t̃R̄ := < ∆t̃(n),N > |R̄K+0 N = −∆p̃(R̄K)N =

=
{
−̺Kδw̄K

l,m(R̄K) + ̺KΓ0,0(R̄K)r̄K
l,m+

+̺KΓ2,0(R̄K)
[
C(l, 2, l + 2; m, 0)r̄K

l+2,m + C(l, 2, l; m, 0)r̄K
l,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)r̄K

l−2,m

]}
R̄l,m

(3-129)
Schließlich folgt aus dem Verschwinden des Schermoduls im Kern auch das Verschwinden der Scherspannung
an der Kern-Mantel-Grenze:

[∆t̃(n)− < ∆t̃(n),N > N]R̄K+0 = 0 (3-130)

Das bedeutet, dass die Koeffizienten der S̄l,m und der T̄l,m in den Ausdrücken (3-81) - (3-88) gleich null sind.

In der Gleichung (3-130) erscheinen von vornherein nur die unbekannten Koeffizienten des unteren Mantels. In
den Gleichungen (3-128), (3-129) erscheinen auf der rechten Seite zwar die Koeffizienten der Radialverschie-
bung (bzw. Normalverschiebung) und die Koeffizienten des inkrementellen Schwerepotentials im Kern. Da diese
beiden Größen jedoch an der Kern-Mantel-Grenze stetig sind, dürfen sie durch die entsprechenden Ausdrücke
im Mantel ersetzt werden. Damit treten in allen drei Gleichungen als Unbekannte nur noch die Koeffizienten

c̃
1(M)
l,m , c̃

2(M)
l,m , c̃

3(M)
l,m , c̃

(4M)
l,m , c̃

w1(M)
l,m , c̃

w2(M)
l,m des unteren Mantels auf; die Unbekannten des Kerns sind damit eli-

miniert. Wegen des Umfangs der auftretenden Ausdrücke verzichten wir hier darauf, die Gleichungen (3-128) -
(3-130) explizit anzugeben.

Alternativ zu den Gleichungen (3-128) – (3-130) lassen sich auch acht Gleichungen für die Größen r̄l,m, s̄l,m,

t̄l,m, δw̄l,m, q̄l,m, ∆t̃R̄l,m, ∆t̃S̄l,m, ∆t̃T̄l,m angeben, die noch vier Unbekannte r̄K
l,m, s̄K

l,m c̃
(w1K)
l,m , t̄Kl,m enthalten. (Mit

∆t̃R̄l,m, ∆t̃S̄l,m, ∆t̃T̄l,m haben wir hier die Koeffizienten des inkrementellen Spannungsvektors ∆t̃(n) in Richtung

der sphäroidalen Basisvektoren R̄l,m, S̄l,m, T̄l,m bezeichnet; die Unbekannten r̄K
l,m, s̄K

l,m t̄Kl,m sind gerade die Ko-

effizienten des Verschiebungsvektors des Mantels für R̄ = R̄K .)
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In den ersten beiden Gleichungen werden lediglich die normalen bzw. sphäroidalen Verschiebungskoeffizienten
durch die genannten Unbekannten dargestellt. Die dritte Gleichung drückt die Stetigkeit des Potentials aus; Die
vierte Gleichung (Stetigkeit der ql,m) folgt aus (3-110). In der fünften Gleichung ist die Normalspannung an
der Kern-Mantel-Grenze bzw. dessen Grenzwert von der Kern-Seite her dargestellt. Wegen der in Abschnitt 2-
8.3 getroffenen Annahme des hydrostatischen Gleichgewichts und des Verschwindens des Schermoduls im Kern

kann das Druckinkrement gemäß (2-269) mit den beiden Unbekannten r̄l,m(R̄ = RK) und c̃
(w1K)
l,m ausgedrückt

werden. Das tangentiale Spannungsinkrement, dessen sphäroidaler Teil in der sechsten Gleichung erscheint, ist
wegen des Verschwindens des Schermoduls im Kern identisch null. Schließlich verbleiben eine Gleichung für die
toroidalen Verschiebungsanteile (die durch die Unbekannte t̄Kl,m dargestellt werden) sowie eine Gleichung für
den verschwindenden toroidal-tangentialen Anteil der Randspannung.

Es sei nochmals betont, dass es sich abgesehen von c̃
(w1K)
l,m bei den Unbekannten um Größen handelt, die das

Verhalten des Mantels an der Kern-Mantel-Grenze charakterisieren (ungeachtet der oberen Indices ·K). Aller-
dings ist die Normalkomponente des Verschiebungsvektors r̄l,m an der Kern-Mantel-Grenze stetig. Die anderen
beiden Komponenten sind (wegen des Verschwinden des Schermoduls im Kern) unstetig.

Aufgrund der in Abschnitt 2-8 erläuterten Voraussetzungen besitzt das inkrementelle Gravitationspotential im

Kern keinen Anteil mit c̃
(w2)
l,m R̄−(l+1)Yl,m; es gilt somit

δw̄Kern
l,m = c̃

(w1K)
l,m R̄l +

e2(R̄)

3
√

5

[
−C(l, 2, l + 2; m, 0)(l + 2)R̄l+2c̃

(w1K)
l+2,m − C(l, 2, l; m, 0)lR̄lc̃

(w1K)
l,m −

− C(l, 2, l − 2; m, 0)(l − 2)R̄l−2c̃
(w1K)
l−2,m

} (3-131)

Die Größe q̄l,m ist an der Kern-Mantel-Grenze ebenso stetig wie das Potential; der innere Grenzwert ist laut
(3-110)

q̄K
l,m = (2l + 1)R̄l−1

K c̃ w1K
l,m − 4πg̺K r̄K

l,m−

− e2

3
√

5

{
C(l, 2, l + 2; m, 0)2(l2 + 2l − 1)R̄l+1

K c̃ w1K
l+2,m+ C(l, 2, l; m, 0)(2l2 − 3)R̄l−1

K c̃ w1K
l,m +

+C(l, 2, l − 2; m, 0)2l(l − 2)R̄l−3
K c̃ w1K

l−2,m

}

(3-132)

Schließlich ist auch die Anomalie der Normalspannung an der Kern-Mantel-Grenze stetig. Aufgrund der in
Abschnitt 2-8.3 getroffenen Annahmen ist der innere Grenzwert

∆t̃R̄
l,m(R̄K) = −̺Kδw̄K

l,m(R̄K) + ̺KΓ0,0(R̄K)r̄K
l,m+

+̺KΓ2,0(R̄K)
[
C(l, 2, l + 2; m, 0)r̄K

l+2,m + C(l, 2, l; m, 0)r̄K
l,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)r̄K

l−2,m

] (3-133)

Somit stehen alle acht Randgleichungen zur Verfügung (vgl. hierzu auch R. Sabadini et al. 1982 Seite 2893
Formel (63)). Der Vorteil dieser alternativen Vorgehensweise wird sich im Kapitel 4 zeigen, wenn wir die Glei-
chungssysteme für die unbekannten Koeffizientenfunktionen aufstellen.
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3–9 Die Systemdefinition des Tisserandsystems

In den Euler-Liouville-Gleichungen (Drehimpulsbilanz des deformierbaren Körpers, vgl. Abschnitt 2-9.1) er-
scheint der relative inkrementelle Drehimpuls HRel, der durch die Bewegung der Massenelemente des Körpers
relativ zu dem gewählten Koordinatensystem entsteht. Beim starren Körper kann ein mitrotierendes System
in der Weise gewählt werden, dass keinerlei Relativbewegung auftritt. Jedoch ist es auch beim deformierbaren
Körper möglich, ein System zu wählen, in dem kein relativer Drehimpuls auftritt, nämlich das Tisserandsystem,
vgl. Abschnitt 2-3.3. Das Verschwinden des relativen Drehimpulses bildet gerade die Definition dieses Systems.
Wir stellen den relativen Drehimpuls in linearer Näherung in vektoriellen Kugelfunktionen dar. Zunächst lei-
ten wir eine allgemeine Integralformel her, in der die Koeffizientenfunktionen rl,m, sl,m, tl,m noch nicht näher
spezifiziert sind. Danach setzen wir für diese Funktionen die in den Abschnitten 3-3.4, 3-3.5 gefundene Lösung
ein.

HRel =

∫

V(t)

̺(x, t) x × ẋ d3x =

∫

V0

̺0(X) (X + u(X, t) × u̇(X, t) d3X =

∫

V0

̺(X) X × u̇(X, t) d3X (3-134)

Durch Laplace-Transformation dieses Ausdrucks erhalten wir:

H̃Rel = s

∫

V0

̺0(X) X × ũ(X, s) d3X (3-135)

Wir betrachten den Anteil HRel
j der Schicht zwischen R̄j−1 und R̄j . Mit dem Ansatz (3-40) des Verschiebungs-

vektors in vektoriellen Kugelfunktionen sowie der Darstellung (A-107) des Ellipsoids erhalten wir zunächst

H̃Rel
j = s̺j

∫∫
σ

R̄j(1−
e2

j
Y2,0

3
√

5
)∫

R̄j−1(1−
e2

j−1
Y2,0

3
√

5
)

ReR × (r̃l,m(R)Rl,m + s̃l,m(R)Sl,m + t̃l,m(R)Tl,m)R2dRdσ

= s̺j

∫∫
σ

R̄j(1−
e2

j
Y2,0

3
√

5
)∫

R̄j−1(1−
e2

j−1
Y2,0

3
√

5
)

R3(s̃l,m(R)Tl,m − t̃l,m(R)Sl,m)dRdσ

(3-136)

(Hier wurde die Darstellung des Verschiebungsvektors in Kugelkoordinaten gewählt.) Durch Einsetzen der all-
gemeinen Lösung (3-58), (3-62)- (3-64) für den Verschiebungsvektor u in vektoriellen Kugelfunktionen und
Ausführen der Integrationen erhalten wir

H̃Rel
j = −4π̺js

√
2

3
em

{
−e2(R̄)

6
√

6
(5c̃

(1)
2,mR̄7 + 3c̃

(2)
2,mR̄5 − 2c̃

(4)
2,m)imC(2, 1, 1; m, 0)−

−
[
c̃
(t1)
1,m

R̄5

5
+ c̃

(t2)
1,m

R̄2

2
− 2̺jΩ

µ̃
√

2

(
C(1, 1, 2; m, 0)

8
√

3
c̃
(1)
2,m

R̄9

9
+ [

C(1, 1, 2; m, 0)

4
√

3
c̃
(2)
2,m +

im

10
√

2
c̃
(t1)
1,m]

R̄7

7
−

−[
C(1, 1, 2; m, 0)

2
√

3
c̃
(3)
2,m +

im

2
√

2
c̃
(t2)
1,m]

R̄4

4

)
+

√
2̺j

10µ̃
δω̃R

1,m
R̄7

7

]
+

+
e2(R̄)

3
√

5

[
(c̃

(t1)
3,mR̄7 + c̃

(t2)
3,m)

2√
6
C(3, 2, 1; m, 0) − 1

2
(c̃

(t1)
1,mR̄5 + c̃

(t2)
1,mR̄2)C(1, 2, 1; m, 0)

]}R̄j

R̄j−1

.

(3-137)

Wir haben hier (A-35) benutzt; die Vektoren em sind in (A-36) definiert. Im kartesischen System aufgelöst
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lautet der relative Drehimpuls

H̃Rel
j = −4π̺js√

3
ex

{
ie2(R̄)

6
√

10
(5(c̃

(1)
2,−1 + c̃

(1)
2,1)R̄
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2,1)R̄
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1,−1 − c̃

(t2)
1,1 )

R̄2

2
−

√
2̺jΩ

µ̃

(
1

8
√

5
(c̃

(1)
2,−1 − c̃

(1)
2,1)

R̄9

9
+

+[
1

4
√

5
(c̃

(2)
2,−1 − c̃

(2)
2,1) −

i

10
√

2
(c̃

(t1)
1,−1 + c̃

(t1)
1,1 )]

R̄7

7
−

−[
1

2
√

5
(c̃

(3)
2,−1 − c̃

(3)
2,1) −

i

2
√

2
(c̃

(t2)
1,−1 + c̃

(t2)
1,1 )]

R̄4

4

)
+

√
2̺j

10µ̃
(δω̃R

1,−1 − δω̃R
1,1)

R̄7

7

]
+

+
e2(R̄)

3
√

5

[
2
√

3√
35

((c̃
(t1)
3,−1 − c̃

(t1)
3,1 )R̄7 + (c̃

(t2)
3,−1 − c̃

(t2)
3,1 ))+

+
1

2
√

5
((c̃

(t1)
1,−1 − c̃

(t1)
1,1 )R̄5 + (c̃

(t2)
1,−1 − c̃

(t2)
1,1 )R̄2)

]}R̄j

R̄j−1

−

(3-138)

−4π̺js√
3

ey

{
e2(R̄)

6
√

10
(5(c̃

(1)
2,−1 − c̃

(1)
2,1)R̄

7 + 3(c̃
(2)
2,−1 − c̃

(2)
2,1)R̄

5 − 2(c̃
(4)
2,−1 − c̃

(4)
2,1))+

+

[
i(c̃

(t1)
1,−1 + c̃
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1,1 )

R̄5
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+ i(c̃
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1,−1 + c̃

(t2)
1,1 )

R̄2
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−

√
2̺jΩ

µ̃
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i

8
√

5
(c̃

(1)
2,−1 + c̃

(1)
2,1)

R̄9
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+
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i

4
√

5
(c̃

(2)
2,−1 + c̃

(2)
2,1) +

1

10
√

2
(c̃

(t1)
1,−1 − c̃

(t1)
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7
−
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i

2
√

5
(c̃

(3)
2,−1 + c̃

(3)
2,1) +

1

2
√

2
(c̃

(t2)
1,−1 − c̃

(t2)
1,1 )]

R̄4

4

)
+

√
2i̺j

10µ̃
(δω̃R

1,−1 + δω̃R
1,1)

R̄7

7

]
−

−e2(R̄)

3
√

5

[
2i
√

3√
35

((c̃
(t1)
3,−1 + c̃

(t1)
3,1 )R̄7 + (c̃
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3,−1 + c̃

(t2)
3,1 ))+

+
i

2
√

5
((c̃

(t1)
1,−1 + c̃

(t1)
1,1 )R̄5 + i(c̃
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(t2)
1,1 )R̄2)

]}R̄j

R̄j−1

−

−4π̺js

√
2

3
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{
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1,0

R̄5

5
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1,0

R̄2

2
+

√
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(
1
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√
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(1)
2,0R̄

9+

+
1

2
√
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c̃
(2)
2,0 − 1

4
√

15
c̃
(3)
2,0R̄

4

)
− ̺j

35
√
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δω̃R

1,0R̄
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e2(R̄)
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[
3

√
2

7
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(t1)
3,0 R̄7 + c̃
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3,0 ) − (c̃

(t1)
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1,0 R̄2)

]}R̄j

R̄j−1

Wie man leicht nachprüft, ist dieser Ausdruck reell. Aus H̃Rel
j = 0 folgt insbesondere für ein homogenes

Erdmodell

c̃
(t1)
1,−1

R̄5
E

5
=

i e2(R̄E)

6
√

10
(5c̃
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7
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√
2̺jΩ

µ̃

(
1

72
√

5
c̃
(1)
2,−1R̄

9
E+
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√
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√

2
c̃
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1,−1]

R̄7
E
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− ̺j√

2µ̃
δω̃R

1,−1
R̄7

E

35
+

e2(R̄E)

15

[
2

√
3

7
c̃
(t1)
3,−1R̄

7
E +

1

2
c̃
(t1)
1,−1R̄

5
E

] (3-139)

In nullter Näherung gilt also

c̃
(t1)
1,−1

R̄5
E

5
= 0 (3-140)

Dieser Koeffizient kann nicht aus den Randbedingungen bestimmt werden: Das System der Randbedingungen
ist für den Grad l = 1 singulär. Durch die Systemdefinition haben wir eine Gleichung zur Verfügung, die
zusammen mit der Drehimpulsbilanz diesen Defekt hebt. Als wichtiges Ergebnis halten wir fest, dass bezüglich
des Tisserandsystems in sphärischer Näherung keine toroidalen Verschiebungen vom Grad l = 1 existieren –
physikalisch bedeutet dies, dass bezüglich des Tisserandsystems keine starren Drehungen möglich sind, vgl.
(A-46). Diese Aussage wurde hier nur für ein homogenes Modell gezeigt, lässt sich aber durch Propagation
geeigneter Randbedingungen auch auf geschichtete sphärische Modelle übertragen. (3-139) zeigt, dass im Falle
ellipsoidischer Modelle gewisse (wenn auch geringe) toroidale Verschiebungen auftreten können.
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4. Halbanalytische Berechnung der unbekannten Koeffizientenfunk-
tionen, Lösungspropagation und Partialbruchzerlegungen

Wir benutzen die im Abschnitt 3 erläuterten Rand- und Stetigkeitsbedingungen, um die unbekannten Ko-
effizienten der Lösungen in den einzelnen Schichten zu bestimmen. Pro Grad und Ordnung stehen den vier
Randbedingungen an der Erdoberfläche acht unbekannte Koeffizienten in der äußersten Schicht gegenüber, so
dass ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem vorliegt. Mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen können die
vier Randbedingungen der Erdoberfläche von Schicht zu Schicht nach unten propagiert werden, bis an der Kern-
Mantel-Grenze schließlich auf der rechten Seite der Stetigkeitsbedingungen nur noch vier Unbekannte stehen.
Das resultierende Gleichungssystem, das noch vom Laplace-Parameter s abhängt, kann halbanalytisch gelöst
werden.

Wir betrachten ab hier nur noch Terme vom Grad l >= 2. Die Terme nullten Grades im Last- und im Defor-
mationspotential verschwinden wegen der Massenerhaltung. Nur das Zentrifugalpotential enthält einen Term
nullter Ordnung, der einer Tageslängenänderung entspricht. Anregungsterme vom Grad 0 würden bei einer in-
kompressiblen Erde auch zu keinerlei Deformationen führen: Ein Term nullten Grades in den Verschiebungen
kann nur bei den “radialen” Koeffizientenfunktionen auftreten, würde aber eine Volumenänderung bewirken,
was der Annahme der Inkompressibilität widerspräche. Die Terme vom Grad 1 weisen einen Defekt auf, der,
wie schon ausgeführt, durch die Unbestimmtheit des Massenmittelpunkts infolge der quasistatischen Näherung
zustandekommt.

Im Falle der sphärischen, nichtrotierenden Erde sind die Rand- und Stetigkeitsbedingungen teilweise entkoppelt:

Die “toroidalen” Koeffizienten c̃
(t1)
l,m , c̃

(t2)
l,m treten nicht gemeinsam mit den den anderen Koeffizienten in den Glei-

chungen auf. Das System kann daher in zwei Teile aufgespalten werden. Wir untersuchen in der vorliegenden
Arbeit die toroidalen Koeffizienten nicht weiter, da sie keinen Einfluss auf den inkrementellen Trägheitstensor
haben und daher in der Drehimpulsbilanz nicht auftreten (siehe Kapitel 5). Es kann leicht gezeigt werden, dass
die toroidalen Komponenten im sphärischen Fall verschwinden. Bei den Termen vom Grad l = 1 tritt wiederum
ein Defekt auf. Dieser Defekt kann mit den Gleichungen der Systemdefinition behoben werden, die im Abschnitt
3-9 aufgestellt wurden.

Bei den Randbedingungen an der Erdoberfläche unterscheiden wir zwischen dem “Lastfall” und dem “Gezei-
tenfall” – das bedeutet, dass wir die bekannten Randgrößen entsprechend aufspalten. Beim Lastfall tritt als
Störpotential außer dem Deformationspotential, das durch die Umlagerung der Massen im Erdinneren entsteht,
das Potential δvLast der aufliegenden Massen in Erscheinung. Diese aufliegenden Massen erzeugen Randspan-
nungen. Beim Gezeitenfall existiert außer dem Deformationspotential nur noch ein harmonisches Störpotential,
das mit keinerlei Randspannungen verbunden ist. Dieses könnte durch extraterrestrische Himmelskörper erzeugt
sein, im vorliegenden Fall handelt es sich um die 2,m-Terme des Zentrifugalpotentials, die formal die Gestalt
von Gezeitenpotential-Termen besitzen.

Im ersten Unterabschnitt betrachten wir das Gleichungssystem nullter Ordnung, das einer kugelförmigen, nicht-
rotierenden Erde entspricht; im zweiten Unterabschnitt folgt die Störungsrechnung für die ellipsoidischen Terme.

4–1 Lösungen für das sphärische, nichtrotierende Erdmodell

Wir erhalten für jede Schichtgrenze R̄i sechs Gleichungen, welche die sechs Unbekannten c̃
(1)
l,m, c̃

(2)
l,m, c̃

(3)
l,m, c̃

(4)
l,m,

c̃w1
l,m und c̃w2

l,m jeweils beider angrenzender Gebiete, also insgesamt zwölf Unbekannte enthalten. Für innere
Schichtgrenzen sind die Stetigkeitsbedingungen in der Form

Y i(R̄i) ci = Y i+1(R̄i) ci+1 (4-1)

darstellbar. Mit Y ist die Matrix der Randbedingungen bezeichnet. Das Argument R̄i bezieht sich auf die
Schichtgrenze, der Index (i) bzw. (i + 1) zeigt an, ob der innere (i) oder der äußere (i +1) Grenzwert der jewei-
ligen Feldgrößen gebildet wird; entsprechend sind in Y i die Parameter der i-ten Schicht, in Y i+1 die Parameter
der i + 1-ten Schicht einzusetzen. Die Abhängigkeit der Matrizen Y , c von s, dem Parameter der Laplace-
Transformation, vom Grad l und der Ordnung m ist der Übersichtlichkeit halber nicht notiert. Ebenso lassen
wir die oberen Indices (0) weg, die anzeigen sollten, dass es sich vom Standpunkt der Störungsrechnung jeweils
um die Gleichungen nullter Ordnung handelt.
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In der Spaltenmatrix ci = [c̃
(i,w1)
l,m , c̃

(i,w2)
l,m , c̃

(i,1)
l,m , c̃

(i,2)
l,m , c̃

(i,3)
l,m , c̃

(i,4)
l,m ]T sind die Unbekannten der i-ten Schicht ange-

ordnet.

Die Matrix Y lautet (vgl. G. Spada et al. 1992 mit etwas anders normierten und angeordneten Unbekannten):





0 0 R̄(l+1) R̄(l−1) R̄−l R̄−(l+2)

0 0 −(l + 3)R̄(l+1) −(l + 1)R̄(l−1) (l − 2)R̄−l lR̄−(l+2)

R̄l R̄−(l+1) 0 0 0 0

(2l + 1)R̄(l−1) 0 −4πg̺R̄(l+1) −4πg̺R̄(l−1) −4πg̺R̄−l −4πg̺R̄−(l+2)

−̺R̄l −̺R̄−(l+1) (̺Γ0,0R̄+ (̺Γ0,0R̄+ (̺Γ0,0R̄− (̺Γ0,0R̄−

+2sµ̃
(l2−l−3)

l
)R̄l +2sµ̃(l − 1))R̄(l−2) −2sµ̃

(l2+3l−1)
l+1 )R̄−(l+1) −2sµ̃(l + 2))R̄−(l+3)

0 0 −2sµ̃l(l + 2)R̄l −2sµ̃(l − 1)(l + 1)R̄(l−2) −2sµ̃(l − 1)(l + 1)R̄−(l+1) −2sµ̃l(l + 2)R̄−(l+3)





(4-2)

(Selbstverständlich ist Γ0,0 ebenfalls von R̄ abhängig.) Die erste Zeile in Y entspricht der Radialverschiebung
r̄l,m gemäß (3-73), die zweite der sphäroidalen Tangentialverschiebung s̄l,m gemäß (3-74), die dritte dem Po-
tential δw̃l,m gemäß (3-77) bzw. (3-102), die vierte der Größe q̄l,m, welche die Normalableitung des Potentials
enthält, gemäß (3-110), die fünfte der Normalspannung an der Schichtgrenze, schließlich die sechste der sphäro-
idalen Tangentialspannung gemäß (3-78) - (3-88). In der zweiten und sechsten Zeile wurde noch jeweils der
Faktor

√
l(l + 1) angebracht.

Die letzten drei dieser Größen sind an der Erdoberfläche bekannt; die ersten drei sind unbekannt. Die letzten
drei Zeilen der Matrix Y n(R̄E) bilden die 3 × 6-Matrix A. Die 3 × 1-Spaltenmatrix der bekannten Randwerte
bezeichnen wir mit r; es gilt also A c(n) = r.

Die Spaltenmatrix r lautet gemäß (3-111), (3-127) in nullter Näherung für den Lastfall

r
Last(0)
l,m =

[
(2l + 1)R̄

(l−1)
E , −Γ0,0

4πg
(2l + 1)R̄l−1

E , 0

]T

c̃
v1(Last)(0)
l,m (4-3)

bzw.
r
(tid)
l,m =

[
(2l + 1)R̄l−1

E , 0, 0
]T

c̃tid
l,m (4-4)

für den “Gezeitenfall” (wobei hier die Koeffizienten c̃tid
l,m mit den c̃Zent

l,m gemäß (3-67) identifiziert werden können.

Die Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze bilden das System

Y M (R̄K) cM = B cK (4-5)

Dabei sind Y M (R̄K) cM die bereits erläuterten 6 × 6- bzw. 6 × 1-Matrizen. B ist eine 6 × 3- und cK eine
3 × 1-Matrix, welche die Unbekannten an der Kern-Mantel-Grenze enthält. Die drei Unbekannten sind: 1) die
normalen Verschiebungskomponenten r̄l,m(R̄ = RK) des Mantels, 2) die sphäroidalen tangentialen Verschie-

bungskomponenten des Mantels s̄l,m(R̄ = RK) und 3) die Potentialkoeffizienten c̃
(w1K)
l,m des flüssigen Kerns.

Die Matrix B lautet

B =





1 0 0

0 1 0

0 0 Rl
K

−4πg̺K 0 (2l + 1)Rl−1
K

̺KΓ0,0 0 −̺KRl
K

0 0 0





(4-6)
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In den ersten beiden Zeilen werden lediglich die normalen bzw. sphäroidalen Verschiebungskoeffizienten durch
die genannten Unbekannten dargestellt. Das Potential in der dritten Zeile weist wegen der in Abschnitt 2-83
genannten Voraussetzungen gemäß (3-101) nur die Terme mit aufsteigenden Potenzen in R auf. Die vierte
Zeile folgt aus (3-110). In der fünften Zeile ist das normale Druckinkrement an der Kern-Mantel-Grenze bzw.
dessen Grenzwert von der Kern-Seite her dargestellt. Wegen der in Abschnitt 2-83 getroffenen Annahme des
hydrostatischen Gleichgewichts und des Verschwindens des Schermoduls im Kern kann das Druckinkrement

gemäß (2-269) mit den beiden Unbekannten r̄l,m(R̄ = RK) und c̃
(w1K)
l,m ausgedrückt werden. Das tangentiale

Spannungsinkrement, dessen sphäroidaler Teil in der sechsten Spalte erscheint, ist wegen des Verschwindens des
Schermoduls im Kern identisch null.

Die Matrix B entspricht der in R. Sabadini et al. 1982 p.2893 angegebenen Matrix IC ; da dort Linearkombi-
nationen der hier eingeführten Unbekannten benutzt werden, muss allerdings dort die mit dem Faktor cl−1/AC

multiplizierte dritte Spalte zur ersten addiert werden, um sie mit der Matrix B zu vergleichen; des weiteren ist
zu beachten, dass dort die Reihenfolge der Zeilen und der Spalten von der hier benutzten abweicht und dass
außerdem das Potential und die Größe qlm mit umgekehrtem Vorzeichen eingeführt wurden.

Löst man (4-1) nach ci+1 auf, so kann man sukzessive die unbekannten Koeffizienten der Schicht i+1 durch die
Koeffizienten der tiefergelegenen Schicht i ersetzen:

ci+1 = Y −1
i+1(R̄i) Y i(R̄i) ci für i = M, M + 1, . . . , n − 1 cM = Y −1

M (RK)B cK (4-7)

Die Inverse der Matrix Y wird üblicherweise multiplikativ in eine nur vom Radius abhängige Diagonalmatrix
D und eine Matrix Ȳ aufgespalten (vgl. Spada et al. 1992):

Y −1(R̄) = D(R̄)Ȳ ; (4-8)

wobei:

Ȳ =





4πg̺ 0 0 1 0 0

4πg̺ 0 − (2l + 1)

R̄
1 0 0

̺Γ00R̄

2sµ̃
− (l + 2) − (l + 2)

(l + 1)
− ̺R̄

2sµ̃
0 − R̄

2sµ̃
− R̄

2(l + 1)sµ̃

−̺Γ00R̄

2sµ̃
+

(l2 + 3l − 1)

l + 1

(l − 1)

l

̺R̄

2sµ̃
0

R̄

2sµ̃

(l − 2)R̄

2l(l + 1)sµ̃

̺Γ00R̄

2sµ̃
+ (l − 1) − (l − 1)

l
− ̺R̄

2sµ̃
0 − R̄

2sµ̃

R̄

2lsµ̃

−̺Γ00R̄

2sµ̃
− (l2 − l − 3)

l

(l + 2)

(l + 1)

̺R̄

2sµ̃
0

R̄

2sµ̃
− (l + 3)R̄

2l(l + 1)sµ̃





(4-9)
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mit

D := diag[
R̄−(l−1)

(2l + 1)
,− R̄(l+2)

(2l + 1)
,
l(l + 1)R̄−(l+1)

(2l + 1)(2l + 3)
,
l(l + 1)R̄−(l−1)

(2l + 1)(2l − 1)
,

l(l + 1)R̄l

(2l + 1)(2l − 1)
,

l(l + 1)R̄(l+2)

(2l + 1)(2l + 3)
]

Ersetzen wir sµ̃(s) in Y , Ȳ gemäß (2-257) durch sµ̃(s) = sµe/(s + α), so erhalten wir die weiteren Zerlegungen

Y =
1

s + α
P E

mit

P =





0 0 (s + α) (s + α) (s + α) (s + α)

0 0 −(l + 3)(s + α) −(l + 1)(s + α) (l − 2)(s + α) l(s + α)

(s + α) (s + α) 0 0 0 0

(2l+1)

R̄
(s + α) 0 −4πg̺(s + α) −4πg̺(s + α) −4πg̺(s + α) −4πg̺(s + α)

−̺(s + α) −̺(s + α) (̺Γ0,0(s + α)+ (̺Γ0,0(s + α)+ (̺Γ0,0(s + α)− (̺Γ0,0(s + α)−
2sµe

R̄

(l2−l−3)
l

) 2sµe

R̄
(l − 1)) 2sµe

R̄

(l2+3l−1)
l+1

) 2sµe

R̄
(l + 2))

0 0 − 2sµe

R̄
l(l + 2) − 2sµe

R̄
(l2 − 1) − 2sµe

R̄
(l2 − 1) − 2sµe

R̄
l(l + 2)





(4-10)

E := diag[R̄l, R̄−(l+1), R̄(l+1), R̄(l−1), R̄−l, R̄−(l+2)]

Y −1 =
1

s
D P̄

mit

P̄ =
1

2µe





8πg̺sµe 0 0 2sµe 0 0

8πg̺sµe 0 − (2l + 1)

R̄
2sµe 2sµe 0 0

̺Γ0,0R̄(s + α) − (l + 2)2sµe − (l + 2)

(l + 1)
2sµe −̺R̄(s + α) 0 −R̄(s + α) − R̄

(l + 1)
(s + α)

−̺Γ0,0R̄(s + α) +
(l2 + 3l − 1)

l + 1
2sµe

(l − 1)

l
2sµe ̺R̄(s + α) 0 R̄(s + α)

(l − 2)R̄

l(l + 1)
(s + α)

̺Γ0,0R̄(s + α) + (l − 1)2sµe − (l − 1)

l
2sµe −̺R̄(s + α) 0 −R̄(s + α)

R̄

l
(s + α)

−̺Γ0,0R̄(s + α) − (l2 − l − 3)

l
2sµe

(l + 2)

(l + 1)
2sµe ̺R̄(s + α) 0 R̄(s + α) − (l + 3)R̄

l(l + 1)
(s + α)





(4-11)

In ähnlicher Weise zerlegen wir auch die Rechteck-Matrix A in

A =:
1

s + αn
P ∗

n(R̄n)E(R̄n), (4-12)

wobei die 3 × 6−Matrix P ∗
n durch Streichen der ersten drei Zeilen in Pn(R̄n) entsteht.
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Mit den Zerlegungen (4-10) und (4-11) formulieren wir die Rekursionsgleichungen (4-7) um, wobei wir noch die
Abkürzung

Zi := D(R̄i)P̄ i+1(R̄i)P i(R̄i)E(R̄i) (4-13)

benutzen. Die neue Art der Darstellung hat den Vorteil, dass die Abhängigkeit vom Parameter s klar ersichtlich
ist: die Elemente von P und P̄ sind jeweils linear in s.

ci+1 =
1

s(s + αi)
Zi ci für i = M, M + 1, . . . , n − 1 cM =

1

s
D(RK) P̄M (RK)B cK (4-14)

Ausgehend von den Randgleichungen an der Erdoberfläche

Acn = r (4-15)

ersetzen wir sukzessive gemäß (4-7) bzw. (4-14) die Unbekannten ci durch ci−1 und erhalten

T cK = r mit

T := AY −1
n (Rn−1)Y n−1(Rn−1)Y −1

n−1(Rn−2)Y n−2(Rn−2) · · · Y −1
M+1(RM )Y M (RM )Y −1

M (RK)B

=
1

sn−M+1
n∏

i=M

(s + αi)

P ∗
n(RE)E(RE)

[
n−1∏

i=M

Zi

]
D(RK) P̄M (RK) B =:

1

sn−M+1
n∏

i=M

(s + αi)

T Z

(4-16)
Hier zeigt sich, dass die Einführung der Unbekannten cK an der Kern-Mantel-Grenze zu einem 3 × 3−System
führt. Würde man statt dessen die Bedingungen an der Kern-Mantel-Grenze nur mit den Unbekannten des un-
teren Mantels ausdrücken (was, wie in Abschnitt 3-8 erläutert wurde, durchaus möglich wäre), so wäre zwar ein
Propagationsschritt weniger zu vollziehen, es müssten aber diese Bedingungen zusätzlich zu (4-16) angegeben
werden. Man hätte also ein sechsdimensionales Gleichungssystem zu lösen.

Wie aus den Definitionen der Matrizen P, P̄ usw. ersichtlich ist, enthalten die Elemente der Matrix TZ Poly-
nome in s vom Grad 2(n− M + 1). Die Säkularmatrix TZ bildet gewissermaßen den Zähler von T . T selbst ist
also gebrochen-rational in s vom gleichen Grad 2(n − M + 1) im Zähler wie im Nenner.

Um das Gleichungssystem (4-16) zu lösen, bilden wir die Inverse der Matrix T . Nach der Cramer’schen Regel
gilt

T−1 = sn−M+1
n∏

i=M

(s + αi)
1

detTZ

· Adj(TT
Z) (4-17)

Dabei ist Adj(TT
Z) die Adjunkte der transponierten Matrix zu TZ . Die Elemente von T−1 sind ebenfalls

gebrochen-rational in s, und zwar sind Zähler und Nenner jeweils vom Polynomgrad 6(n − M + 1), denn
die Determinante der Matrix TZ besitzt den dreifachen Polynomgrad eines ihrer Elemente. Allerdings treten in
Zähler und Nenner teilweise dieselben Nullstellen auf.

Lemma4-1 :

Die Säkulardeterminante detTZ weist die mindestens [2(n − M) + 3]-fache Nullstelle s = 0 auf.

Beweis von Lemma 4-1 (wir geben hier nur eine Beweisskizze):

Um die Anzahl der Nullstellen s = 0 zu finden, spalten wir von der Matrix TZ bzw. von einer Matrix, die aus
Linearkombinationen ihrer Zeilen besteht, sukzessive [2(n− M) + 1]-fach den Zeilenfaktor s ab. Wenn nämlich
eine 3 × 3−Matrix TZ sich als TZ = U3×6 · V 6×3 zerlegen lässt und eine Zeile der Matrix U den gemeinsamen
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Faktor s besitzt, so besitzt auch die entsprechende Zeile der Matrix TZ diesen Faktor – und ein gemeinsamer
Faktor in einer Zeile führt dazu, dass dieser Faktor auch in der Determinanten erscheint. Es genügt also zu
zeigen, dass eine Zeile der linken Faktormatrix

Uk = P ∗
n E Zn−1 · · · Zk

bzw. eine Linearkombination ihrer Zeilen den Faktor s aufweist.

Die Matrix Zi lässt sich in folgender Form darstellen:

Zi =
1

2µi+1





sy11 0 −sy13 −sy13R̄
−2
i −sy13R̄

−(2l+1)
i −sy13R̄

−(2l+3)
i

0 sy11 sy13R̄
(2l+1)
i sy13R̄

(2l−1)
i sy13 sy13R̄

−2
i

a R̄
−(2l+1)
i a −ΓiR̄ia + sΞ −Γi/R̄i a + sΘ −ΓiR̄

−2l
i a + sΨ −ΓiR̄

−(2l+2)
i a + sΦ





(4-18)

Dabei wurden folgende Abkürzungen benutzt:

y11 := 2µi+1(s + αi)

y13 :=
4πg(̺i − ̺i+1)

2l + 1
R̄2

i · 2µi+1(s + αi)

a4×1 :=
l(l + 1)

(2l + 1)
(̺i − ̺i+1)(s + αi)(s + αi+1)

[
1

2l + 3
, − R̄2

i

2l − 1
,

R̄
(2l+1)
i

2l − 1
, − R̄2l+3

i

2l + 3

]T

Ξ4×1 :=
2µi+1(s + αi)

2l + 1

[
2l(l + 2)

2l + 3
,

3R̄2
i

2l − 1
,

(l2 − 1)(2l + 3)R̄2l+1
i

2l − 1
, − (2l3 + 5l2 + 2l − 3)R̄2l+3

i

2l + 3

]T

+

+
2µi(s + αi+1)

2l + 1

[
2l2 + 4l + 3

2l + 3
, − 3R̄2

i

2l − 1
, − (l2 − 1)(2l + 3)R̄2l+1

i

2l − 1
,

(2l3 + 5l2 + 2l − 3)R̄2l+3
i

2l + 3

]T

Θ4×1 :=
2µi+1(s + αi)

2l + 1

[
0,

2l2 + 1

2l − 1
,

(l2 − 1)(2l + 1)R̄2l−1
i

2l − 1
, −(l2 − 1)R̄2l+1

i

]T

+

+
2µi(s + αi+1)

2l + 1

[
0,

2(l2 − 1)

2l − 1
, − (l2 − 1)(2l + 1)R̄2l−1

i

2l − 1
, (l2 − 1)R̄2l+1

i

]T

Ψ4×1 :=
2µi+1(s + αi)

2l + 1

[
− l(l + 2)(2l − 1)

2l + 3
R̄

−(2l+1)
i ,

(2l3 + l2 − 2l + 2)

2l − 1
R̄

−(2l−1)
i ,

2(l2 − 1)

2l − 1
,

3R̄2
i

2l + 3

]T

+

+
2µi(s + αi+1)

2l + 1

[
l(l + 2)(2l − 1)

2l + 3
R̄

−(2l+1)
i , − (2l3 + l2 − 2l + 2)

2l − 1
R̄

−(2l−1)
i ,

(2l2 + 1)

2l − 1
, − 3R̄2

i

2l + 3

]T

Φ4×1 :=
2µi+1(s + αi)

2l + 1

[
− l(l + 2)(2l + 1)

2l + 3
R̄

−(2l+3)
i , l(l + 2)R̄

−(2l+1)
i , 0,

(2l2 + 4l + 3)

2l + 3

]T

+

+
2µi(s + αi+1)

2l + 1

[
l(l + 2)(2l + 1)

2l + 3
R̄

−(2l+3)
i , −l(l + 2)R̄

−(2l+1)
i , 0,

2l(l + 2)

2l + 3

]T

(4-19)
Die Matrix P ∗

n(R̄n)E(R̄n) weist in der letzten Zeile den gemeinsamen Faktor s auf; dieser Faktor verursacht
in der Säkulardeterminanten eine Nullstelle s = 0. Wir lassen diesen Zeilenfaktor im folgenden weg. Durch
Addition der mit dem Faktor Γn/4πg multiplizierten ersten Zeile von A zur zweiten Zeile erzielt man eine
Matrix von der folgenden Form (vergleiche Formel (4-10))

AKomb =





x11 x12 uT

x21 x22 svT

x31 0 wT



 (4-20)
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Dabei repräsentieren die xkl (irgendwelche) Polynome in s; die Elemente der 4 × 1-Spaltenmatrizen u, v,
w sind ebenfalls Polynome in s. Multipliziert man nun die Matrix AKomb (oder eine beliebige andere Ma-
trix, welche in der obigen Form dargestellt werden kann) mit Zi gemäß (4-18), so enthält die zweite Zei-
le den gemeinsamen Faktor s. Spalten wir diesen Faktor ab und addieren anschließend die mit dem Fak-
tor (x22R̄

2l+1
i − x21 − ΓiR̄iv

T a)/(ΓiR̄iu
T a) versehene erste Zeile zur zweiten Zeile sowie die mit dem Faktor

−wT a/(uT a) versehene erste Zeile zur dritten Zeile, so kann in der dritten Zeile erneut der Faktor s abgespalten
werden; die verbleibende Matrix hat wiederum die Gestalt von AKomb! Mit jeder der (n−M) Matrizen Zi, die
von rechts hinzumultipliziert wird, kommt also zweifach die Nullstelle s = 0 hinzu. Damit haben wir 2(n−M)+1
Nullstellen s = 0 gefunden.

Bilden wir das Produkt der beiden äußersten rechten Matrizen in TZ , so erhalten wir:

P̄M (RK)B =





−8πgsµM (̺K − ̺M ) 0 2sµM (2l + 1)Rl−1
K

−8πgsµM (̺K − ̺M ) 0 0

−ΓKRK(s + αM )(̺K − ̺M ) − 2sµM (l + 2) −2sµM
(l + 2)

(l + 1)
Rl+1

K (s + αM )(̺K − ̺M )

ΓKRK(s + αM )(̺K − ̺M ) + 2sµM
l2 + 3l − 1

l + 1
2sµM

(l − 1)

l
−Rl+1

K (s + αM )(̺K − ̺M )

−ΓKRK(s + αM )(̺K − ̺M ) + 2sµM (l − 1) −2sµM
(l − 1)

l
Rl+1

K (s + αM )(̺K − ̺M )

ΓKRK(s + αM )(̺K − ̺M ) − 2sµM
l2 − l − 3

l
2sµM

(l + 2)

(l + 1)
−Rl+1

K (s + αM )(̺K − ̺M )





(4-21)
Diese Matrix bildet den äußersten rechten Faktor in TZ . Multiplizieren wir die dritte Spalte mit dem Faktor

R
−(l+1)
K und addieren sie zur ersten Spalte, so besitzen die Elemente der entstehenden ersten und der zweiten

Spalte den gemeinsamen Faktor s, was nochmals die doppelte Nullstelle s = 0 in der Säkulardeterminanten
ergibt. Insgesamt hat die Säkulardeterminante somit 2(n − M) + 3 Nullstellen s = 0.

Von den 6(n − M + 1) Nullstellen der Determinanten der Matrix TZ können also 2(n − M) + 3 analytisch
bestimmt werden. Bei der numerischen Bestimmung der restlichen J := 4(n − M) + 3 Nullstellen zeigt sich,
dass unabhängig von den gewählten Parametern auch s = −αi, i = M, . . . n Nullstellen sind (dies sollte
auch analytisch bewiesen werden können)! Damit verbleiben noch 3(n − M) + 2 “signifikante” Nullstellen, die
numerisch bestimmt werden müssen. Sie entsprechen den einzelnen Moden bzw. den inversen Relaxationszeiten,
die das Abklingverhalten der unbekannten Koeffizienten bestimmen. Gehen wir von einem Zweischichtenmodell
mit einem Mantel und einem flüssigen Kern aus, so gibt es nur zwei “signifikante” Nullstellen. Mit jeder Schicht-
grenze, die neu in das Modell eingefügt wird, kommen drei “signifikante” Nullstellen hinzu, vorausgesetzt, die
Parameter der beiden angrenzenden Schichten unterscheiden sich. Ist allerdings ̺i = ̺i+1, so besitzt offensicht-
lich die Matrix Zi als Ganze den Faktor s, und eine der drei “signifikanten” Nullstellen entartet zu s = 0. Ist
αi = αi+1, so besitzt Zi den Faktor (s + αi), und zwei der drei Nullstellen entarten zu s = −αi. Eine etwaige
Übereinstimmung µi = µi+1 ändert nichts an der Existenz dreier “signifikanter” Nullstellen (selbstverständlich
sind ihre Werte von µi, µi+1 abhängig). Manche Autoren setzen in ihren Modellen die inverse Relaxationszeit
αn in der obersten Schicht zu null. Dies entspricht einer rein elastischen Erdkruste. In diesem Fall kommen zwei
Nullstellen s = 0 hinzu, zusätzlich zu der bereits in Rechnung gestellten Nullstelle s = −αn = 0. Es fallen also
ebenfalls zwei “signifikante” Nullstellen weg.

In der Literatur finden sich umfangreiche Ausführungen über die Nullstellen der Säkulardeterminanten und
ihre physikalische Interpretation, so z.B. in P. Wu 1990. Bei der numerischen Berechnung zeigt sich, dass die
Nullstellen sj alle reell und negativ sind. Physikalisch bedeutet dies, dass die Lösungen im Zeitbereich monoton
abklingen.

Das Lemma lässt offen, ob die Nullstelle s = 0 nicht noch mehrfach vorhanden ist. Bei den numerischen Be-
rechnungen zeigt es sich jedoch, dass die 4(n − M) + 3 Nullstellen mit s 6= 0 tatsächlich vorhanden sind.

Bezeichnen wir mit α den höchsten Koeffizienten des Polynoms der Säkulardeterminanten, so ist

detTZ = α s2(n−M)+3
J∏

j=1

(s − sj) (4-22)
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Wir setzen (4-22) in (4-17) ein und stellen damit die Lösung des Gleichungssystems (4-16) in folgender Weise
dar:

cK =

n∏
i=M

(s + αi) Adj(T T
Z) r

α sn−M+2
J∏

j=1

(s − sj)

=:

n∏
i=M

(s + αi) c
(Z)
K

α sn−M+2
J∏

j=1

(s − sj)

(4-23)

Es verbleibt also noch eine Potenz von s als Faktor im Nenner; bei der numerischen Rechnung zeigt sich jedoch,
dass auch die Adjunkte Adj(TT

Z) genügend Nullstellen s = 0 besitzt, welche diesen Faktor wieder auffangen.
Auch dies sollte analytisch bewiesen werden können.

Der Faktor α könnte numerisch durch eine Punktprobe bestimmt werden, wenn alle Nullstellen s = sj bekannt
sind. Jedoch enthalten die Elemente sämtlicher Matrizen P und P̄ , aus denen TZ zusammengesetzt ist, entweder
s oder s + αi als Faktor. α kann daher auch in der Weise ermittelt werden, dass man alle αi gleich null setzt;
die Säkulardeterminante entartet dann zu detTZ = α s6(n−M+1). Man braucht also nur mit diesen Parametern
den Wert der Säkulardeterminanten bei s = 1 bestimmen, das Ergebnis ist α.

Ist das lineare Gleichungssystem (4-16) gelöst und sind damit die Koeffizienten cK bekannt, so kann mit Hilfe
von (4-14) die Lösung nach oben propagiert werden. Offensichtlich gilt

ci =
1

si−M+1
i−1∏

k=M

(s + αk)

[
i−1∏

k=M

Zk

]
D(RK) P̄M (RK) B cK =:

1

si−M+1
i−1∏

k=M

(s + αk)

T icK

=

n∏
k=i

(s + αk)

[
i−1∏

k=M

Zk

]
D(RK) P̄M (RK) B Adj(TT

Z) r

α sn+i−2M+3
J∏

j=1

(s − sj)

=:

n∏
k=i

(s + αk) c
(Z)
i

α sn+i−2M+3
J∏

j=1

(s − sj)

(4-24)

Auch hier stellt man fest, dass die Zählerpolynome jeweils mindestens dieselbe Anzahl von Nullstellen s = 0
sowie s = −αk aufweisen wie der Nenner.

Nachdem die Nullstellen s = sj numerisch bestimmt sind, führt man Partialbruchzerlegungen für die Lösungen
durch. Sei Zm(s)/N(s) ein gebrochen-rationaler Ausdruck in s; der Zähler Zm(s) sei ebenso wie der Nenner
N(s) ein Polynom m-ten Grades in s. Die Nullstellen von N(s) seien bekannt, so dass sich N(s) in der Form
N(s) = α

∏m
k=1(s − sk) darstellen lässt. Dann ist folgende Partialbruchzerlegung möglich:

Zm(s)

α
m∏

k=1

(s − sk)

= β0 +
m∑

k=1

βk

s − sk
(4-25)

Multipliziert man die Gleichung mit
∏m

k=1(s − sk) durch und setzt dann s = sj ein, so folgt

βj =
Zm(sj)

α
∏m

k=1,k 6=j(sj − sk)
(4-26)

Der absolute Term β0 kann durch eine Punktprobe bestimmt werden.

Diese Methode kann auf die Lösungen ci angewendet werden. Da die Elemente aller beteiligten Matrizen,
aus denen die Zählerpolynome gebildet werden, in gleicher Weise entweder den Faktor s oder den Faktor
s + αi enthalten, können die Absolutglieder β0 so bestimmt werden, dass man die Zählerpolynome an der
Stelle s = 1, αi = 0 ∀i bestimmt und noch durch α teilt.

Die geschilderte Methode versagt, wenn Nullstellen mehrfach auftreten oder wenn Nullstellen zu nahe beiein-
ander liegen; dieser Fall trat jedoch bei keiner der durchgeführten Testrechnungen auf.
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4–2 Lösungen für das sphäroidische, rotierende Erdmodell

Sind die sphärischen Näherungen der Koeffizientenfunktionen c
(1)
l,m(s) usw. in den einzelnen Schichten bekannt,

können mittels des in Abschnitt 3-41 erläuterten Störungsansatzes sphäroidische Verbesserungen dieser Funk-
tionen berechnet werden. Mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts lauten die Störgleichungen 1. Ordnung

an der Erdoberfläche: A δcn + δA cn = δr

an einer inneren Schichtgrenze R̄ = R̄i : Y i+1(R̄i) δci+1 + δY i+1(R̄i) ci+1 = Y i(R̄i) δci + δY i(R̄i) ci

an der Kern-Mantel-Grenze R̄ = RK : Y M (RK) δcM + δY M (RK) cM = B δcK + δB cK

(4-27)
Wie im vorigen Abschnitt werden auch hier die Unbekannten “nach unten propagiert”. Rekursives Einsetzen
von δci+1 ergibt:

T δcK = δr − δA cn − A
n−1∑
i=M

[
n−1∏

k=i+1

Y −1
k+1(R̄k)Y k(R̄k)

]
Y −1

i+1(R̄i)
[
δY i(R̄i)ci − δY i+1(R̄i)ci+1

]
−

−A

[
n−1∏
k=M

Y −1
k+1(R̄k)Y k(R̄k)

]
Y −1

M (R̄K)
[
δB cK − δY M (R̄K) cM

]
(4-28)

Die Produkte sind von links nach rechts mit absteigendem Index k zu bilden. Wir haben hier wieder auf den Index
(0) bei den Größen nullter Ordnung verzichtet. Während die “sphärischen” Beziehungen des vorigen Abschnitts
in den Graden l und Ordnungen m entkoppelt waren, treten hier Kopplungen in den Graden auf, so dass die
entsprechenden Indizes hier mitgeführt werden müssen. In den Gleichungen, welche die Stör-Koeffizienten δci;l,m

enthalten, treten die Koeffizienten nullter Ordnung ci;l−2,m, ci;l,m und ci;l+2,m auf. Die Größen δc enthalten hier

nur die “homogenen” Teile der Lösungen; die Partikulärterme sind in den Größen δY i(R̄i) usw. enthalten, die
sich somit in vier Teile zerlegen lassen:

δY i(R̄) ci :=
e2

3
√

5
C(l, 2, l + 2; m, 0) δY

(+)
i;l,m(R̄) ci;l+2,m +

e2

3
√

5
C(l, 2, l; m, 0) δY

(0)
i;l,m(R̄) ci;l,m+

+
e2

3
√

5
C(l, 2, l − 2; m, 0) δY

(−)
i;l,m(R̄) ci;l−2,m + δY

(part)
i;l,m (R̄) ci;l,m

=
e2

3
√

5

C(l, 2, l + 2; m, 0)

s + αi
δP

(+)
i;l,m(R̄)El+2(R̄) ci;l+2,m +

e2

3
√

5

C(l, 2, l; m, 0)

s + αi
δP

(0)
i;l,m(R̄)El(R̄) ci;l,m+

+
e2

3
√

5

C(l, 2, l − 2; m, 0)

s + αi
δP

(−)
i;l,m(R̄)El−2(R̄) ci;l−2,m +

1

s + αi
δP

(part)
i;l,m (R̄)El(R̄) ci;l,m

(4-29)
Der Ausdruck δY i(R̄) ci bezeichnet hier also ausnahmsweise kein Matrixprodukt, sondern die in (4-29) angege-

bene Summe von vier Matrixprodukten. Die drei “Störungsmatrizen” δP
(+)
i;l,m, δP

(0)
i;l,m, δP

(−)
i;l,m entstehen durch

die Elliptizität des Modells; die vierte Störungsmatrix δP
(part)
i;l,m beinhaltet die Partikulärlösungen der gestörten

Bewegungsdifferentialgleichungen, die infolge der Berücksichtigung der Trägheitsbeschleunigungen auftreten.

Die Störungsmatrizen lauten
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δP
(+)

l,m

s + α
=





0 0 − (l − 1)(l + 4)

(l + 2)
− l2 + l − 4

(l + 2)

l2 + 2l + 4

(l + 2)
(l + 2)

0 0
l(l2 + 6l + 11)

l + 2

l(l2 + 2l − 1)

l + 2
l(l − 2) l(l + 2)

−(l + 2) (l + 3) 0 0 0 0

− 2(l2 + 2l − 1)

R̄
− (l + 3)

R̄
4πg̺

(l − 1)(l + 4)

(l + 2)
4πg̺

l2 + l − 4

(l + 2)
−4πg̺

l2 + 2l + 4

(l + 2)
−4πg̺(l + 2)

̺(l + 2) −̺(l + 3) −̺Γ
(l − 1)(l + 4)

(l + 2)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− −̺Γ

l2 + l − 4

(l + 2)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

l2 + 2l + 4

(l + 2)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ(l + 2) +

3
√

5

e2
̺Γ2,0−

− 2sµ̃

R̄

[
l2 − l − 17

]
− 2sµ̃

R̄

[
(l + 1)

(l + 2)
· (l2 − 2l − 12)

]
− 2sµ̃

R̄

[
l3 + 5l2 + 7l + 6

(l + 2)

]
−2sµ̃

R̄
[(l + 4)(l + 1)]

0 0
2sµ̃

R̄

[
l

(l + 2)
· (l3 + 4l2 − 4l − 22)

]
2sµ̃

R̄

l(l3 − 13l − 18)

(l + 2)
− 2sµ̃

R̄

[
l(l3 + 3l2 − l − 3)

(l + 2)

]
− 2sµ̃

R̄
l(l + 1)(l + 4)





(4-30)

δP
(0)

l,m

s + α
=





0 0 − (l3 + 2l2 − 2l − 9)

l(l + 1)
− (l2 − l − 3)

l

l3 + l2 − 3l + 6

l(l + 1)

l2 + 3l − 1

(l + 1)

0 0
l3 + 4l2 + 3l − 9

l

l3 − l + 3

l

l3 − l2 − 2l + 9

(l + 1)

l3 + 3l2 + 2l − 3

(l + 1)

−l (l + 1) 0 0 0 0

− (2l2 − 3)

R̄
− (l − 2)

R̄
4πg̺

(l3 + 2l2 − 2l − 9)

l(l + 1)
4πg̺

(l2 − l − 3)

l
−4πg̺

l3 + l2 − 3l + 6

l(l + 1)
−4πg̺

l2 + 3l − 1

(l + 1)

̺l −̺(l + 1) −̺Γ
(l3 + 2l2 − 2l − 9)

l(l + 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− −̺Γ

(l2 − l − 3)

l
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

(l3 + l2 − 3l + 6)

l(l + 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

(l2 + 3l − 1)

(l + 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0−

− 2sµ̃

R̄

[
l3 − 10l − 15

(l + 1)

]
− 2sµ̃

R̄

[
l3 − 3l2 − 4l + 6

l

]
− 2sµ̃

R̄

[
l3 + 3l2 − 7l + 6

l

]
− 2sµ̃

R̄

[
l3 + 6l2 + 5l − 6

(l + 1)

]

0 0
2sµ̃

R̄

[
l5 + 3l4 − l3 − 15l2 + 27

l(l + 1)

]
2sµ̃

R̄

[
l4 − 2l3 − 4l2 + 2l + 3

l

]
− 2sµ̃

R̄

[
l5 + 2l4 − 3l3 + 4l2 + 20l − 15

l(l + 1)

]
− 2sµ̃

R̄

[
l2(l2 + 6l + 8)

(l + 1)

]
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1
2
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δP
(−)

l,m

s + α
=





0 0 − (l2 + 3)

(l − 1)
−(l − 1)

(l − 3)(l + 2)

(l − 1)

l2 + l − 4

(l − 1)

0 0 (l + 1)(l + 3) (l + 1)(l − 1)
(l + 1)(l2 − 4l + 6)

l − 1

(l + 1)(l2 + 2)

l − 1

−(l − 2) (l − 1) 0 0 0 0

−2l(l − 2)

R̄
− (l − 3)

R̄
4πg̺

(l2 + 3)

(l − 1)
4πg̺(l − 1) −4πg̺

(l − 3)(l + 2)

(l − 1)
−4πg̺

l2 + l − 4

(l − 1)

̺(l − 2) −̺(l − 1) −̺Γ
(l2 + 3)

(l − 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− −̺Γ(l − 1) +

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

(l − 3)(l + 2)

(l − 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

l2 + l − 4

(l − 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0−

− 2sµ̃

R̄

[
l3 − 2l2 − 3

(l − 1)

]
− 2sµ̃

R̄
[l(l − 3)] − 2sµ̃

R̄

[
(l2 + 3l − 15)

]
− 2sµ̃

R̄

[
l(l2 + 4l − 9)

(l − 1)

]

0 0
2sµ̃

R̄

[
l(l + 1)

(l − 1)
· (l + 2)(l − 2)

]
2sµ̃

R̄
[l(l + 1)(l − 3)] − 2sµ̃

R̄

[
(l + 1)

(l − 1)
· (l3 − l2 − 9l + 15)

]
− 2sµ̃

R̄

[
(l + 1)

(l − 1)
· (l3 + 3l2 − 10l + 6)

]





(4-32)

δP
(part)

l,m

s + α
=

̺Ω im

l(l + 1)





0 0 − 1

2µ̃

R2

(2l + 5)
0

1

2µ̃

R2

(2l − 3)
0

0 0
1

2µ̃

(l + 5)R2

(2l + 5)
0

1

2µ̃

(l − 4)R2

(2l − 3)
0

0 0 0 0 0 0

0 0
4πg̺

2µ̃

R2

(2l + 5)
0 − 4πg̺

2µ̃

R2

(2l − 3)
0

0 0 − sR̄(5l + 13)

(2l + 5)
− s̺ΓR̄2

2sµ̃ (2l + 5)
− 2sR̄(l + 1)

l
− sR̄(5l − 8)

(2l − 3)
+

s̺ΓR̄2

2sµ̃ (2l − 3)
− 2sR̄l

(l + 1)

0 0
sR̄(l2 + 4l + 5)

(2l + 5)
0 − sR̄(l2 − 2l + 2)

(2l − 3)
0
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In ähnlicher Weise wie die “Störungsmatrizen” δP für die Randbedingungen an den inneren Schichtgrenzen
werden auch die “Randgrößen” δr − δA cn dargestellt. Da die eigentliche Eingangsgröße bei der Berechnung
auflastinduzierter Deformationen die Belegung δκ (und nicht das Auflastpotential) ist, beziehen wir uns hier

auf die Koeffizienten c̃
v1(Last)(0)
l,m , die zu den ∆κl,m proportional sind, siehe (3-119). Damit können die Ver-

nachlässigungen im Fall der sphärischen Näherung identifiziert werden.

Weiterhin ist zu beachten, dass die 3 × 1-Spaltenmatrix δr in der ersten Zeile auch noch Terme mit den Koef-
fizienten cn der sphärischen Lösung enthält, siehe Gleichung (3-111). Wir sortieren die “homogenen” und die
“inhomogenen” Anteile von δr− δA c, d.h. wir trennen von dieser Spaltenmatrix die Terme ab, die frei von den
cn sind:

(δr − δA cn) =
e2

3
√

5
C(l, 2, l + 2; m, 0)

[
δ∗r(+) −

δ∗P (+)
n;l,m El+2(R̄E)

s + αn
cn;l+2,m

]
+

+
e2

3
√

5
C(l, 2, l; m, 0)

[
δ∗r(0) −

δ∗P (0)
n;l,m El(R̄E)

s + αn
cn;l,m

]
+

+
e2

3
√

5
C(l, 2, l − 2; m, 0)

[
δ∗r(−) −

δ∗P (−)
n;l,m El−2(R̄E)

s + αn
cn;l−2,m

]
−

− 1

s + αn
δP

(part)
n;l,m (R̄E)El(R̄E) cn;l,m

(4-34)

mit

δ∗r(+) = (2l + 5)

[
(l − 1), −3

√
5Γ2,0

4πg e2
E

, 0

]T

c
v1(Last)(0)
l+2,m Rl+1

E

δ∗r(0) = (2l + 1)

[
(l − 1), −3

√
5Γ2,0

4πg e2
E

, 0

]T

c
v1(Last)(0)
l,m Rl−1

E

δ∗r(−) = (2l − 3)

[
(l − 1), −3

√
5Γ2,0

4πg e2
E

, 0

]T

c
v1(Last)(0)
l−2,m Rl−3

E

(4-35)

für den Lastfall. Für den Gezeitenfall gilt

δ∗r(+) = δ∗r(0) = δ∗r(−) = 0 (4-36)

Das ist formal der einzige Unterschied zwischen Last- und Gezeitenfall bei der Störungsrechnung. Allerdings
ist zu beachten, dass jeweils die entsprechenden Größen ci eingesetzt werden (die sich für den Last- und den

Gezeitenfall selbstverständlich unterscheiden). Die Störmatrizen δ∗P
(+)
l,m usw. lauten:
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δ∗P
(+)

l,m

s + αn

=





0 0 4πg̺
2(l − 1)

(l + 2)
−4πg̺

2

(l + 2)
−4πg̺

2l2 + 3l + 2

(l + 2)
−4πg̺(2l + 1)

̺(l + 2) −̺(l + 3) −̺Γ
(l − 1)(l + 4)

(l + 2)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− −̺Γ

l2 + l − 4

(l + 2)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

l2 + 2l + 4

(l + 2)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ(l + 2) +

3
√

5

e2
̺Γ2,0−

− 2sµ̃

RE

[
l2 − l − 17

]
− 2sµ̃

RE

[
(l + 1)

(l + 2)
· (l2 − 2l − 12)

]
− 2sµ̃

RE

[
l3 + 5l2 + 7l + 6

(l + 2)

]
−2sµ̃

RE

[(l + 4)(l + 1)]

0 0
2sµ̃

RE

[
l

(l + 2)
· (l3 + 4l2 − 4l − 22)

]
2sµ̃

RE

l(l3 − 13l − 18)

(l + 2)
− 2sµ̃

RE

[
l(l3 + 3l2 − l − 3)

(l + 2)

]
− 2sµ̃

RE

l(l + 1)(l + 4)





(4-37)

δ∗P
(0)

l,m

s + αn

=





0 0 4πg̺
(2l2 − l − 9)

l(l + 1)
−4πg̺

3

l
−4πg̺

2l3 + l2 − 4l + 6

l(l + 1)
−4πg̺

2l2 + 3l − 2

(l + 1)

̺l −̺(l + 1) −̺Γ
(l3 + 2l2 − 2l − 9)

l(l + 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− −̺Γ

(l2 − l − 3)

l
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

(l3 + l2 − 3l + 6)

l(l + 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

(l2 + 3l − 1)

(l + 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0−

− 2sµ̃

RE

[
l3 − 10l − 15

(l + 1)

]
− 2sµ̃

RE

[
l3 − 3l2 − 4l + 6

l

]
− 2sµ̃

RE

[
l3 + 3l2 − 7l + 6

l

]
−2sµ̃

RE

[
l3 + 6l2 + 5l − 6

(l + 1)

]

0 0
2sµ̃

RE

[
l5 + 3l4 − l3 − 15l2 + 27

l(l + 1)

]
2sµ̃

RE

[
l4 − 2l3 − 4l2 + 2l + 3

l

]
−2sµ̃

RE

[
l5 + 2l4 − 3l3 + 4l2 + 20l − 15

l(l + 1)

]
− 2sµ̃

RE

[
l2(l2 + 6l + 8)

(l + 1)

]
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δ∗P
(−)

l,m

s + αn

=





0 0 4πg̺
2(l + 1)

(l − 1)
0 −4πg̺

(2l2 − 3l − 5)

(l − 1)
−4πg̺

l2 − l − 3

(l − 1)

̺(l − 2) −̺(l − 1) −̺Γ
(l2 + 3)

(l − 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− −̺Γ(l − 1) +

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

(l − 3)(l + 2)

(l − 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0− ̺Γ

l2 + l − 4

(l − 1)
+

3
√

5

e2
̺Γ2,0−

− 2sµ̃

RE

[
l3 − 2l2 − 3

(l − 1)

]
− 2sµ̃

RE

[l(l − 3)] −2sµ̃

RE

[
(l2 + 3l − 15)

]
− 2sµ̃

RE

[
l(l2 + 4l − 9)

(l − 1)

]

0 0
2sµ̃

RE

[
l(l + 1)

(l − 1)
· (l + 2)(l − 2)

]
2sµ̃

RE

[l(l + 1)(l − 3)] − 2sµ̃

RE

[
(l + 1)

(l − 1)
· (l3 − l2 − 9l + 15)

]
− 2sµ̃

RE

[
(l + 1)

(l − 1)
· (l3 + 3l2 − 10l + 6)

]





(4-39)

δ∗P
(part)

l,m

s + α
=

̺Ω im

l(l + 1)





0 0
4πg̺

2µ̃

R2
E

(2l + 5)
0 − 4πg̺

2µ̃

R2
E

(2l − 3)
0

0 0 −sRE(5l + 13)

(2l + 5)
− s̺ΓR̄2

E

2sµ̃ (2l + 5)
− 2sRE(l + 1)

l
− sRE(5l − 8)

(2l − 3)
+

s̺ΓR2
E

2sµ̃ (2l − 3)
− 2sREl

(l + 1)

0 0
sRE(l2 + 4l + 5)

(2l + 5)
0 − sRE(l2 − 2l + 2)

(2l − 3)





(4-40)
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Schließlich müssen noch die Störglieder der Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze formuliert werden,

wobei hier nur drei Anteile auftreten (der partikuläre Anteil δB
(part)
l,m verschwindet):

δB cK =
e2

3
√

5
C(l, 2, l + 2; m, 0) δB

(+)
l,m cK;l+2,m +

e2

3
√

5
C(l, 2, l; m, 0) δB

(0)
l,m cK;l,m+

+
e2

3
√

5
C(l, 2, l − 2; m, 0) δB

(−)
l,m cK;l−2,m

(4-41)

Dabei ist

δB
(+)
l,m =





0 0 0

0 0 0

0 0 −(l + 2)R̄l+2
K

0 0 −2(l2 + 2l − 1)R̄l+1
K

3
√

5

e2
̺KΓ2,0 0 ̺K(l + 2)R̄l+2

K

0 0 0





δB
(0)
l,m =





0 0 0

0 0 0

0 0 −lR̄l
K

0 0 −(2l2 − 3)R̄l−1
K

3
√

5

e2
̺KΓ2,0 0 ̺K lR̄l

K

0 0 0





(4-42)

δB
(−)
l,m =





0 0 0

0 0 0

0 0 −(l − 2)R̄l−2
K

0 0 −2l(l − 2)R̄l−3
K

3
√

5

e2
̺KΓ2,0 0 ̺K(l − 2)R̄l−2

K

0 0 0





δB
(part)
l,m = 0.

Damit können nun die Verbesserungen der Koeffizienten δc ebenfalls als gebrochen-rationale Funktionen in s
dargestellt werden. Mit Hilfe von (4-29) usw. wird aus (4-28):

T δc
(x)
K = Gx ·

{
[δr∗ (x) − δP ∗ (x)

n (R̄n)E(x)(R̄n)

s + αn
c(x)
n ] −

−P ∗
n(R̄n)E(R̄n)

n−1∑
i=M

n−1∏
k=i+1

Zk

sn−i
n∏

k=i

(s + αk)
DiP̄ i+1(R̄i) δP

(x)
i (R̄i)E(x)(R̄i) c

(x)
i +

+P ∗
n(R̄n)E(R̄n)

n−1∑
i=K

n−1∏
k=i+1

Zk

sn−i(s + αi+1)
n∏

k=i+1

(s + αk)

DiP̄ i+1(R̄i) δP
(x)
i+1(R̄i)E(x)(R̄i) c

(x)
i+1−

−P ∗
n(R̄n)E(R̄n)

n−1∏
k=M

Zk

sn−K
n∏

k=M

(s + αk)
DK P̄M (R̄K) δB(x) c

(x)
K






(4-43)
Dabei spezifiziert der Index x, um welchen der vier Anteile (+), (0), (−), (part) es sich handeln soll. Die Vor-
faktoren Gx sind gemäß (4-29), (4-34) und (4-41):

G(+) =
e2

3
√

5
C(l, 2, l + 2; m, 0) G(0) =

e2

3
√

5
C(l, 2, l; m, 0) G(−) =

e2

3
√

5
C(l, 2, l − 2; m, 0) G(part) = 1

(4-44)
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Setzt man hierin die Lösungen nullter Ordnung (4-23) und (4-24) ein, so erhält man schließlich

δc
(x)
K = Gx

n∏
k=M

(s + αk)Adj(TT
Z)

α(0)
J∏

j=1

[(s − s
(0)
j )(s − s

(x)
j )]






J∏
j=1

(s − s
(x)
j )

s(n−M+2)
δ∗r(x) − δ∗P (x)

n E(x)
n c

(x)(Z)
n

α(x) s3n−3M+5

−P ∗
nEn

n−1∑
i=M

[
n−1∏

k=i+1

Zk

]
DiP̄ i+1(R̄i) δP

(x)
i (R̄i)E

(x)
i

c
(x)(Z)
i

α(x)s3n−3M+5
+

+P ∗
nEn

n−1∑
i=K

[
n−1∏

k=i+1

Zk

]
DiP̄ i+1(R̄i)Hi+1 ·

H−1
i+1δP

(x)
i+1(R̄i)E

(x)
i

(s + αi+1)

c
(x)(Z)
i+1

α(x)s3n−3M+6
−

−P ∗
nEn

[
n−1∏
k=M

Zk

]
DK P̄M (R̄K)δB(x) c

(x)(Z)
K

α(x)s3n−3M+5

}

(4-45)

Dabei ist Hi = diag[1, 1, 1, 1, 1/(s + αi), 1/(s + αi)]. Die inverse Matrix H−1
i dient hier dazu, den auftretenden

Nenner s + αi+1 in der dritten Zeile von δP
(x)
i+1 zu kompensieren. Da die Matrix P̄ i+1(R̄i) in der fünften und

sechsten Spalte diesen Faktor enthält, ist die Matrix DiP̄ i+1(R̄i)Hi+1 ·
H−1

i+1δP
(x)
i+1(R̄i)

(s + αi+1)
ein Polynom in s.

Zur numerischen Berechnung ist ein rekursiver Algorithmus geeignet. Mit den Definitionen

∆
(x)
K :=

J∏
j=1

(s − s
(x)
j )Y −1

M (R̄K)[δY
(x)
M (R̄K) c

(x)
M − δB(x) c

(x)
K ]

=

n∏
k=M

(s + αk)

α(x)s(n−M+4)
DK P̄M (R̄K)

[
δP

(x)
M (R̄K)E(x)(R̄K) c

(Z,x)
M

(s + αM )
− sδB(x)c

(Z,x)
K

]

∆
(x)
i :=

J∏
j=1

(s − s
(x)
j )Y −1

i+1(R̄i) [δY
(x)
i+1(R̄i) c

(x)
i+1 − δY

(x)
i (R̄i) c

(x)
i ] +

Zi

s(s + αi)
∆

(x)
i−1

=

n∏
k=i+1

(s + αk)

α(x)s(n+i−2M+5)
DiP̄ i+1(R̄i)

[
δP

(x)
i+1(R̄i)E

(x)(R̄i) c
(Z,x)
i+1

(s + αi+1)
− sδP

(x)
i (R̄i)E(x)(R̄i) c

(Z,x)
i

]
+

+
Zi

s(s + αi)
∆

(x)
i−1

(4-46)

gilt
i−1∏

k=M

[
Zk

s(s + αk)

]
Y −1

M (R̄K)B δc
(x)
K = δc

(x)
i + Gx

J∏
j=1

(s−s
(x)
j

)

∆
(x)
i−1

T δc
(x)
K = Aδc

(x)
n + Gx

J∏
j=1

(s−s
(x)
j

)

A∆
(x)
n−1 = Gxδ∗r(x) − δA(x) c

(x)
n + Gx

J∏
j=1

(s−s
(x)
j

)

A∆
(x)
n−1

(4-47)

und mit der im vorigen Abschnitt erläuterten Inversen der Matrix T folgt

δc
(x)
K =

Gx

n∏
k=M

(s + αk) Adj(T T
Z)

α(0) sn−M+2
J∏

j=1

(s − s
(0)
j )(s − s

(x)
j )




δ∗r(x)
J∏

j=1

(s − s
(x)
j ) − δP ∗(x)

n E(x)(R̄n) c
(Z,x)
n

α(x)s2n−2M+3
+

P ∗
nE(x)(R̄n)

(s + αn)
∆

(x)
n−1






(4-48)
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Analog zum vorigen Abschnitt kann auch für die Inkremente zweiter Ordnung eine Partialbruchzerlegung durch-

geführt werden. Für δc
(0)
K ergibt sich hierbei die Besonderheit, dass sämtliche Nullstellen des Nenners quadratisch

auftreten. In diesem Fall gilt

f(s)
J∏

j=1

(s − sj)2
= C0 +

J∑

j=1

[
C1,j

(s − sj)
+

C2,j

(s − sj)2

]
(4-49)

mit den Koeffizienten

C2,j =
f(sj)

J∏
q 6=j

(sj − sq)2
C1,j =

f ′(sj)
J∏

q 6=j

(sj − sq)2
− 2C2,j

J∑

q 6=j

1

(sj − sq)
(4-50)

Die Konstante C0 könnte durch eine Punktprobe bestimmt werden. Da im vorliegenden Fall aber die Elemen-
te aller beteiligten Matrizen, aus denen die Zählerpolynome gebildet werden, in gleicher Weise entweder den
Faktor s oder den Faktor s + αi enthalten, werden die Absolutglieder C0 wieder so bestimmt, dass man die
Zählerpolynome an der Stelle s = 1, αi = 0 ∀i bestimmt und noch durch α0 teilt.

Das Auftreten quadratischer Nullstellen wird letztlich durch die Anwendung der Störungsrechnung hervorge-
rufen. Wie man sich anhand eines homogenen Erdmodells klarmachen kann, würde man bei strenger Lösung
jeweils zwei verschiedene Nullstellen erhalten, die jedoch sehr nahe beieinanderliegen.

δc
(part)
K bildet einen weiteren Sonderfall. Aus den Matrizen δP (part) ersieht man, dass hier der Polynomgrad

im Zähler um eines höher als der Polynomgrad des Nenners ist. Es muss somit vorausgesetzt werden, dass

c̃
v1(Last)(0)
l,m für anwachsende s genügend schnell abklingt.
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5. Lovezahlen, Auflastzahlen und Drehimpulsbilanz

5–1 Love- und Auflastzahlen

Für beliebiges, aber festes R̄ hängen die Verschiebungs- bzw. Potentialkoeffizienten r̄l,m, s̄l,m und δw̄l,m linear

von den Koeffizientenfunktionen c̃
(1)
l,m(s), c̃

(2)
l,m(s), c̃

(3)
l,m(s), c̃

(4)
l,m(s), c̃w1

l,m(s) und c̃w2
l,m(s) ab, deren Lösungen im

letzten Abschnitt hergeleitet wurden. Diese Funktionen wiederum sind den Lastpotential- bzw. den Zentrifugal-
potentialkoeffizienten proportional. Es muss daher möglich sein, die Funktionen r̄l,m, s̄l,m und δw̄l,m direkt als
Linearkombinationen der Lastpotential- bzw. der Zentrifugalpotential-Koeffizienten darzustellen. Im Allgemein-
fall, also für eine Erde mit dreidimensionaler Verteilung von Massendichte und Viskoelastizitätsparametern, ist
für den Lastfall eine Darstellung in folgender Form möglich:

δw̄l,m(R̄, s) = (1 + K̃Last
l,m;n,p(R̄, s)) δv̄Last

n,p (R̄, s)

r̄Last
l,m (R̄, s) =

1

γE
H̃Last

l,m;n,p(R̄, s) δv̄Last
n,p (R̄, s)

−
s̄Last

l,m (R̄, s)
√

l(l + 1)
=

1

γE
L̃Last

l,m;n,p(R̄, s) δv̄Last
n,p (R̄, s)

(5-1)

Eine analoge Darstellung ist für eine Anregung durch ein Zentrifugalpotential denkbar. Die “Verhältnisfunktionen”
H̃Last

l,m;n,p(R̄, s) usw. sind nur von den Parametern des Erdmodells, nicht von der Anregung abhängig, so dass
eine klare Trennung zwischen Anregung und Systemeigenschaften erreicht werden kann. Schreibt man die Glei-

chungen in Matrix-Form, so sind für den Allgemeinfall die Matrizen H̃
Last

(R̄, s) usw. vermutlich voll besetzt.
Für den Fall der rotations-sphäroidischen Schichtung hängen – wie sich im letzten Abschnitt gezeigt hatte –
die Störgrößen der linken Seite nur von den anregenden Potentialkoeffizienten vom selben Grad sowie von zwei
Graden höher und niedriger ab. Die Hauptdiagonalelemente sind im übrigen von der Normierung der Kugel-
flächenfunktionen unabhängig, für die restlichen Elemente gilt das nicht mehr.
In der Geodäsie werden in der Regel nur die Gleichungen für R̄E (also für die Größen an der Erdoberfläche)
bzw. das Potential-Inkrement im Außenraum benötigt. Wir benutzen in der vorliegenden Arbeit eine etwas

modifizierte Darstellung, die sich wiederum auf die Eingangsgrößen c̃
v1(Last)(0)
l,m bezieht:

c̃vA
l,m

Rl+1
E

=:
c̃
v2(Last)
l,m

Rl+1
E

+ (k̃
L(0)
l + δk̃L

l,m;l)c̃
v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δk̃L
l,m;l−2c̃

v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E + δk̃L
l,m;l+2c̃

v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+(k̃
T (0)
2 + δk̃T

2,m;2)R
2
E c̃

v1(Zent)
2,m δl,2

r̄l,m(RE) =:
(h̃

L(0)
l + δh̃L

l,m;l)

ΓE
c̃
v1(Last)(0)
l,m Rl

E +
δh̃L

l,m;l−2

ΓE
c̃
v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E +
δh̃L

l,m;l+2

ΓE
c̃
v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+
(h̃

T (0)
2 + δh̃T

2,m;2)

ΓE
R2

E c̃
v1(Zent)

2,m δl,2

− s̄l,m(RE)√
l(l + 1)

=:
(l̃

L(0)
l + δl̃Ll,m;l)

ΓE
c̃
v1(Last)(0)
l,m Rl

E +
δl̃Ll,m;l−2

ΓE
c̃
v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E +
δl̃Ll,m;l+2

ΓE
c̃
v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+
(l̃

T (0)
2 + δl̃T2,m;2)

ΓE
R2

E c̃
v1(Zent)

2,m δl,2

(5-2)

Durch diese Gleichungen sind implizit die dimensionslosen Verhältnisfunktionen k̃
L(0)
l usw. definiert. Die Verhält-

nisfunktionen k̃
L(0)
l heißen Auf lastzahlen, k̃T

l , h̃T
l heißen Lovezahlen, l̃Tl heißen Shidazahlen zu Ehren der Phy-

siker, die den geschilderten Formalismus im Zusammenhang mit den Gezeitendeformationen einer elastischen
Erde eingeführt hatten (A.E.H. Love (1909, 1911), T. Shida (1912), T. Shida and M. Matsuyama (1912)).
Der obere Index “T ” bei k̃T

2 ist eine Abkürzung für “tidal”. (Das Zentrifugalpotential besitzt – abgesehen vom
0,0-Term – formal die Gestalt eines Gezeitenpotentials.) kT

2 ist die Love-Zahl k vom Grad 2 aus der Theorie der
Gezeitendeformationen. Die hier eingeführten Verhältnisfunktionen sind vom Laplace-Parameter s abhängig.
Die Beziehungen (5-2) sind nur im Laplace-Bereich, nicht im Zeitbereich gültig: Bei Transformation in den Zeit-
bereich ergeben sich Faltungsintegrale (siehe Anhang C), die Verhältnisfunktionen übernehmen dort die Rolle
von Faltungskernen. Die Auflast- und Lovezahlen 0-ter Ordnung hängen nur vom Grad, nicht von der Ordnung
ab.
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Während die Definition der Love- und Lastzahlen nullter Ordnung standardmäßig in dieser Weise erfolgt (im

sphärischen Fall ist es beispielsweise gleichbedeutend, ob man sich auf die Koeffizienten c̃
v1(Last)(0)
l,m oder auf die

Koeffizienten c̃
v2(Last)(0)
l,m bezieht), wird die Definition für die “Störgrößen” δk̃L

l,m;l usw. nur als Konvention in der
vorliegenden Arbeit verwendet. Den so definierten Störgrößen lässt sich nicht ohne weiteres eine physikalische

Bedeutung zuordnen: Die Koeffizienten c̃vA
l,m beziehen sich auf Kugelfunktionen, die Koeffizienten c̃

v1(Last)(0)
l,m

dagegen gleichen bis auf einen Faktor den Lastkoeffizienten ∆κl,m, welche die Last auf der Oberfläche des
Sphäroids darstellen.

Anmerkung 5-1 :

Bei der Bestimmung der Lastzahlen k̃L
l,m aus den Lösungen der Gleichungssysteme des Kapitels 4 sind noch Umrechnungen

durchzuführen. Aus der Lösung der Gleichungssysteme gehen zunächst die Koeffizienten c̃
v1(n)
l,m , c̃

v2(n)
l,m der äußersten

Schicht hervor, die linear von c̃
v1(Last)(0)
l,m usw. abhängen:

c̃
w1(n)
l,m Rl

E = f̃
L1(0)
l c̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L1
l,m;l−2c̃

v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E + δf̃L1
l,m;lc̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L1
l,m;l+2c̃

v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+f̃
T1(0)
2 c̃

v1(Zent)
2,m R2

E δl,2 + δf̃T1
2,m;2c̃

v1(Zent)
2,m R2

E δl,2

c̃
w2(n)
l,m R

−(l+1)
E = f̃

L2(0)
l c̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L2
l,m;l−2c̃

v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E + δf̃L2
l,m;lc̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L2
l,m;l+2c̃

v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+f̃
T2(0)
2 c̃

v1(Zent)
2,m R2

E δl,2 + δf̃T2
2,m;2c̃

v1(Zent)
2,m R2

E δl,2

(5-3)
Setzt man diese Beziehungen in (3-107) ein, so ergibt sich

c̃
vA(grav)
l,m

Rl+1
E

= f̃
L1(0)
l c̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L1
l,m;l−2c̃

v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E + δf̃L1
l,m;lc̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L1
l,m;l+2c̃

v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+f̃
L2(0)
l,m c̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L2
l,m;l−2c̃

v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E + δf̃L2
l,m;lc̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E + δf̃L2
l,m;l+2c̃

v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E +

+(f̃
T1(0)
2 + δf̃T1

2,m;2 − 1)c̃
v1(Zent)
2,m R2

E δl,2 + (f̃
T2(0)
2 + δf̃T2

2,m;2)c̃
v1(Zent)
2,m R2

E δl,2−

− e2
E

3
√

5

[
(2l + 5)C(l, 2, l + 2; m, 0)f̃

L1(0)
l+2 c̃

v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E + (2l + 1)C(l, 2, l; m, 0)f̃
L1(0)
l c̃

v1(Last)(0)
l,m Rl

E+

+(2l − 3)C(l, 2, l − 2; m, 0)f̃
L1(0)
l−2 c̃

v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E

]
− e2

E

3
√

5
5C(2, 2, 2; m, 0)(f̃

T1(0)
2 − 1)c̃

v1(Zent)
2,m R2

E δl,2

(5-4)
Durch einen Koeffizientenvergleich zwischen (5-2) und (5-4) unter Beachtung von (3-122) und (3-123) lassen sich die
Auflast- und Love-Zahlen als Kombinationen der Lösungen der unbekannten Koeffizienten darstellen:

1 + k̃
L(0)
l = f̃

L1(0)
l + f̃

L2(0)
l

δk̃L
l,m;l−2 = δf̃L1

l,m;l−2 + δf̃L2
l,m;l−2 − e2

E

3
√

5
(2l − 3)C(l, 2, l − 2; m, 0)(f̃

L1(0)
l−2 − l + 2

2l + 1
)

δk̃L
l,m;l = δf̃L1

l,m;l + δf̃L2
l,m;l −

e2
E

3
√

5
(2l + 1)C(l, 2, l; m, 0)(f̃

L1(0)
l − l + 2

2l + 1
)

δk̃L
l,m;l+2 = δf̃L1

l,m;l+2 + δf̃L2
l,m;l+2 −

e2
E

3
√

5
(2l + 5)C(l, 2, l + 2; m, 0)(f̃

L1(0)
l+2 − l + 2

2l + 1
)

k̃
T (0)
2 = f̃

T1(0)
2 + f̃

T2(0)
2 − 1

δk̃T
2,m;2 = δf̃T1

2,m;2 + δf̃T2
2,m;2 − e2

E

3
√

5
5C(2, 2, 2; m, 0)(f̃

T1(0)
2 − 1)

(5-5)

Es ist hier zu beachten, dass sich die Lastzahlen k̃L
l,m ebenso wie die Lovezahlen k̃T

l,m nur auf das Deformations-

potential, nicht auf das gesamte inkrementelle Potential beziehen. Die Koeffizienten c̃
vA(grav)
l,m R

−(l+1)
E beziehen

sich auf das inkrementelle Gravitationspotential im Außenraum, welches sich aus dem Lastpotential und dem
Deformationspotential (induziert durch Lastpotential und Zentrifugalpotential) zusammensetzt, also das Zen-
trifugalpotential selbst nicht enthält. In der Darstellung der Außenraum-Potentialkoeffizienten c̃vA

l,m erscheinen
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daher noch die Lastpotentialkoeffizienten c̃
v2(Last)
l,m . Wir drücken diese noch mit Hilfe von (3-122) und (3-123)

durch c̃
v1(Last)(0)
l,m aus, so dass in der ersten Gleichung von (5-2) nur noch die letztere Art von Lastpotentialko-

effizienten erscheinen:

c̃vA
l,m

Rl+1
E

=: (1 + δgL
l,m;l + k̃

L(0)
l + δk̃L

l,m;l)c̃
v1(Last)(0)
l,m Rl

E + (δgL
l,m;l−2 + δk̃L

l,m;l−2)c̃
v1(Last)(0)
l−2,m Rl−2

E +

+(δgL
l,m;l+2 + δk̃L

l,m;l+2)c̃
v1(Last)(0)
l+2,m Rl+2

E + (k̃
T (0)
2 + δk̃T

2,m;2)R
2
E c̃

v1(Zent)
2,m δl,2

mit

δgL
l,m;l+2 := − e2

E

3
√

5
C(l, 2, l + 2; m, 0)

(l + 2)(2l + 5)

2l + 1

δgL
l,m;l := − e2

E

3
√

5
C(l, 2, l; m, 0)(l + 2)

δgL
l,m;l−2 := − e2

E

3
√

5
C(l, 2, l − 2; m, 0)

(l + 2)(2l − 3)

2l + 1

(5-6)

Die Verhältnisfunktionen g̃L
l,m, die somit die Beziehung zwischen c̃

v1(Last)(0)
l,m und c̃

v2(Last)
l,m herstellen, sind von s

unabhängig.

5–1.1 Rücktransformation der Lösungen in den Zeitbereich; Grenzwerte und Spezialfälle

Für die folgenden Betrachtungen, die nur das zeitliche Verhalten der Lösungen betreffen, beschränken wir uns
auf einen einzigen Term der Gleichungen (5-2), ohne diesen näher zu spezifizieren:

c̃Def (s) =: k̃(s) c̃Exc(s) (5-7)

Wir nehmen im folgenden an, dass zur Zeit t = 0 das anregende Potential ebenso wie das induzierte Deformati-
onspotential noch gleich 0 ist. Rücktransformation in den Zeitbereich ergibt mit Hilfe des Faltungssatzes (siehe
Anhang C):

cDef (t) =:

t∫

0

k(t − t′)cExc(t′)dt′ (5-8)

Die Zeitfunktionen k(t − t′) klingen mit zunehmender Zeit gegen 0 ab.

Zur Interpretation des Faltungsintegrals sei angenommen, dass der anregende Potentialkoeffizient cExc(t′)
zunächst gleich 0 sei, zu einem Zeitpunkt t0 auf den Wert C springe und im weiteren Verlauf dann unverändert
bleibe:

cExc(t′) = C · H(t′ − t0)

(H bezeichnet hier die Heaviside-Funktion.) Für diesen Fall muss allerdings die Störung durch die Trägheits-
kräfte außer Betracht bleiben, da diese im Fall der Heaviside-Anregung nicht beschränkt bleibt.

Die Lösung lautet für diesen Spezialfall

cDef (t) =: C

t∫

t0

k(t − t′)dt′ (5-9)

Das bedeutet physikalisch: Die Änderung des anregenden Potentials zum Zeitpunkt t0 bewirkt nicht nur eine
Änderung der Lösung zum selben Zeitpunkt, vielmehr verändert sich die Lösung immer weiter, obwohl das
anregende Potential im weiteren Verlauf konstant bleibt. Zwei Grenzwerte sind von besonderem Interesse:

kE := lim
t→t0+0

t∫

t0

k(t − t′)dt′ = lim
t→0+0

t∫

0

k(t′)dt′ (5-10)
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heißt elastische Lastzahl. Sie charakterisiert die momentane Änderung der Lösung (die infolge einer gleichzeiti-
gen, nicht: zu einem früheren Zeitpunkt eingetretenen Änderung der Anregung auftritt).

kF := lim
t→∞

t∫

t0

k(t − t′)dt′ =

∞∫

0

k(t′)dt′ (5-11)

heißt flüssige Lastzahl. Sie charakterisiert das asymptotische Verhalten der Lösung für t → ∞, wenn die Anre-
gung konstant bleibt.

In Kapitel 4 haben wir das Verhalten der Koeffizientenfunktionen c̃
(1)
l,m(s), c̃

(2)
l,m(s), c̃

(3)
l,m(s), c̃

(4)
l,m(s), c̃w1

l,m(s) und

c̃w2
l,m(s) als Funktionen des Laplace-Parameters s untersucht. Analog dazu ergeben sich auch für die Love- und

Lastzahlen Darstellungen von der Form

k̃(s) = k0 +

J∑

j=1

[
k

(1)
j

s − sj
+

k
(2)
j

(s − sj)2

]
(5-12)

(Bei den δcpart tritt zusätzlich ein zu s proportionaler Term auf, der durch die in der Coriolis-Kraft eingehende
Geschwindigkeit hervorgerufen wird; Terme mit quadratischen Polstellen erscheinen nur bei den δc(0).)

Anmerkung 5-2 : Wie erwähnt kommen die quadratischen Polstellen durch die Störungsrechnung zustande. Es darf
vermutet werden, dass es sich tatsächlich um zwei nahe beieinanderliegende Polstellen handeln sollte. Beispielsweise gilt
in linearer Näherung

c

s − a
+

d

s − b
≈ c + d

s − s0
+

c(a − s0) + d(b − s0)

(s − s0)2
falls a ≈ b ≈ s0.

Rücktransformation von (5-12) und (5-7) in den Zeitbereich ergibt

k(t) = k0δ(t) +
J∑

j=1

[
k

(1)
j exp(sjt) + k

(2)
j t exp(sjt)

]

cDef (t) = k0c
Exc(t) +

J∑
j=1

[
k

(1)
j

t∫

0

exp(sj(t − t′))cExc(t′)dt′ + k
(2)
j

t∫

0

(t − t′) exp(sj(t − t′))cExc(t′)dt′
] (5-13)

Dies sind die bereits angesprochenen Faltungsintegrale.

Setzen wir wieder eine Anregung der Form cExc(t′) = C · H(t′ − t0) voraus, so finden wir für die Lösung

cDef (t) = C H(t − t0)




k0 +
∑

j

[
−

k
(1)
j

sj
(1 − exp(sj(t − t0))) +

k
(2)
j

s2
j

[exp(sj(t − t0))(sj(t − t0) − 1) + 1]

]



(5-14)

Daraus geht hervor, dass weniger die Größen k
(1)
j , k

(2)
j als vielmehr −k

(1)
j /sj und k

(2)
j /s2

j als die Amplituden

der Relaxationsfunktionen zu betrachten sind. Diese Größen sind im übrigen (im Gegensatz zu den k
(1)
j , k

(2)
j )

dimensionslos.

Für die Grenzwerte folgt mit den Definitionen (5-10) und (5-11) und wegen sj < 0

kE = k0 und kF = k0 +
∑

j

[
−

k
(1)
j

sj
+

k
(2)
j

s2
j

]
(5-15)

Damit haben wir folgenden Satz gezeigt:

Satz 5-1 :
Für Last- bzw. Love-Funktionen von der Form (5-12) gilt:

kE = lim
s→∞

k̃(s) kF = k̃(s = 0) (5-16)

138



Wird eine Heaviside-Anregung auf den Körper aufgebracht, so springt also das Deformationspotential instantan
auf den durch die elastische Last- bzw. Lovezahl implizierten Wert und nähert sich dann quasi-exponentiell dem
der flüssigen Last- (Love-) zahl entsprechenden Wert an.

Die flüssige Lovezahl lässt sich für die einzelnen Fälle aus physikalischen Überlegungen vorhersagen. Da gemäß
dem Maxwell-Modell die Scherspannungen innerhalb eines Körpers bei konstant gehaltener Verschiebung asym-
ptotisch gegen 0 gehen, wird sich bei konstant gehaltener Anregung das hydrostatische Gleichgewicht wieder-
herstellen. Für den Lastfall bedeutet das, dass die Last so lange weiter in den Körper einsinkt, bis sie das
verdrängte Material gleichsam völlig ersetzt hat. Daraus folgt zunächst für die Lastzahlen

k
L(0)
l;F = −1 δkL

l,m;l−2;F + δgL
l,m;l−2; = 0 δkL

l,m;l;F + δgL
l,m;l = 0 δkL

l,m;l+2;F + δgL
l,m;l+2 = 0 (5-17)

Für den Gezeitenfall bedeutet das hydrostatische Gleichgewicht, dass die materielle Erdoberfläche vollständig
der gestörten Äquipotentialfläche folgt, die sich aus der Formel von Bruns errechnen lässt. Es gilt also

1 + k
T (0)
l;F − h

T (0)
l;F = 0 (5-18)

Diese Gleichungen können als Kontrolle für die Modellrechnungen benutzt werden.

In der Literatur – besonders im Zusammenhang mit Gezeiteneffekten – ist häufig von komplexen Lovezahlen
die Rede. Dabei wird bereits eine spezielle Art der Anregung vorausgesetzt, nämlich durch ein periodisches
Gezeitenpotential. Wir beschränken uns hier auf einen einzigen Anregungsterm und auf “sphärische” Love-
Zahlen: Sei

cExc(t′) = C exp(iωt′) k(t) = kEδ(t) +
J∑

j=1

kj exp(sjt) (5-19)

mit einer beliebigen Kreisfrequenz ω. Einsetzen in (5-8) und Integration ergibt:

cDef (t) = C
J∑

j=1

kj

sj − iω
exp(sjt) + C exp(iωt)



kE −
J∑

j=1

kj

(sj − iω)





= C
J∑

j=1

kj
(sj + iω)

s2
j + ω2

exp(sjt) + C exp(iωt)







kE −
J∑

j=1

kjsj

(s2
j + ω2)



− iω

J∑

j=1

kj

s2
j + ω2





(5-20)

Der erste Ausdruck beschreibt einen transienten Einschwingvorgang, der zweite eine rein periodische Bewegung.
Die Verhältniszahl

kω :=



kE −
J∑

j=1

kjsj

(s2
j + ω2)



− iω
J∑

j=1

kj

s2
j + ω2

(5-21)

soll hier als frequenzabhängige Love-Zahl bezeichnet werden. Dieser Fall der periodischen Anregung ist insofern
eine Ausnahme, als hier das resultierende Potential auch im Zeitbereich als Produkt von Love-Zahl und anregen-
dem Potential erscheint. Die frequenzabhängige Lovezahl ist offensichtlich komplex. Das bedeutet physikalisch,
dass die Antwort des Systems eine Phasenverschiebung β zur Anregung aufweist, für die gilt

tanβ =

−ω
J∑

j=1

kj

s2
j + ω2

kE −
J∑

j=1

kjsj

(s2
j + ω2)

(5-22)

Anmerkung 5-3 :

Im Gezeitenfall lässt sich β auch geometrisch interpretieren: Der Phasenverschiebung β entspricht eine Zeitverschiebung

∆t = β/ω zwischen dem Maximum der Anregung und dem Maximum der Systemantwort (in einem beliebigen, aber

festen Punkt der Erdoberfläche). Betrachten wir die Gezeitenanregung nur eines einzigen Himmelskörpers, so ist ein

Maximum erreicht, wenn der Himmelskörper im Meridian des Aufpunktes steht (obere Kulmination). Die Systemantwort

(Gezeitenwulst) erreicht das Maximum um ∆t = −β/ω später. Während dieser Zeit hat sich die Erde um ∆λ =

Ω∆t = −β Ω/ω weitergedreht. ∆λ ist also der Längenunterschied zwischen Himmelskörper und Gezeitenwulst. Dieser

Längenunterschied verursacht ein Drehmoment, das der Erddrehung entgegengerichtet ist und diese verlangsamt.
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Im Fall einer Gezeitenanregung treten tatsächlich Terme auf, die proportional zu exp(iωt) sind: Die komplexen
Gezeitenpotential- Koeffizienten enthalten die Faktoren exp(im(λ − λH)), wobei die geographische Länge λH

der Himmelskörper nahezu linear mit der Zeit abnimmt. Bei den Lastpotentialkoeffizienten sind dagegen eher
Terme der Form

cExc(t′) = C cos(ωt′) (5-23)

zu erwarten (man denke an jahreszeitlich wechselnde Auflasten oder an den Zyklus der Eiszeiten). Für diesen
Fall erhält man

cDef (t) = C

J∑

j=1

kj
sj

s2
j + ω2

exp(sjt) + C|kω | cos(ωt + β) (5-24)

5–2 Der inkrementelle Trägheitstensor und seine Beziehung zum inkrementellen
Gravitationspotential

Bekanntlich lässt sich der Trägheitstensor eines Körpers teilweise aus den Koeffizienten seines Gravitationspoten-
tials im Außenraum rekonstruieren. Insbesondere diejenigen Komponenten des inkrementellen Trägheitstensors,
die in der linearisierten Drehimpulsbilanz auftreten, lassen sich mit den Koeffizienten des inkrementellen Gra-
vitationspotentials im Außenraum darstellen. In Abschnitt 3-6.4 hatten wir die folgende Integralformel für die
Koeffizienten des Außenraumpotentials benutzt:

cvA
l,m = g

∫

Erde

δ̺(XQ)
Rl

Q

(2l + 1)
Y ∗

l,m(ΛQ, ΦQ) d3XQ (5-25)

Die Komponenten des Trägheitstensors sind andererseits durch (2-137) gegeben. Sie lauten dargestellt als Inte-
grale über die Stördichte multipliziert mit Kugelfunktionen:

δJ11 =
∫

δ̺(Λ, Φ, R)(Y 2 + Z2) d3X =
∫

δ̺(Λ, Φ, R)R2(cos2 Φ sin2 Λ + sin2 Φ) d3X =

=
∫

δ̺(Λ, Φ, R)R2[
2

3
Y0,0 +

1

3
√

5
Y ∗

2,0 − 1√
30

(Y ∗
2,2 + Y ∗

2,−2)] d3
X

δJ22 =
∫

δ̺(Λ, Φ, R)(X2 + Z2) d3X =
∫

δ̺(Λ, Φ, R)R2(cos2 Φ cos2 Λ + sin2 Φ) d3X =

=
∫

δ̺(Λ, Φ, R)R2[
2

3
Y0,0 +

1

3
√

5
Y ∗

2,0 +
1√
30

(Y ∗
2,2 + Y ∗

2,−2)] d3
X

δJ33 =
∫

δ̺(Λ, Φ, R)(X2 + Y 2) d3X =
∫

δ̺(Λ, Φ, R)R2 cos2 Φ d3X =

=
∫

δ̺(Λ, Φ, R)R2[
2

3
Y0,0 − 2

3
√

5
Y ∗

2,0] d3
X

δJ12 = −
∫

δ̺(Λ, Φ, R)XY d3X = − i√
30

∫
δ̺(Λ, Φ, R)R2[Y ∗

2,2 − Y ∗
2,−2] d3

X

δJ23 = −
∫

δ̺(Λ, Φ, R) Y Z d3X =
i√
30

∫
δ̺(Λ, Φ, R)R2[Y ∗

2,1 + Y ∗
2,−1] d3

X

δJ13 = −
∫

δ̺(Λ, Φ, R) XZ d3X =
1√
30

∫
δ̺(Λ, Φ, R)R2[Y ∗

2,1 − Y ∗
2,−1] d3

X

(5-26)

Durch Vergleich von (5-25) und (5-26) lassen sich die fünf Kugelfunktionskoeffizienten zweiten Grades al-
le als Linearkombinationen der sechs Trägheitsmomente darstellen. Dies gilt sowohl für die hier dargestellten
Störgrößen als auch für die Größen 0-ter Ordnung. Die Inversion gelingt i.allg. nur für die Außerdiagonalelemen-
te des Trägheitstensors. (Die Hauptdiagonalelemente des inkrementellen Trägheitstensors lassen sich ebenfalls
durch die Kugelfunktionskoeffizienten zweiten Grades darstellen, falls die Entwicklung der Stördichte in Kugel-
flächenfunktionen keinen Term nullten Grades enthält. Diese Voraussetzung ist bei inkompressiblen Erdmodellen
tatsächlich erfüllt. Nähere Erläuterungen hierzu finden sich in E.Grafarend et al. 2000).
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Durch Vergleich von (5-25) mit (5-26) folgt insbesondere

δJ13 =
1

g

√
5

6
[cvA

2,1 − cvA
2,−1] δJ23 = i

1

g

√
5

6
[cvA

2,1 + cvA
2,−1] (5-27)

Dies sind die MacCullagh-Gleichungen für komplexe Potentialkoeffizienten. Fassen wir die Komponenten δJ13, δJ23

zu einer komplexen Größe δJ := δJ13 + iδJ23 zusammen, so folgt

δJ = −1

g

√
10

3
cvA
2,−1 (5-28)

Wir benutzen schließlich die angegebenen Formeln dazu, einen Ausdruck für die flüssige Love-Zahl kT
2;F herzu-

leiten. Bezeichnen wir mit V
(A)
2,0 den Kugelfunktionskoeffizienten des Gravitationspotentials im Außenraum, so

findet man durch Vergleich von (5-25) mit (5-26):

V
(A)
2,0 = − g√

5

(
J33 −

J11 + J22

2

)
= − g√

5
(C − A) (5-29)

Wir können den 2,0-Term des ungestörten Zentrifugalpotentials als eine gezeitenartige Anregung verstehen, die
bereits unendlich lange Zeit wirkt (im Grundzustand herrscht ja hydrostatisches Gleichgewicht); der 2,0-Term
des Gravitationspotential wäre demnach der flüssige Grenzwert des Deformationspotentials. Es gilt also gemäß
(5-11) und (5-2) (wobei hier nur “sphärische” Terme berücksichtigt werden):

V
(A)
2,0 = −R5

EkT
2;F

Ω2

3
√

5
= − g√

5
(C − A) (5-30)

Damit folgt für die flüssige Love-Zahl kT
2;F :

kT
2;F =

3g(C − A)

R5
EΩ2

(5-31)

Dieser Ausdruck kann – wie auch (5-18) – zur Kontrolle der gefundenen Lösung k̃T
2 (s) benutzt werden. Setzt

man in die Lösung s = 0 ein, so muss sich (5-31) ergeben.

5–3 Berechnung der inkrementellen Rotation aus der Drehimpulsbilanz

Mit Hilfe des in Abschnitt 5-2 hergeleiteten inkrementellen Trägheitstensors setzen wir nun die linearisierte Dreh-
impulsbilanz in ihrer komplexen Form (2-278) zusammen. Wir beschränken uns hier auf die Polbewegung bzw.
-wanderung. Da wir die Auflast bei den Veränderungen der Trägheitsmomente berücksichtigen, verschwinden
die äußeren Momente (siehe Abschnitt 2-9.3). Wir ersetzen das komplexe Trägheitsmoment δJ̃ in (2-279) mit
Hilfe der MacCullaghgleichung (5-28) sowie (5-6):

[As − i(C − A)Ω]m̃ = [s + iΩ]
R3

E

g

√
10

3

{
(1 + k̃

L(0)
2 + δk̃L

2,−1;2 + δgL
2,−1;2)c̃

v1(Last)(0)
2,−1 R2

E+

+(δk̃L
2,−1;4 + δgL

2,−1;4)c̃
v1(Last)(0)
4,−1 R4

E + k̃T
2 R2

E c̃
v1(Zent)

2,−1

}

(5-32)

Hierin ist der Koeffizient des inkrementellen Zentrifugalpotentials c̃
v1(Zent)

2,−1 gemäß (3-67) seinerseits von m̃
abhängig. Wir setzen diesen Ausdruck ein und fassen die Glieder mit m̃ zusammen. Damit lautet die Drehim-
pulsbilanz

[As − i(C − A)Ω + k̃T
2 (s + iΩ)

R5
EΩ2

3g
]m̃ = [s + iΩ]

R3
E

g

√
10

3

{
(1 + k̃

L(0)
2 + δgL

2,−1;2 + δk̃L
2,−1;2)c̃

v1(Last)(0)
2,−1 R2

E+

+(δk̃L
2,−1;4 + δgL

2,−1;4)c̃
v1(Last)(0)
4,−1 R4

E

}

(5-33)
Wir benutzen folgende Abkürzungen:

σE :=
C − A

A
Ω kT

F =
3AgσE

R5
EΩ3

=
3g(C − A)

R5
EΩ2

(5-34)
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Dabei ist σE die bekannte Euler-Frequenz der Polbewegung einer starren Erde, die bei etwa 2π/304d liegt. kT
F

ist die flüssige Love-Zahl, die sich als asymptotischer Wert der Love-Zahl k̃T
2 für s → ∞ ergibt (siehe Abschnitte

5-1.1, 5-2). Damit lautet die Drehimpulsbilanz

[s − iσE +
k̃T
2 σE

kT
F Ω

(s + iΩ)]m̃ = (s + iΩ)

√
30σE

kT
F R2

EΩ3

[
(1 + k̃

L(0)
2,−1;2 + δgL

2,−1;2)c̃
v1(Last)(0)
2,−1 R2

E+

+(k̃
L(0)
2,−1;4 + δgL

2,−1;4)c̃
v1(Last)(0)
4,−1 R4

E

] (5-35)

5–3.1 Die ungestörte Lösung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Lösung der Drehimpulsbilanz in nullter Näherung. Paradoxerweise geht
hierbei über die Differenz des polaren und äquatorialen Trägheitsmomentes die Erdabplattung ein; ebenso wird
die inkrementelle Zentrifugalkraft berücksichtigt, die bei einer sphärischen, nichtrotierenden Erde gar nicht
auftreten würde. Andererseits wird der Einfluss der Erdabplattung auf die Love- und Lastzahlen vernachlässigt.
(Wir verzichten in diesem Unterabschnitt auf die oberen Indices (0).)
Ziel ist es, Gleichung (5-35) nach m̃ aufzulösen und eine Partialbruchzerlegung analog zu derjenigen für die
Deformationskoeffizienten durchzuführen. Wir benutzen dazu die im Abschnitt 5-1.1 erläuterte Darstellung für
die Love- und Auflastzahlen:

k̃T
2 = kT

2;E +
J∑

j=1

kT
2,j

s − s
(2)
j

k̃L
2 = kL

2;E +
J∑

j=1

kL
2;j

s − s
(2)
j

(5-36)

Für die flüssige Love-Zahl ergibt sich aus (5-36)

kT
F := kT

2,F = kT
2,E −

J∑

j=1

kT
2,j

s
(2)
j

und k̃T
2 − kT

F =

J∑

j=1

kT
2,j s

sj(s − s
(2)
j )

(5-37)

Aus der linken Seite der Drehimpulsbilanz wird damit

[s − iσE +
k̃T
2 σE

kT
F Ω

(s + iΩ)]m̃ = s
kT

F Ω + σEkT
2,E

kT
F Ω



1 +

J∑

j=1

σEkT
2,j(s

(2)
j + iΩ)

s
(2)
j (kT

F Ω + σEkT
2,E)

· 1

(s − s
(2)
j )



 m̃ =

=: s
kT

F Ω + σEkT
2,E

kT
F Ω



1 + i
J∑

j=1

xj

s − s
(2)
j



 m̃

(5-38)

Wir haben dabei die folgende Abkürzung benutzt:

xj :=
σEkT

2,j(Ω − is
(2)
j )

s
(2)
j (kT

F Ω + σEkT
2,E)

≈
σEkT

2,j

s
(2)
j kT

F

Der Ausdruck in der eckigen Klammer muss als Bruch dargestellt werden, damit m̃ in Partialbrüche zerlegt
werden kann:

1 + i
J∑

j=1

xj

s − s
(2)
j

=

J∏
j=1

(s − sj) + i
J∑

j=1

xj

J∏
q 6=j

(s − sq)

J∏
j=1

(s − sj)

=:
f(s)

J∏
j=1

(s − sj)

=:

J∏
j=1

(s − aj)

J∏
j=1

(s − s
(2)
j )

(5-39)

Die Nullstellen des Zählers aj müssen hierbei numerisch bestimmt werden. Dabei stellt sich heraus, dass von
diesen J Nullstellen J − 1 nahezu rein reell sind, während bei genau einer der Nullstellen der Imaginärteil
überwiegt. Vermeersen and Sabadini (1996) zeigen, dass diese ausgezeichnete Nullstelle in sehr guter Näherung
durch

aM0 :=

J∑
j=1

xjs
(2)
j

J∑
j=1

xj

− i
J∑

j=1

xj (5-40)
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berechnet werden kann. Der Imaginärteil dieser Nullstelle ist in guter Näherung

σCh := −
J∑

j=1

σEkT
2,j

s
(2)
j kT

F

(5-41)

Das ist die Chandler-Frequenz, also die Resonanzfrequenz der periodischen Polbewegung des Erdkörpers, deren
experimentell bestimmter Wert bei 2π/430d liegt (ein Modellwert für σCh findet sich im nächsten Abschnitt,
worin auch die Last- und Love-Zahlen für ein 5-Schichten-Erdmodell angegeben sind).
Genäherte Werte für die restlichen J − 1 Nullstellen aj lassen sich aus der Gleichung

J∑

j=1

Re(xj)

J∏

q 6=j

(s − sq) = 0 (5-42)

gewinnen. Die Nullstellen der letzteren Gleichung sind alle reell. Damit sind Näherungen a
(0)
j für alle J Null-

stellen aj bekannt, die beispielsweise durch eine Newton-Iteration

a
(i+1)
j = a

(i)
j − f(a

(i)
j )/f ′(a

(i)
j ) (5-43)

verbessert werden können.

Auflösung der Drehimpulsbilanz (5-38) nach m̃ ergibt mit Hilfe von (5-39):

m̃ =

√
30σE

R2
EΩ2(kT

F Ω + σEkT
2,E)

(s + iΩ)

s

J∏
j=1

(s − s
(2)
j )

J∏
j=1

(s − aj)

(1 + k̃L
2 )c̃

v1(Last)(0)
2,−1 R2

E (5-44)

Wegen

(1 + k̃L
2 ) =

J∏
q=1

(s − s
(2)
q )(1 + kL

2;E) +
J∑

j=1

kL
2;j

J∏
q 6=j

(s − s
(2)
q )

J∏
q=1

(s − s
(2)
q )

(5-45)

folgt die Partialbruchzerlegung

m̃ = −
√

30

R2
EΩ2



A
(2)
0 +

L2

s
+

J∑

j=1

A
(2)
j

s − aj



 c̃
v1(Last)(0)
2,−1 R2

E (5-46)

mit

A
(2)
0 = − σE(1 + kL

2;E)

(kT
F Ω + σEkT

2,E)
A

(2)
j = −

σE(aj + iΩ)
J∏

q=1

(aj − s
(2)
q )(1 + k̃L

2 (aj))

(kT
F Ω + σEkT

2,E)aj

J∏
q 6=j

(aj − aq)

L2 = −
iσEΩ(1 + kL

2;F )
J∏

q=1

s
(2)
q

(kT
F Ω + σEkT

2,E)
J∏

q=1

aq

= 0

Beim Modell mit viskoelastischer Lithosphäre ist kL
2;F = −1, mithin L2 = 0.

Die Ausdruck in der eckigen Klammer in (5-46)

k̃LP := A
(2)
0 +

L2

s
+

J∑

j=1

A
(2)
j

s − aj
(5-47)

ist dimensionslos; er bildet offensichtlich das Analogon zu den Love- und Last- Zahlen für das Inkrement des
Drehvektors. (Leider wurde für diese Verhältniszahl offenbar noch kein Name eingeführt.) Der negative Vorfaktor

GΩ := −
√

30

R2
EΩ2

(5-48)

besitzt die Dimension sec2/m2, also die reziproke Dimension des Potentials. Es handelt sich dabei gerade um den

Faktor, der c̃
v1(Zent)
2,−1 R2

E in m̃ überführt. Die Größe k̃LP ist also gerade die (Laplace-artige) Verhältnisfunktion
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zwischen dem Lastpotential und dem inkrementellen Zentrifugalpotential der Ordnung -1, das aufgrund der
direkten und indirekten Änderungen des Trägheitstensors infolge der Last entsteht, wobei selbstverständlich
wieder die Abwesenheit von Drehmomenten vorausgesetzt wird.

Anmerkung 5-4 : In der geophysikalischen Literatur wird m̃ anstatt auf c̃
v1(Last)
2,−1 R2

E häufig auf die “Anregungsfunktion”

ϕ̃(s) := − i(s + iΩ)δJ̃Last

AσE
=

i(s + iΩ)

kT
F R2

EΩ3

√
30(1 + k̃L

2 )R2
E c̃

v1(Last)
2,−1 (5-49)

bezogen. Dabei handelt es sich um eine abgeleitete Größe, die mit den Änderungen der Hauptträgheitsachsen in Bezie-

hung steht, vgl. (2-145). Nachteilig ist aber, dass eine zweite Partialbruchzerlegung notwendig wird, wenn man auf die

Eingangsgröße c̃
v1(Last)
2,−1 R2

E übergehen will.

Betrachten wir wieder die Wirkung einer Heaviside-Last (also den Fall, dass der Lastpotentialkoeffizient zur
Zeit t0 momentan von null auf einen im weiteren Zeitverlauf gleichbleibenden Wert springt); wir beschränken
uns dabei auf den Lastpotentialkoeffizienten vom Grad 2 und der Ordnung -1. Die Überlegungen, die wir in
Abschnitt 5-1.1 bezüglich der Verhältniszahlen (dort: der Love- bzw. Last- Zahlen) angestellt haben, lassen sich
hier ebenfalls anwenden, da die “Moden” aj jeweils einen negativen Realteil besitzen.

Nehmen wir an, zur Zeit t0 werde eine positive, nahezu punktförmige Last auf das nördliche Halbsphäroid und

zwar auf den 0-Meridian des Koordinatensystems aufgebracht. Der Lastkoeffizient c
v1(Last)(0)
2,−1 ist in diesem Fall

rein reell und positiv. Der “elastische Grenzwert” der inkrementellen Rotation wird durch die Verhältniszahl

kLP
E := A

(2)
0 = −

σE(1 + kL
2;E)

(kT
F Ω + σEkT

2,E)
(5-50)

charakterisiert. Multipliziert mit dem Faktor GΩ erhält man eine reelle, positive Konstante. Daraus folgt, dass
das “elastische” Rotationsinkrement mE reell und positiv ist, der Rotationsvektor also in x-Richtung, d.h. zur
Last hin abgelenkt wird.
Der Chandler-Term GΩAM0/(s − aM0), dem im Zeitbereich die Funktion GΩAM0/aM0(exp(aM0(t − t0)) − 1)
entspricht, lässt sich als “gedämpfte Kreisbewegung” interpretieren: das Argument der Exponentialfunktion
ist komplex mit stark überwiegendem Imaginärteil und negativem Realteil. Der “flüssige Grenzwert” (also der
Grenzwert für t → ∞) des Chandler-Terms ist

kLP
Ch,F := −AM0/aM0 ≈

σE(1 + kL
2,E)

σChkT
F

(5-51)

Multipliziert mit dem Faktor GΩ ergibt sich ein überwiegend reeller Wert mit negativem Realteil; er charakte-
risiert den Symmetriepunkt der Chandler-Bewegung, der somit genähert auf der negativen x-Achse liegt (also
auf der Seite, die der Last abgewandt ist). Er ist betragsmäßig viel größer als der elastische Grenzwert. Die
Anfangs-Amplitude der Chandler-Bewegung ist proportional zu |GΩ(kLP

E − kLP
Ch,F )| ≈ |GΩkLP

Ch,F )|.

Die Chandler-Bewegung wird überlagert durch die übrigen Bewegungsanteile GΩA
(2)
j /aj(exp(aj(t − t0)) − 1),

bei denen die Exponentialfunktionen überwiegend oder rein reelle (negative) Argumente besitzen. Diese Bewe-
gungsanteile lassen sich somit als säkulare bzw. Polwanderungsterme interpretieren. Der flüssige Grenzwert der
Gesamtbewegung

kLP
F := kLP

E −
J∑

j

Aj/aj (5-52)

ist ebenfalls nahezu reell mit positivem Realteil und betragsmäßig nochmals deutlich größer als kLP
Ch,F . Multi-

pliziert mit dem Faktor GΩ erhält man wieder einen negativen Realteil. Tatsächlich bewegt sich also der Pol
säkular von der Last weg (vgl. hierzu die Abbildung 13.5 aus K. Strobach (1991), die wir in Abschnitt 1-3
wiedergegeben haben). Vielleicht aus diesem Grund wird manchmal anstelle des Ausdrucks “Polwanderung”
auch “Polflucht” gebraucht. Für die “flüssige Verhältniszahl” kLP

F ergibt sich im übrigen nur deshalb ein von 0
verschiedener Wert, weil es gemäß (5-38) möglich war, aus der linken Seite der Drehimpulsbilanz einen Faktor s
abzuspalten. Andernfalls wäre wegen kL

2,F +1 = 0 der flüssige Grenzwert der inkrementellen Rotation gleich null.

Wir leiten noch eine alternative Darstellung von kLP
F her, indem wir in der Gleichung (5-44) den Grenzübergang

s → 0 durchführen. Wegen des Faktors s, der im Nenner der rechten Seite dieser Gleichung auftritt, wenden wir
die Regel von L’Hospital an:

lim
s→0

1 + k̃L
2

s
= −

J∑

j=1

kL
j

s2
j

144



Damit folgt

lim
s→0

m̃(s) = −
√

30

R2
EΩ2








−iσE

∏
j

sj

∏
j

aj







 −Ω

kT
F Ω + σEkT

2,E

J∑

j=1

kL
j

s2
j









R2

E c̃
v1(Last)
2,−1 (s = 0)

= −
√

30

R2
EΩ2

kLP
F R2

E c̃
v1(Last)
2,−1 (s = 0)

(5-53)

Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird in der Literatur als A1 bezeichnet, siehe z.B. Formel 16 in R.
Sabadini et al. 1984.

Schließlich betrachten wir wieder den Fall einer rein periodischen Anregung: Sei R2
Ec

v1(Last)
2,−1 = C · exp(iωt).

Analog zu (5-20) finden wir

m(t) = GΩC
J∑

s=1

exp(ajt)
Aj

aj − iω
+ GΩC exp(iωt)

[
kLP

E −
J∑

s=1

Aj

aj − iω

]
(5-54)

Der erste Ausdruck beschreibt wieder einen abklingenden Einschwingvorgang. Wenn wir die frequenzabhängige
Verhältnisfunktion in der eckigen Klammer nach Real- und Imaginärteil trennen, so ergibt sich für den rein
periodischen Anteil:

mper(t) = GΩC exp(iωt)

{[
kLP

E −
J∑

j=1

[
AR

j aR
j + AI

j (a
I
j − ω)

]

(aR
j )2 + (aI

j − ω)2

]
− i

J∑
j=1

[
AI

ja
R
j + AR

j (ω − aI
j )
]

(aR
j )2 + (aI

j − ω)2

}
(5-55)

Da eine Anregung der obigen Form kaum auftritt, betrachten wir wieder ein Auflastpotential der Form

R2
Ec

v1(Last)
2,−1 = C · cos(ωt) =

C

2
(exp(iωt) + exp(−iωt)) (5-56)

Mit den Abkürzungen AR
j := Re(Aj), AI

j := Im(Aj) usw. und

kLP
(+ω) :=

[
kLP

E −
J∑

j=1

[
AR

j aR
j + AI

j (a
I
j − ω)

]

(aR
j )2 + (aI

j − ω)2

]
− i

J∑
j=1

[
AI

ja
R
j + AR

j (ω − aI
j )
]

(aR
j )2 + (aI

j − ω)2

kLP
(−ω) :=

[
kLP

E −
J∑

j=1

[
AR

j aR
j + AI

j (a
I
j + ω)

]

(aR
j )2 + (aI

j + ω)2

]
− i

J∑
j=1

[
AI

ja
R
j − AR

j (ω + aI
j )
]

(aR
j )2 + (aI

j + ω)2

(5-57)

ergibt sich

mper(t) =
GΩ C

2

[
kLP
(+ω) exp(iωt) + kLP

(−ω) exp(−iωt)
]

(5-58)

Diese Gleichung lässt sich nicht - wie im Fall des Deformationspotentials - auf die Form GΩ C kω cos(ωt + β)
bringen. Während nämlich dort Re(k(ω)) = Re(k(−ω)), Im(k(ω)) = −Im(k(−ω)) galt, trifft dies hier nicht
mehr zu. Vielmehr lässt sich die Bewegung (5-58) als elliptische Polbewegung (wobble) interpretieren: Eine
einfache Umformung ergibt

mper(t) = GΩ C exp(iγ) [r exp(i(ωt + β)) + ∆r exp(−i(ωt + β))] (5-59)

wobei

r =
|kLP

(+ω)|
2

∆r =
|kLP

(−ω)|
2

γ + β = arctan
Im(kLP

(+ω))

Re(kLP
(+ω))

γ − β = arctan
Im(kLP

(−ω))

Re(kLP
(−ω))

(5-60)

Wir haben hier ohne Beschränkung der Allgemeinheit ω > 0 angenommen. Die numerische Rechnung ergibt,
dass r > ∆r für alle positiven ω gilt; die Bewegung verläuft damit stets gegen den Uhrzeigersinn. r charak-
terisiert den mittleren Radius der Bewegungs-Ellipse; die Halbachsen der Ellipse sind durch r + ∆r, r − ∆r
festgelegt. Der Winkel γ ist die Additionskonstante zum Richtungswinkel der großen Halbachse der Ellipse in der
X, Y -Ebene (davon abgesehen wird dieser Richtungswinkel durch die räumliche Phase der Anregung festgelegt).
β bezeichnet – wie im Fall des Deformationspotentials – die zeitartige Phasenverschiebung (die Bewegungskurve
schneidet die große Halbachse zur Zeit t = −β/ω).

Ein Zahlenbeispiel für die erläuterten Größen findet sich in Kapitel 6.
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5–3.2 Die gestörte Lösung

In diesem Unterabschnitt berücksichtigen wir nunmehr auch die sphäroidischen Störungen in den Last- und
Lovezahlen. Betrachten wir zunächst wieder die linke Seite der Drehimpulsbilanz (5-35). Mit

k̃T
2,−1;2 = kT

2,−1;2;E +
J∑

j=1

[
kT1
2,−1;2;j

s − s
(2)
j

+
kT2
2,−1;2;j

(s − s
(2)
j )2

]
kT
2,−1;2;F = kT

2,−1;2;E +
J∑

j=1

[
−

kT1
2,−1;2;j

s
(2)
j

+
kT2
2,−1;2;j

(s
(2)
j )2

]

(5-61)
und

k̃T
2,−1;2 − kT

2,−1;2;F =
J∑

j=1

s

s2
j (s − sj)2

[
kT1
2,−1;2;jsj(s − sj) − kT2

2,−1;2;j(s − 2sj)
]

(5-62)

folgt

[s − iσE +
k̃T
2 σE

kT
F Ω

(s + iΩ)]m̃ = s
kT

F Ω + σEkT
2,E

kT
F Ω



1 + i

J∑

j=1

xj(s − sj) + yj(Ω(s − 2sj) + is2
j)

(s − sj)2



 m̃

mit

xj :=
σEkT1

2,−1;2;j(Ω − is
(2)
j )

s
(2)
j (kT

F Ω + σEkT
2,E)

yj := −
σEkT2

2,−1;2;j

(s
(2)
j )2(kT

F Ω + σEkT
2,E)

(5-63)

Anmerkung 5-5 : An dieser Stelle besteht insofern eine Beweislücke, als nicht gezeigt wurde, dass kT
F mit kT

2,−1;2;F

identifiziert werden darf, oder genauer, dass

kT
2,−1;2;F =

3AgσE

R5
EΩ3

=
3g(C − A)

R5
EΩ2

auch in sphäroidischer Näherung gilt. Wie im vorigen Unterabschnitt erläutert, würde sich jedoch ein völlig anderes

asymptotisches Verhalten der Lösung ergeben, wenn aus der linken Seite der Drehimpulsbilanz (5-35) kein Faktor s

ausgeklammert werden könnte.

Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird wieder als Bruch dargestellt:

1 + i
J∑

j=1

xj(s − sj) + yj(Ω(s − 2sj) + is2
j )

(s − sj)2
=

J∏
j=1

(s − sj)
2 + i

J∑
j=1

[
xj(s − sj) + yj(Ω(s − 2sj) + is2

j )
] J∏

q 6=j

(s − sq)
2

J∏
j=1

(s − sj)2
=

=:
f(s)

J∏
j=1

(s − sj)2
=:

2J∏
j=1

(s − âj)

J∏
j=1

(s − s
(2)
j )2

(5-64)

Die Nullstellen des Zählers müssen wieder numerisch bestimmt werden, wobei ihre Anzahl sich im Vergleich
zur ungestörten Lösung verdoppelt hat. Die Nullstellensuche gelingt wieder iterativ. Als Anfangswerte für die
ersten J Nullstellen können die aJ der ungestörten Lösung dienen; für die restlichen J Nullstellen sind die sj

eine sehr gute Näherung.

Auflösung der Drehimpulsbilanz (5-38) nach m̃ ergibt mit Hilfe von (5-39):

m̃ =

√
30σE

R2
EΩ2(kT

F Ω + σEkT
2,E)

(s + iΩ)

s

J∏
j=1

(s − s
(2)
j )2

2J∏
j=1

(s − âj)

[
(1 + δgL

2,−1;2 + k̃L
2,−1;2)c̃

v1(Last)(0)
2,−1 R2

E+

+(δgL
2,−1;4 + k̃L

2,−1;4)c̃
v1(Last)(0)
4,−1 R4

E

]
(5-65)
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Wir betrachten die beiden Anteile von m̃, die den Graden 2 und 4 im Lastpotential entsprechen, gesondert.
Wegen

(1 + δgL
2,−1;2 + k̃L

2,−1;2) =

J∏
q=1

(s − s
(2)
q )2(1 + δgL

2,−1;2 + kL
2,−1;2;E) +

J∑
j=1

[
kL1
2,−1;2;j (s − s

(2)
j ) + kL2

2,−1;2;j

] J∏
q 6=j

(s − s
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q )2

J∏
q=1

(s − s
(2)
q )2

(5-66)

folgt
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√
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mit

Â
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(5-68)

folgt
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Analog zum ungestörten Fall ist L2 = L4 = 0. Bei den Zusatztermen von m̃4 haben wir nicht mehr zwischen

den “neuen” Nullstellen âj , j = J + 1, ..., 2J und den Relaxationszeiten s
(2)
j unterschieden; m̃4 enthält somit

keine Terme mit den s
(2)
j .

Durch die Berücksichtigung der sphäroidischen Verbesserungen bei den Love- Zahlen werden also die Polstellen
etwas verschoben und es kommt ein zweiter Satz von Polstellen hinzu, die nahezu mit den Nullstellen der Säku-
lardeterminanten zweiten Grades identisch sind. Durch die Berücksichtigung der sphäroidischen Verbesserungen
bei den Last- Zahlen werden die Verhältniszahlen etwas verändert und es kommt ein weiterer Satz von Polstellen
hinzu, nämlich die Nullstellen der Säkulardeterminanten vierten Grades. Das qualitative Verhalten der Lösung
bleibt im übrigen unverändert. Insbesondere ergibt sich keine Aufspaltung, sondern nur eine Frequenzverschie-
bung des Chandler-Modus; dieser Modus bleibt der einzige, bei dem der Imaginärteil überwiegt.
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6. Ein numerisches Beispiel (5-Schichten-Modell)

Wir geben hier ein numerisches Beispiel für die hergeleiteten Ergebnisse, um insbesondere die Größenordnung der
sphäroidischen Effekte zu demonstrieren. Wir verwenden ein homogen geschichtetes Erdmodell mit 5 Schichten.

Tabelle 6.1: Eingangsparameter des Erdmodells I

Gravitationskonstante 6,67259 ·10−11m3/(kg sec2)

Winkelgeschwindigkeit der Erde 0,7292115 ·10−4rad/sec

Tabelle 6.2: Eingangsparameter des Erdmodells II

Radius Dichte Schermodul dyn. Viskosität Exzentrizität e2

[m] [ kg
m3 ] [1011 kg

m sec2 ] [1022 kg
m sec ]

0
10.932 0,0 0,0

3.480.000 0,005296
4.878 2,190 0,1

5.701.000 0,006441
3.857 1,060 0,1

5.951.000 0,006573
3.434 0,7270 0,1

6.250.000 0,006740
3.184 0,602 100,0

6.371.000 0,006810

Diese Werte wurden bis auf die letzte Spalte aus B. Vermeersen and R. Sabadini (1996) entnommen; lediglich
die dynamische Viskosität der obersten Schicht wurde willkürlich festgesetzt (die genannten Autoren nehmen
ein elastisches Verhalten der Lithosphäre an). Dies hat eventuell den Nachteil einerer geringeren numerischen
Stabilität, erlaubt jedoch Rechen-Kontrollen, da die flüssigen Auflastzahlen für diesen Fall bekannt sind. Die
Exzentrizitäten wurden mit den Formeln des Abschnitts 3-3 berechnet.

Tabelle 6.3: Abgeleitete Parameter

Parameter aus dem Modell aus Beobachtungen

Erdmasse 5,939189 ·1024kg 5,973700 ·1024kg

geoz. Grav.-konstante 3.962.978 ·108m3/sec2 3.986.005 ·108m3/sec2

Oberflächenexzentrizität 0,006.810 0,006.694

Mittl. Äquat. Trägheitsmoment 0,80670 ·1038kg m2 0,801 ·1038kg m2

Differenz der Trägheitsmomente 0,26840 ·1036kg m2 0,26309 ·1036kg m2

Flüssige Love-Zahl 0,96264 0,94

Euler-Frequenz 0,24262 ·10−6rad/sec 0,23951 ·10−6rad/sec

Euler-Periode 299,736 d 303,623 d

Die Werte in der rechten Spalte wurden aus dem GRS80 (H. Moritz 1980) entnommen bzw. abgeleitet.
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Mit den Formeln des Abschnittes 4-1 wurden zunächst die sphärischen Approximationen der Auflastzahl- und
Lovezahl-Komponenten berechnet. Es gibt 4(n−M)−1 = 11 “signifikante” Nullstellen der Säkulardeterminan-
ten. Für die Grade 2 und 4 ergibt sich:

Tabelle 6.4: Nullstellen der Säkulardeterminanten, Last-/Lovezahl - Komponenten (Grad 2)

Nr Bez. Relaxations- inverse Lastzahl- Lovezahl-
zeit [Jtd] Relaxations- Komponenten Komponenten
(negativ) zeit sj [1/Jtd ] kL

2,j [1/Jtd ] −kL
2,j/sj kT

2,j [1/Jtd ] −kT
2,j/sj

0 el. —– —– -0,246.272·10+0 —- 0,305.049·10+0 —-

1 T4 0,251 -0,398.516·10+1 -0,115.549·10+0 -0,289.948·10−1 0,180.760·10+0 0,453.583·10−1

2 T3 0,282 -0,354.272·10+1 -0,995.648·10−1 -0,281.041·10−1 0,113.618·10+0 0,320.708·10−1

3 T2 0,353 -0,283.372·10+1 -0,274.303·10+0 -0,967.996·10−1 0,367.161·10+0 0,129.569·10+0

4 T1 0,403 -0,248.205·10+1 -0,776.229·10−1 -0,312.737·10−1 0,812.002·10−1 0,327.150·10−1

5 M0 0,494 -0,202.320·10+1 -0,335.070·10+0 -0,165.614·10+0 0,426.519·10+0 0,210.814·10+0

6 C0 2,225 -0,449.440·10+0 -0,140.992·10+0 -0,313.705·10+0 0,812.209·10−1 0,180.716·10+0

7 L0 9,084 -0,110.087·10+0 -0,219.013·10−3 -0,198.946·10−2 0,820.720·10−3 0,745.523·10−2

8 M1 530,741 -0,188.416·10−2 -0,239.607·10−5 -0,127.169·10−2 0,226.142·10−4 0,120.023·10−1

9 M2 708,982 -0,141.047·10−2 -0,107.789·10−3 -0,764.207·10−1 0,152.468·10−4 0,108.097·10−1

10 – 28.063,129 -0,356.339·10−4 -0,221.947·10−6 -0,622.853·10−2 0,112.491·10−7 0,315.681·10−3

11 – 592.709,956 -0,168.717·10−5 -0,561.269·10−8 -0,332.680·10−2 0,112.307·10−9 0,664.721·10−4

Tabelle 6.5: Nullstellen der Säkulardeterminanten, Last- /Lovezahl - Komponenten (Grad 4)

Nr Bez. Relaxations- inverse Lastzahl- Lovezahl-
zeit [Jtd] Relaxations- Komponenten Komponenten
(negativ) zeit sj [1/Jtd ] kL

4,j [1/Jtd ] −kL
4,j/sj kT

4,j [1/Jtd ] −kT
4,j/sj

0 el. —– —– -0,119.088·10+0 —- 0,425.693·10−1 —-

1 T4 0,241 -0,413.756·10+1 0,281.351·10−3 0,679.992·10−4 0,206.608·10−3 0,499.348·10−4

2 T3 0,294 -0,339.041·10+1 -0,785.998·10−2 -0,231.830·10−2 0,291.055·10−2 0,858.467·10−3

3 T2 0,371 -0,269.055·10+1 -0,581.862·10−2 -0,216.261·10−2 0,296.582·10−2 0,110.231·10−2

4 T1 0,427 -0,234.096·10+1 -0,162.651·10−1 -0,694.805·10−2 0,587.338·10−2 0,250.896·10−2

5 M0 0,875 -0,114.238·10+1 -0,461.027·10+0 -0,403.568·10+0 0,175.970·10+0 0,154.039·10+0

6 C0 2,208 -0,452.869·10+0 -0,161.024·10+0 -0,355.564·10+0 0,465.964·10−1 0,102.892·10+0

7 L0 3,957 -0,252.680·10+0 -0,627.818·10−3 -0,248.464·10−2 0,820.439·10−3 0,324.695·10−2

8 M1 259,419 -0,385.477·10−2 -0,265.906·10−3 -0,689.811·10−1 0,212.987·10−4 0,552.529·10−2

9 M2 537,991 -0,185.877·10−2 -0,441.631·10−4 -0,237.594·10−1 0,110.639·10−4 0,595.230·10−2

10 – 10001,444 -0,999.856·10−4 -0,863.124·10−6 -0,863.249·10−2 0,385.426·10−7 0,385.481·10−3

11 – 503482,211 -0,198.617·10−5 -0,130.328·10−7 -0,656.176·10−2 0,249.180·10−9 0,125.458·10−3

Die “elastischen” Komponenten der Last- und Lovezahlen sind – im Gegensatz zu den restlichen Komponenten
– dimensionslos. Die Namen der Komponenten wurden von Wu and Peltier (1984) eingeführt.
Es ergeben sich Relaxationszeiten zwischen 250 Jahren und 600 Millionen Jahren. Bei entsprechender Wahl
der Parameter kann man auch Relaxationszeiten erhalten, die größer sind als das Alter der Erde. Setzt man
testhalber die Massendichte in allen Schichten gleich ihrem Mittelwert über die gesamte Erde, so fallen (im
Einklang mit den Überlegungen aus Abschnitt 4) vier Moden weg, insbesondere die drei Moden mit den längsten
Relaxationszeiten, während die Moden T1 - T4 nahezu unverändert erhalten bleiben.
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Abbildung 6.1: Frequenzabhängige Lastzahl – Amplitudenverhältnis kL
2,ω

Abbildung 6.2: Frequenzabhängige Lastzahl – Phasenverschiebung βL
2 [Grad]
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Abbildung 6.3: Frequenzabhängige Lovezahl – Amplitudenverhältnis |kT
2,ω |

Abbildung 6.4: Frequenzabhängige Lovezahl – Phasenverschiebung βT
2 [Grad]
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Unterscheiden sich jedoch die Dichtewerte, so wirkt sich bei den “langen” Relaxationszeiten aber auch die hohe
dynamische Viskosität der Lithosphäre aus. Selbstverständlich sind die angegebenen Nachkommastellen ange-
sichts der Genauigkeit des Modells für eine reale Erde nicht signifikant und werden nur zu Kontrollzwecken
angegeben.

Die Abbildungen 6.1 - 6.4 zeigen die Beträge der frequenzabhängigen Last- bzw. Love-Zahlen vom Grad 2 sowie
die entsprechenden Phasenverschiebungen gemäß (5-21), (5-22) und (5-24). (Im Falle von kL

2,ω ist der negative
Betrag und die um 180◦ veränderte Phasenverschiebung angegeben, um die letztere klein zu halten.) Es sei
nochmals daran erinnert, dass die frequenzabhängigen Last- bzw. Love-Zahlen nur die rein periodischen Be-
wegungsanteile im Falle einer periodischen Anregung beschreiben – der Einschwingvorgang wird gemäß (5-24)
durch die inversen Relaxationszeiten sj kontrolliert. Die Beträge der frequenzabhängigen Love- bzw. Lastzahlen
bewegen sich offensichtlich zwischen den elastischen Grenzwerten (bei hohen Frequenzen) und den flüssigen
Grenzwerten (bei niedrigen Frequenzen). Die Phasenverschiebung bewegt sich zwischen 0◦ und −27◦ für den
Gezeitenfall bzw. zwischen 0◦ und −29◦ für den Lastfall.

Auffallend ist, dass der für die Gezeitenreibung so wichtige Wert für die Phasenverschiebung bei halbtägiger
Gezeitenanregung unter 1 Bogensekunde liegt und damit bei weitem zu klein ist, siehe z.B. P. Melchior (1989).
Offenbar macht sich hier zum einen die unzureichende bzw. fehlende Modellierung des Erdkerns und der Ozeane,
zum anderen die quasistatische Näherung bemerkbar.

Tabelle 6.6: Komplexe Moden und Kennzahlen der Polwanderung bzw. -bewegung

Nr. Re(aj) [1/Jtd] Im(aj) [1/Jtd] Re(A
(2)(0)
j ) Im(A

(2)(0)
j ) −Re(A

(2)(0)
j /aj) −Im(A

(2)(0)
j /aj)

[1/Jtd] [1/Jtd]

0 -0,260238·10−2 0,000000·10+0 —- —-

1 -0,387669·10+1 0,289525·10−04 0,312166·10−1 0,336014·10−4 0,805239·10−2 0,872770·10−5

2 -0,345649·10+1 0,253835·10−04 0,105547·10−1 0,272647·10−4 0,305357·10−2 0,791039·10−5

3 -0,262214·10+1 0,240105·10−04 0,321484·10−1 0,201062·10−4 0,122604·10−1 0,778013·10−5

4 -0,238622·10+1 0,213645·10−04 0,119463·10−1 0,220532·10−4 0,500636·10−2 0,928672·10−5

5 -0,189487·10+1 0,525882·10+04 -0,572806·10+0 -0,600216·10+4 0,114135·10+1 -0,520176·10−3

6 -0,103857·10+1 0,151152·10−03 0,424024·10+0 0,118557·10−3 0,408277·10+0 0,173574·10−3

7 -0,123453·10+0 0,279858·10−05 -0,557521·10−2 0,340789·10−5 -0,451605·10−1 0,265809·10−4

8 -0,338959·10−1 0,510724·10−05 0,707400·10−1 -0,223574·10−5 0,208698·10+1 0,248495·10−3

9 -0,163391·10−2 0,308947·10−09 0,837601·10−3 0,918676·10−9 0,512636·10+0 0,659188·10−6

10 -0,581160·10−4 0,192610·10−09 0,424357·10−3 -0,308098·10−8 0,730190·10+1 -0,288140·10−4

11 -0,436516·10−5 0,131400·10−10 0,102826·10−3 -0,327617·10−9 0,235561·10+2 -0,414390·10−5

Bei fast allen Moden der Polwanderung bzw. -bewegung ist der Imaginärteil betragsmäßig erheblich kleiner
als der Realteil; eine Ausnahme bildet hier der fünfte Modus, der der Nullstelle M0 der Säkulardeterminanten
zugeordnet wird, da beide Größen bereits bei einem homogenen Erdmodell auftreten. Dieser Modus entspricht
einem gedämpften wobble: Im Zeitbereich entspricht jedem Modus aj eine Funktion exp(aj(t− t′)), die mit dem
anregenden Potential gefaltet wird. Der Realteil von aj entspricht somit jeweils der Kreisfrequenz einer periodi-
schen Bewegung, der (negative) Realteil wiederum einer inversen Relaxationszeit, die beschreibt, wie schnell die
periodische Bewegung heruntergedämpft wird. Überwiegt betragsmäßig der Realteil, wie das bei fast allen aj

der Fall ist, so kommt die periodische Bewegung kaum zum Tragen; die entsprechende Kurve in der komplexen
Ebene läuft für festgehaltenes t′ und für t → ∞ mit nur schwacher Krümmung auf den Ursprung zu. Man
spricht dann von einem Polwanderungsterm. Beim Modus M0 dagegen ist die Kreisfrequenz der periodischen
Bewegung groß im Vergleich zur inversen Relaxationszeit; es liegt eine schwach gedämpfte Polbewegung vor.
Hier wird der Begriff Modus zu recht verwendet: Der Imaginärteil von aM0 ist die Resonanzfrequenz der Pol-
bewegung, die Chandler-Frequenz. (Eine weitere Resonanzstelle, der nearly diurnal free wobble, tritt hier wegen
der ungenügenden Modellierung des flüssigen Erdkerns nicht auf.) Es ist hier nochmals zu betonen, dass über
die tatsächlich auftretenden Kreisfrequenzen in der Polbewegung in erster Linie die Anregungen entscheiden.
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Tabelle 6.7: Chandler-Bewegung bei Heaviside-Anregung

Modell aus Beobachtungen

Chandler-Frequenz 0,16665 ·10−6rad/sec 0,16950 ·10−6rad/sec

Chandler-Periode 436,39 d 429,03 d

Relaxationszeit 527,74 Jahre ——-

Amplitudenverh. |kLP
E − kLP

Ch,F | 1,14395 ——–

Der experimentelle Wert für die Chandler-Periode wurde aus H. Schuh et al. (2001) entnommen; er stellt einen
Mittelwert über die letzten hundert Jahre dar. Ergab sich die aus dem Modell berechnete Euler-Frequenz als zu
groß, so ist die Chandler-Frequenz dagegen zu klein. Die Abweichung des Modellwertes ist wohl auf die fehlende
Modellierung der Ozeane zurückzuführen. Der hier berechnete Modellwert ist etwas realistischer als derjenige
in L.L.A. Vermeersen and R. Sabadini (1996), wo mit einer elastischen Lithosphäre gerechnet wird.

Tabelle 6.8: Flüssiger Grenzwert der Polverlagerung:

Re(k
LP (0)
F,2 ) Im(k

LP (0)
F,2 )

0,349905·10+2 -0,701200·10−4

Die Konstanten −Aj/aj , wie sie in der vorliegenden Arbeit normiert sind, legen das Verhältnis zwischen dem
2,-1 – Koeffizienten des Auflastpotentials und dem entsprechenden Koeffizienten des inkrementellen Zentrifugal-
potentials fest (siehe Abschnitt 5-4). Da bei einer sphärischen, nichtrotierenden Erde auch kein inkrementelles
Zentrifugalpotential auftritt, könnte man zur Auffassung kommen, dass das inkrementelle Zentrifugalpotential
einen Effekt zweiter Ordnung darstelle, der eventuell vernachlässigt werden könne. Die Zahlenwerte zeigen, dass
im Gegenteil das inkrementelle Zentrifugalpotential dominiert.

Der große Realteil des flüssigen Grenzwertes allerdings wird offensichtlich zu über 85 % durch die letzten bei-
den Moden (mit den längsten Relaxationszeiten) bewirkt, die besonders stark von den gewählten Parametern
abhängen und beispielsweise beim Modell mit elastischer Lithosphäre überhaupt nicht auftreten. Der flüssige
Grenzwert ist daher nicht als signifikant anzusehen.

Aussagekräftiger sind vermutlich die frequenzabhängigen Verhältniszahlen. Die Abbildungen 6.5 - 6.9 illustrie-
ren die Reaktion des Pols auf eine periodische Anregung gemäß (5-58) – (5-60). Wiederum handelt es sich nur
um den rein periodischen Anteil (ohne Einschwingvorgänge). In Abbildung 6.5 ist die Verhältniszahl für die
große Halbachse der Bewegungsellipse als Funktion der Anregungsperiode aufgetragen, in Abbildung 6.6 die
Exzentrizität dieser Ellipsen. In den Abbildung 6.7, 6.8 ist die Additionskonstante γLP des Richtungswinkels
der großen Halbachse in der X, Y -Ebene bzw. die Phasenverschiebung βLP des Halbachsendurchgangs darge-
stellt.

Hervorstechend ist das Maximum der großen Halbachse im Falle einer Anregung mit Chandler-Frequenz, die ja
die Resonanzfrequenz der Polbewegung ist; Abbildung 6.9 zeigt nochmals das Verhalten der großen Halbachse
in der Umgebung dieser Resonanzstelle. Die Frequenz, für welche die große Halbachse ihr Maximum erreicht,
stimmt auf 5 Stellen mit der Chandler-Frequenz überein; eine Frequenzverschiebung tritt also (offenbar wegen
der geringen Dämpfung) praktisch nicht auf. Die “Phasenwinkel” βLP und γ ändern sich in der Umgebung der
Chandler-Frequenz besonders stark. Für diese Frequenz ist die Bewegungskurve im übrigen nahezu kreisförmig.
Letzteres gilt ebenso für ω ≈ AI

Ch/kLP
E : Bei dieser Frequenz hat der Realteil von kLP

(−ω) eine Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel; dies bedeutet, dass die Richtung der großen Halbachse um 90◦ springt, wie auch aus den
Abbildungen 6.7, 6.8 erkennbar wird.
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Abbildung 6.5: Amplitudenverhältnis |r+∆r| der Bewegungsellipse der Polbewegung bei periodischer Anregung

Abbildung 6.6: Exzentrizität der Bewegungsellipse der Polbewegung bei periodischer Anregung
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Abbildung 6.7: Additionskonstante γLP [Grad] zum Richtungswinkel der Bewegungsellipse der Polbewegung
bei periodischer Anregung

Abbildung 6.8: Phase des Halbachsendurchgangs βLP [Grad]

155



Abbildung 6.9: Amplitudenverhältnis |r+∆r| der Bewegungsellipse der Polbewegung bei periodischer Anregung

Bei sehr großen und sehr kleinen Anregungsfrequenzen sind die Bewegungsellipsen stark abgeplattet, die Bewe-
gung entartet nahezu zu einer Schwingung in Richtung der großen Halbachse. Analog zum Fall der frequenz-
abhängigen Love- und Last-Zahlen erreicht die Verhältniszahl der großen Halbachse für sehr große Frequenzen
asymptotisch den elastischen Grenzwert, für sehr kleine Frequenzen den flüssigen Grenzwert:

lim
ω→∞

(r + ∆r) = kLP
E lim

ω→0
(r + ∆r) = kLP

F

Für sehr große Frequenzen schwingt der Zentrifugalpotential-Koeffizient c
v1(Zent)
2,−1 gegenphasig zum Lastpotential-

Koeffizienten c
v1(Last)
2,−1 , was in Abbildung 6.8 durch β ≈ 180◦ zum Ausdruck kommt; für kleine Frequenzen

schwingen die beiden Koeffizienten in nahezu gleicher Phase. Da m stets das zu c
v1(Zent)
2,−1 entgegengesetzte Vor-

zeichen besitzt, verhält sich m gerade umgekehrt. Das bedeutet: Wird eine (positive) Masse mit sehr kleiner
Frequenz abwechselnd auf die nördliche Hälfte des Greenwicher Meridians aufgebracht und wieder weggenom-
men, so bewegt sich der Pol nahezu gegenphasig, also von der positiven Masse weg, zur negativen hin.

Der Faktor, der zwischen dem Koeffizienten c
v1(Zent)
2,−1 des Zentrifugalpotentials und der Polbewegung m steht,

beträgt im übrigen

−
√

30

R2
E Ω2

= −2, 5377 · 10−5 rad · sec2

m2
= −5, 2344

arcsec · sec2

m2
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Tabelle 6.9 zeigt die Parameter der periodischen Systemantwort für einige ausgezeichnete Frequenzen. Da in-
folge der Unregelmäßigkeiten der Meeresströmungen und des Klimas ein breites Frequenzband von Anregungen
zur Verfügung steht, ist der Chandler-wobble tatsächlich der herausragende Anteil in der Polbewegung. Die
Exzentrizität der Bewegung im Falle der jährlichen Bewegung liegt in der Größenordnung der tatsächlich beob-
achteten, siehe z.B. H. Schuh et al. (2001).

Tabelle 6.9: Frequenzabhängige Parameter der Polbewegung bei periodischer Anregung

Periode Amplitudenverh. Exzentrizität Additionskonst. Phasenversch.
|r + ∆r| γLP βLP

0,5 Jahre 0,579 0,821 -89◦,996 -89◦,992

1 Jahr 3,190 0,298 -89◦,952 -89◦,947

436,39 d 1584,078 0,001 -45◦,005 -45◦,000

1000 Jahre 1,158 1,000 -0◦,020 -4◦,317

10000 Jahre 1,498 1,000 -0◦,013 -11◦,262

20000 Jahre 1,593 1,000 -0◦,011 -11◦,873

Schließlich geben wir die Ergebnisse der sphäroidischen Rechnungen bzw. die Verbesserungen an, die sich im
Vergleich zur sphärischen Näherung ergeben.

Tabelle 6.10: Sphäroidische Zusatzterme der Lastzahl-Komponenten

j kL1
2,−1;2;j −kL1

2,−1;2;j

s
(2)
j

kL2
2,−1;2;j

kL2
2,−1;2;j

(s
(2)
j )2

kL1
2,−1;4;j −kL1

2,−1;4;j

s
(2)
j

kL2
2,−1;4;j −kL2

2,−1;4;j

s
(4)
j

[1/Jtd ] [1/Jtd ]2 [1/Jtd ] [1/Jtd ]

0 -0,716·10−07 0.202·10−03

1 -0,475·10−03 -0,119·10−3 0,140·10−03 0,879·10−5 -0,436·10−03 -0,110·10−3 0,664·10−4 0,160·10−4

2 -0,581·10−04 -0,164·10−4 0,113·10−04 -0,897·10−6 -0,136·10−03 -0,383·10−4 -0,361·10−5 -0,106·10−5

3 -0,351·10−03 -0,124·10−3 0,304·10−03 0,378·10−4 -0,134·10−02 -0,473·10−3 0,292·10−3 0,108·10−3

4 -0,417·10−04 -0,168·10−4 0,337·10−06 0,548·10−7 -0,121·10−03 -0,489·10−4 0,114·10−4 0,486·10−5

5 0,143·10−02 0,706·10−3 0,402·10−03 0,982·10−4 -0,194·10−02 -0,960·10−3 0,515·10−2 0,451·10−2

6 0,167·10−03 0,372·10−3 0,267·10−04 0,132·10−3 0,574·10−02 0,128·10−1 -0,497·10−2 -0,110·10−1

7 0,394·10−06 0,358·10−5 0,882·10−08 0,728·10−6 -0,845·10−05 -0,768·10−4 0,283·10−5 0,112·10−4

8 0,407·10−07 0,216·10−4 0,207·10−12 0,583·10−7 -0,233·10−06 -0,124·10−3 0,152·10−5 0,393·10−3

9 0,213·10−06 0,151·10−3 0,598·10−10 0,301·10−4 -0,376·10−07 -0,266·10−4 0,809·10−6 0,435·10−3

10 0,374·10−09 0,105·10−4 0,285·10−14 0,224·10−5 -0,445·10−10 -0,125·10−5 0,570·10−8 0,570·10−4

11 0,206·10−10 0,122·10−4 0,250·10−17 0,878·10−6 -0,288·10−10 -0,171·10−4 0,113·10−9 0,568·10−4

Die durch die Trägheitsterme hervorgerufenen Komponenten kj sind sämtlich kleiner als 10−8 und werden daher
hier nicht angegeben.
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Tabelle 6.11: Sphäroidische Zusatzterme der Lovezahl-Komponenten

j kT1
2,−1;2;j −kT1

2,−1;2;j

s
(2)
j

kT2
2,−1;2;j

kT2
2,−1;2;j

(s
(2)
j )2

[1/Jtd ] [1/Jtd ]2

0 -0,221·10−02

1 0,289·10−03 0,725·10−4 -0,218·10−03 -0,137·10−4

2 -0,153·10−03 -0,433·10−4 0,128·10−04 0,102·10−5

3 -0,350·10−03 -0,123·10−3 -0,407·10−03 -0,506·10−4

4 -0,111·10−03 -0,446·10−4 -0,353·10−06 -0,573·10−7

5 -0,273·10−02 -0,135·10−2 -0,512·10−03 -0,125·10−3

6 -0,251·10−03 -0,559·10−3 -0,154·10−04 -0,761·10−4

7 -0,336·10−05 -0,305·10−4 -0,331·10−07 -0,273·10−5

8 -0,159·10−06 -0,845·10−4 -0,195·10−11 -0,551·10−6

9 -0,634·10−07 -0,450·10−4 -0,846·10−11 -0,425·10−5

10 -0,403·10−10 -0,113·10−5 -0,144·10−15 -0,114·10−6

11 -0,842·10−12 -0,499·10−6 -0,500·10−19 -0,176·10−7

Tabelle 6.12: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphäroidisch gestörten Polwanderung bzw. -bewegung I

Nr. Re(âj) [1/Jtd] Im(âj) [1/Jtd] Re(Â
(2)
j ) Im(Â

(2)
j ) −Re(Â

(2)
j /âj) −Im(Â

(2)
j /âj)

[1/Jtd] [1/Jtd]

0 0,000000·10+0 0,000000·10+00 -0,259896·10−2 0,000000·10+0

1 -0,387737·10+1 0,291911·10−04 0,314029·10−1 0,339385·10−4 0,809903·10−2 0,881395·10−5

2 -0,345629·10+1 0,254624·10−04 0,105761·10−1 0,274028·10−4 0,305997·10−2 0,795093·10−5

3 -0,262245·10+1 0,241845·10−04 0,323145·10−1 0,202861·10−4 0,123223·10−1 0,784917·10−5

4 -0,238606·10+1 0,214401·10−04 0,119763·10−1 0,221692·10−4 0,501927·10−2 0,933625·10−5

5 -0,189695·10+1 0,523913·10+04 -0,574882·10+0 -0,599422·10+4 0,114413·10+1 -0,523986·10−3

6 -0,103952·10+1 0,152076·10−03 0,425477·10+0 0,119620·10−3 0,409301·10+0 0,174951·10−3

7 -0,123482·10+0 0,280681·10−05 -0,558817·10−2 0,342748·10−5 -0,452549·10−1 0,267282·10−4

8 -0,338513·10−1 0,512444·10−05 0,709675·10−1 -0,227405·10−5 0,209645·10+1 0,250184·10−3

9 -0,163454·10−2 0,310204·10−09 0,839232·10−3 0,928785·10−9 0,513435·10+0 0,665662·10−6

10 -0,581663·10−4 0,194026·10−09 0,426072·10−3 -0,311073·10−8 0,732508·10+1 -0,290456·10−4

11 -0,435904·10−5 0,131789·10−10 0,103210·10−3 -0,331474·10−9 0,236773·10+2 -0,445791·10−5
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Tabelle 6.13: Sphäroidische Verbesserungen in den Moden âj und den Kennzahlen Â
(2)
j

Nr. Re(δâj) Im(δâj) Re(δÂ
(2)(0)
j ) Im(δÂ

(2)(0)
j ) −Re(

δÂ
(2)(0)
j

âj
) −Im(

δÂ
(2)(0)
j

âj
)

[1/Jtd] [1/Jtd] [1/Jtd] [1/Jtd]

0 0.000·10+0 0.000·10+00 0.342·10−5 0.000·10+00

1 -0.683·10−3 0.239·10−06 0.186·10−3 0.337·10−06 0.466·10−4 0.863·10−7

2 0.208·10−3 0.788·10−07 0.215·10−4 0.138·10−06 0.640·10−5 0.405·10−7

3 -0.313·10−3 0.174·10−06 0.166·10−3 0.180·10−06 0.619·10−4 0.690·10−7

4 0.159·10−3 0.756·10−07 0.300·10−4 0.116·10−06 0.129·10−4 0.495·10−7

5 -0.208·10−2 -0.197·10+02 -0.208·10−2 0.794·10+01 0.278·10−2 -0.381·10−5

6 -0.951·10−3 0.924·10−06 0.145·10−2 0.106·10−05 0.102·10−2 0.138·10−5

7 -0.288·10−4 0.823·10−08 -0.130·10−4 0.196·10−07 -0.944·10−4 0.147·10−6

8 0.446·10−4 0.172·10−07 0.228·10−3 -0.383·10−07 0.947·10−2 0.169·10−5

9 -0.634·10−6 0.126·10−11 0.163·10−5 0.101·10−10 0.799·10−3 0.647·10−8

10 -0.503·10−7 0.142·10−11 0.172·10−5 -0.298·10−10 0.232·10−1 -0.232·10−6

11 0.612·10−8 0.389·10−13 0.384·10−6 -0.386·10−11 0.121·10+0 -0.314·10−6

Tabelle 6.14: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphäroidisch gestörten Polwanderung bzw. -bewegung II

Nr. Re(âj) [1/Jtd] Im(âj) [1/Jtd] Re(Â
(2)
j ) Im(Â

(2)
j ) −Re(Â

(2)
j /âj) −Im(Â

(2)
j /âj)

[1/Jtd] [1/Jtd]

12 -0,398394·10+1 -0,420504·10−08 -0,220484·10−5 -0,265163·10−08 -0,553431·10−6 -0,665580·10−09

13 -0,354283·10+1 -0,502831·10−10 -0,215041·10−6 -0,443789·10−10 -0,606976·10−7 -0,125264·10−10

14 -0,283261·10+1 -0,121360·10−08 0,652000·10−6 -0,907850·10−09 0,230177·10−6 -0,320500·10−09

15 -0,248204·10+1 -0,731900·10−13 0,786770·10−8 -0,703901·10−13 0,316985·10−8 -0,283597·10−13

16 -0,202199·10+1 -0,876803·10−09 0,109952·10−5 -0,690797·10−09 0,543782·10−6 -0,341643·10−09

17 -0,449251·10+0 -0,252410·10−10 0,574050·10−6 -0,440552·10−10 0,127779·10−5 -0,980639·10−10

18 -0,110046·10+0 -0,275189·10−10 0,546013·10−7 -0,747838·10−11 0,496167·10−6 -0,679569·10−10

19 -0,188407·10−2 -0,802844·10−16 -0,196486·10−9 -0,787068·10−17 -0,104288·10−6 -0,417748·10−14

20 -0,140992·10−2 -0,362636·10−14 0,333276·10−8 -0,256783·10−13 0,236380·10−5 -0,182127·10−10

21 -0,356211·10−4 -0,665207·10−16 0,330254·10−9 -0,131731·10−14 0,927131·10−5 -0,369813·10−10

22 -0,168672·10−5 -0,385806·10−18 0,108523·10−9 -0,195728·10−16 0,643400·10−4 -0,116041·10−10
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Tabelle 6.15: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphäroidisch gestörten Polwanderung bzw. -bewegung III

Nr. Re(âj) [1/Jtd] Im(âj) [1/Jtd] Re(A
(4)
j ) Im(A

(4)
j ) −Re(A

(4)
j /âj) −Im(A

(4)
j /âj)

[1/Jtd] [1/Jtd]

1 -0,387737·10+1 0,291911·10−04 -0,522408·10−3 -0,178980·10−06 -0,134733·10−3 -0,471744·10−7

2 -0,345629·10+1 0,254624·10−04 -0,409559·10−3 -0,176275·10−06 -0,118497·10−3 -0,518742·10−7

3 -0,262245·10+1 0,241845·10−04 -0,565933·10−3 -0,511825·10−07 -0,215803·10−3 -0,215072·10−7

4 -0,238606·10+1 0,214401·10−04 -0,613177·10−3 -0,122916·10−06 -0,256983·10−3 -0,538232·10−7

5 -0,189695·10+1 0,523913·10+04 0,122923·10−1 0,439385·10+02 -0,838661·10−2 0,538282·10−5

6 -0,103952·10+1 0,152076·10−03 0,469275·10−1 -0,900220·10−04 0,451434·10−1 -0,799953·10−4

7 -0,123482·10+0 0,280681·10−05 0,200538·10−3 -0,561638·10−07 0,162402·10−2 -0,417919·10−6

8 -0,338513·10−1 0,512444·10−05 -0,732587·10−3 0,352905·10−07 -0,216413·10−1 -0,223356·10−5

9 -0,163454·10−2 0,310204·10−09 0,555493·10−5 -0,790171·10−11 0,339846·10−2 -0,418924·10−8

10 -0,581663·10−4 0,194026·10−09 0,485823·10−5 -0,827711·10−10 0,835232·10−1 -0,114440·10−5

11 -0,435904·10−5 0,131789·10−10 0,121347·10−5 -0,131779·10−10 0,278380·10+0 -0,218148·10−5

Tabelle 6.16: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphäroidisch gestörten Polwanderung bzw. -bewegung IV

Nr. s
(4)
j [1/Jtd] Re(S

(4)
j ) Im(S

(4)
j ) −Re(S

(4)
j /s

(4)
j ) −Im(S

(4)
j /s

(4)
j )

[1/Jtd] [1/Jtd]

1 -0,413756·10+1 0,257703·10−4 0,517107·10−08 0,622838·10−5 0,124979·10−8

2 -0,339041·10+1 -0,518296·10−5 -0,317757·10−08 -0,152871·10−5 -0,937222·10−9

3 -0,269055·10+1 -0,264886·10−3 0,821683·10−07 -0,984506·10−4 0,305396·10−7

4 -0,234096·10+1 0,219203·10−4 0,124625·10−07 0,936383·10−5 0,532369·10−8

5 -0,114238·10+1 -0,562120·10−1 0,884893·10−04 -0,492062·10−1 0,774608·10−4

6 -0,452869·10+0 -0,209462·10−3 -0,477030·10−09 -0,462521·10−3 -0,105335·10−8

7 -0,252680·10+0 -0,114493·10−4 0,148094·10−08 -0,453113·10−4 0,586095·10−8

8 -0,385477·10−2 0,396759·10−4 0,505971·10−09 0,102927·10−1 0,131258·10−6

9 -0,185877·10−2 -0,976410·10−6 0,275173·10−12 -0,525300·10−3 0,148041·10−9

10 -0,999856·10−4 -0,570471·10−5 0,721014·10−10 -0,570553·10−1 0,721119·10−6

11 -0,198617·10−5 0,288174·10−6 0,185218·10−12 0,145090·10+0 0,932539·10−7

Tabelle 6.17: Flüssige Grenzwerte der Polverlagerung:

Re(kLP
F,2) Im(kLP

F,2) Re(kLP
F,4) Im(kLP

F,4)

0,351464·10+2 -0,710123·10−4 0,429319·10+0 -0,232090·10−5

Allgemein sind die Zusatzterme etwa zwei Größenordnungen kleiner als die “sphärischen Größen”. Offensichtlich
sind die Vorzeichen hier nicht mehr einheitlich. Die Beiträge zum flüssigen Grenzwert der Polverlagerung liegen
bei 4 Promille für den Grad 2 und bei 1 Prozent für den Grad 4 des Lastpotentials. Obwohl eine Polwanderung
im Falle einer homogenen Erde überhaupt nicht auftritt, handelt es sich also offensichtlich nicht um einen “Effekt
zweiter Ordnung” in dem Sinne, dass er durch sphäroidische Effekte wesentlich beeinflusst werden könnte.
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7. Ausblick

Die Bestimmung der zeitlichen Änderungen der Erdfigur und der Erdrotation bildet ein Forschungsgebiet, das
nach wie vor eine Fülle von offenen theoretischen Problemen bietet. Zum ersten sind es die lateralen Inho-
mogenitäten im Erdinneren, die ein lokal sehr unterschiedliches Deformationsverhalten verursachen. Während
sich im Falle einer Gezeitenanregung die Einflüsse dieser Inhomogenitäten zum Teil “herausmitteln” (zumin-
dest was die Love-Zahlen h und k betrifft), sind die durch Auflasten verursachten Deformationen stark von
den Parametern der oberflächennahen Schichten abhängig, die lateral wiederum besonders stark variieren. Hier
stößt der Formalismus der Kugelflächenfunktionen an eine gewisse Grenze, auch wenn er insbesondere bei der
Interpretation von Ergebnissen weiter eine wichtige Rolle spielen wird. Die Zukunft bei den numerischen Be-
rechnungen dürfte aber den Finite-Elemente-Modelle gehören. Erste Versuche in diese Richtung wurden bereits
unternommen (P. Wu 1992, H. Müller und G. Schulz 1999, A.M. Abolghasem 2001). Neben der Komplexität
solcher dreidimensionaler Modelle verursacht hier offenbar noch die Einbeziehung der inkrementellen Gravita-
tion gewisse Probleme. Dagegen dürfte die Handhabung kompressibler Modelle (die in der vorliegenden Arbeit
ausgeklammert wurden; siehe z.B. B. Vermeersen et al. 1996) keine größeren Schwierigkeiten bereiten. Anlass
zu theoretischen Untersuchungen könnte hier allerdings noch die Adams-Williamson-Gleichung geben, die im
Falle von homogenen Schichtungen verletzt ist.
Zum zweiten dürften zukünftige Arbeiten sich mehr der Lösung im Zeitbereich widmen. Solche Lösungen sind
kaum noch halbanalytisch zu erzielen, können aber auch nichtlineare Effekte einbeziehen (also beispielsweise
die in der vorliegenden Arbeit vernachlässigten nichtlinearen Terme in der Drehimpulsbilanz). Außerdem lassen
sich im Zeitbereich Kopplungen verschiedener Einflüsse auf die Erdrotation leichter studieren. Für jede Schicht
des Erdkörpers (Lithosphäre, oberer und unterer Mantel, flüssiger Kern usw.) wird ein Modul angelegt, das die
Zustandsgrößen der jeweiligen Schicht in bestimmten Zeitschritten nachführt. In H.U. Jüttner und H.P. Plag
1999 werden erste Ansätze zu einem integrierten Systemmodell der Erdrotation vorgestellt. Diesbezüglich wäre
eine gemeinsame Anstrengung verschiedener Forschungsgruppen wünschenswert.
Die numerischen Ergebnisse von Modellrechnungen hängen naturgemäß von den Eingangsparametern ab, die
von der geophysikalischen Forschung bereitgestellt werden. Diese Parameter sind jedoch teilweise noch umstrit-
ten (beispielsweise unterscheiden sich die Angaben in der Literatur über die dynamische Viskosität des Mantels
um Größenordnungen). Häufig werden die Modellparameter als Lösung eines inversen Problems bestimmt, d.h.
die Parameter werden so gewählt, dass das Modell zu realistischen Ergebnissen in der Erdrotation führt. Hier
wäre eine Sensitivitätsanalyse wünschenswert, die die Auswirkung einer Variation der Eingangsparameter auf
die Parameter der Erdrotation aufzeigte.
Als letztes Problem sei noch die Bestimmung realistischer Anregungsfunktionen genannt. So wird beispielsweise
die Eisbedeckung der Kontinente häufig mit Hilfe der Strandlinien modelliert. Eine Ablagerung von Eis auf den
Kontinenten geht mit einer eustatischen Absenkung des Meeresspiegels einher, umgekehrt lässt sich aus dem
globalen mittleren Meeresspiegel zu einer bestimmten Zeitepoche die “Menge des verfügbaren Eises” ableiten.
Andererseits werden die Strandlinien auch von der regionalen eiszeitlichen Absenkung bzw. der nacheiszeitli-
chen Hebung beeinflusst. Bei bekanntem Verlauf der Strandlinien sind also sowohl die Eisbedeckung als auch
die Landhebung bzw. -absenkung zunächst als Unbekannte anzusehen.
Abschließend bleibt festzustellen: Im Gegensatz zu anderen Gebieten der Geodäsie, die mehr oder weniger als ab-
geschlossen gelten dürfen, wird die Bestimmung der zeitlichen Änderungen der Erdfigur und der inkrementellen
Rotation der Erde noch lange ein aktueller Gegenstand der geodätischen Forschung bleiben.
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A Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt fassen wir die wichtigsten Definitionen und Formelbeziehungen der Kugelfunktionen zu-
sammen, soweit sie für die vorliegende Arbeit von Interesse sind. Dabei greifen wir auf die Arbeiten von E. H.
Knickmeyer (1984), P. Georgiadou (1984) sowie H.W. Mikolaiski (1989) zurück. Wir verzichten weitgehend auf
Beweise der angegebenen Formeln; sie sind - neben einer weitergehenden Diskussion der Kugelflächenfunktio-
nen - in den Arbeiten von J.A. Gaunt (1929), E.W. Hobson (1931), G. Racah (1942), A.R. Edmonds (1964),
R.A. Phinney, R. Burridge (1973) sowie D.E. Winch, R.W. James (1973) zu finden. Die einzuführenden Funk-
tionen werden in der Literatur mit unterschiedlichen Normierungsfaktoren definiert, was bei den abgeleiteten
Beziehungen zu berücksichtigen ist.

A–1 Skalare Kugelflächenfunktionen - Definitionen und Eigenschaften

A-1.1: Legendre’sche Funktionen 1. Art:

Definierende Differentialgleichung:

− d

dx
((1 − x2)

d

dx
f(x)) −

[
l(l + 1) − m2

(1 − x2)

]
f(x) = 0

(Legendre’sche Dgl.)
(A-1)

Lösungen sind unter anderem die Legendre’schen Funktionen 1.Art

Plm(x) :=
1

2ll!
(1 − x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l, mit l ≥ |m| ≥ 0; negative m sind zugelassen. (A-2)

Äquivalent hierzu ist die Definition

Plm(x) :=
1

2l
(1 − x2)m/2

r∑

k=0

(−1)k (2l − 2k)!

k!(l − k)!(l − m − 2k)!
xl−m−2k

mit l ≥ |m| ≥ 0

(A-3)

r ist die größte ganze Zahl für die r ≤ (l − m)

2
gilt. In unseren Anwendungen tritt stets x = sin Φ als Argument

auf.
Aus der Definition von Plm folgt

Pl,−m = (−1)m (l − m)!

(l + m)!
Plm (A-4)

L2 -Innenprodukt: ∫ +1

−1

Pl1mPl2mdx =
2(l1 + m)!

(2l1 + 1)(l1 − m)!
δl1l2 (A-5)

Rekursionsformeln:

Pl+1,m =
1

l − m + 1
[(2l + 1) sin ΦPlm − (l + m)Pl−1,m] (A-6)

(2l + 1) cosΦ
dPlm

dΦ
= (l + 1)(l + m)Pl−1,m − l(l − m + 1)Pl+1,m (A-7)

Definierende Differentialgleichung der skalaren Kugelflächenfuktionen:

∂2f(Λ, Φ)

∂Φ2
− tanΦ

∂f(Λ, Φ)

∂Φ
+

1

cos2 Φ

∂2f(Λ, Φ)

∂Λ2
+ l(l + 1)f(Λ, Φ) = 0

(Laplace-Beltrami-Gleichung bezüglich der Kugeloberfläche)

(A-8)

Lösungen sind
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(a) Reellwertige vollständig normierte Kugelfächenfunktionen

elm
ΦΛ :=






√

2(2l + 1)
(l − m)!

(l + m)!
Plm(sin Φ) cosmΛ für 0 < m < l

√
2l + 1Pl0(sin Φ) für m = 0

√

2(2l + 1)
(l − |m|)!
(l + |m|)!Pl,|m|(sin Φ) sin |m|Λ für 0 < −m < l






(A-9)

(b) Komplexwertige vollständig normierte Kugelflächenfunktionen

Ylm(Λ, Φ) := (−1)m

√

(2l + 1)
(l − m)!

(l + m)!
Plm(sin Φ) exp(imΛ)

für 0 ≤ |m| ≤ l

(A-10)

Komplex-konjugierte Funktion:

Y ∗
lm = Ylm exp(−2imΛ) = (−1)mYl,−m (A-11)

Real- und Imaginärteile der Kff alternierender Ordnung:

Re(Yl,−m) = (−1)mRe(Yl,m) Im(Yl,−m) = (−1)m+1Im(Yl,m) (A-12)

Zusammenhang zwischen den reell- und komplexwertigen Kugelfächenfunktionen:
Für m = 0 gilt

el,0
ΦΛ = Yl,0(Λ, Φ)

Für m > 0 gilt 


elm
ΦΛ

el,−m
ΦΛ



 =
1√
2




(−1)m 1

(−1)m+1i i








Ylm

Yl,−m



 (A-13)

Die Transformationsmatrix ist unitär, die inverse Transformation lautet für m > 0



Ylm

Yl,−m



 =
1√
2




(−1)m (−1)mi

1 −i








elm
ΦΛ

el,−m
ΦΛ



 (A-14)

Zusammenhang zwischen den entsprechenden Kugelfunktionskoeffizienten:

Sei m > 0 und die Funktion

f(Λ, Φ) := clmelm
ΦΛ + cl,−mel,−m

ΦΛ = ĉlmYlm + ĉl,−mYl,−m

reell (über l, m wird hier nicht summiert; die konstanten Koeffizienten cl,±m seien reell). Dann lautet die Trans-
formation zwischen den Koeffizienten




ĉl,m

ĉl,−m



 =
1√
2




(−1)m (−1)m+1i

1 i








clm

cl,−m



 (A-15)




cl,m

cl,−m



 =
1√
2




(−1)m 1

(−1)mi −i








ĉlm

ĉl,−m



 (A-16)

Damit f reell ist, müssen die komplexen Koeffizienten ĉl,±m folgendes erfüllen:

Re(ĉl,−m) = (−1)mRe(ĉl,m) Im(ĉl,−m) = (−1)m+1Im(ĉl,m)

=⇒ ĉl,−m = (−1)mĉ∗l,m (gilt auch für negative m)
(A-17)
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damit wird aus (A-16):

cl,m =
√

2(−1)mRe(ĉl,m), cl,−m =
√

2(−1)m+1Im(ĉl,m) (A-18)

Darstellung des reziproken Abstandes in Kugelfunktionen:

1

|XP − XQ|
=






∑∞
l=0

∑l
m=−l

Rl
P

Rl+1
Q

1

2l + 1
elm
ΦQ,ΛQ

elm
ΦP ,ΛP

für RP < RQ

∑∞
l=0

∑l
m=−l

Rl
Q

Rl+1
P

1

2l + 1
elm
ΦQ,ΛQ

elm
ΦP ,ΛP

für RP > RQ






(A-19)

1

|XP − XQ|
=






∑∞
l=0

∑l
m=−l

Rl
P

Rl+1
Q

1

2l + 1
Ylm(ΦP , ΛP )Y ∗

lm(ΦQ, ΛQ) für RP < RQ

∑∞
l=0

∑l
m=−l

Rl
Q

Rl+1
P

1

2l + 1
Ylm(ΦP , ΛP )Y ∗

lm(ΦQ, ΛQ) für RP > RQ






(A-20)

A-1.2 Rekursionsformeln

sin Φ · Plm =
1

2l + 1
[(l + m)Pl−1,m + (l − m + 1)Pl+1,m]

cosΦ · dPlm

dΦ
=

1

2l + 1
[(l + 1)(l + m)Pl−1,m − l(l − m + 1)Pl+1,m]

(A-21)

sin Φ · Ylm =

√
(l − m)(l + m)√
(2l − 1)(2l + 1)

Yl−1,m +

√
(l − m + 1)(l + m + 1)√

(2l + 1)(2l + 3)
Yl+1,m

cosΦ · ∂Ylm

∂Φ
=

(l + 1)
√

(l − m)(l + m)√
(2l − 1)(2l + 1)

Yl−1,m − l
√

(l − m + 1)(l + m + 1)√
(2l + 1)(2l + 3)

Yl+1,m

(A-22)

A-1.3 Produkte zwischen Kugelflächenfunktionen

Ein Produkt Yl1,m1(Λ, Φ) · Yl2,m2(Λ, Φ) läßt sich wiederum als Summe von Kugelflächenfunktionen darstellen:

Yl1,m1(Λ, Φ) · Yl2,m2(Λ, Φ) =
∑l1+l2

max(|m1+m2|,|l1−l2|) C(l1, l2, l; m1, m2)Yl,m1+m2(Λ, Φ) mit

C(l1, l2, l; m1, m2) :=

[
(2l1 + 1)(2l2 + 1)(l + m1 + m2)!(l − m1 − m2)!

(2l + 1)(l1 + m1)!(l1 − m1)!(l2 + m2)!(l2 − m2)!

]1/2

K(l1, l2, l; m1, m2)

und

K(l1, l2, l; m1, m2) := (−1)s−l(2l + 1)
(l1 + m1)!(l2 + m2)!(l1 − m1)!(l2 − m2)!

(l1 + l2 + l + 1)!(s − l1)!(s − l2)!(s − l)!
·

·(−l1 + l2 + l)!(l1 − l2 + l)!(l1 + l2 − l)!s!Σ

dabei ist

2s := l1 + l2 + l und

Σ :=
∑to

t=tu
(−1)t [t!(−l1 + l − m2 + t)!(−l2 + l + m1 + t)!(l1 − m1 − t)! ·

·(l2 + m2 − t)!(l1 + l2 − l − t)!]−1 ,

to := min (l1 − m1, l2 + m2, l1 + l2 − l), tu := max (0, l1 − l + m2, l2 − l − m1)

(A-23)
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K(l1, l2, l; m1, m2) kann auch mit Hilfe von Wigner-3j-Symbolen dargestellt werden; es ist

K(l1, l2, l; m1, m2) := (−1)m1+m2(2l + 1)

[
(l1 + m1)!(l2 + m2)!(l1 − m1)!(l2 − m2)!

(l − m1 − m2)!(l + m1 + m2)!

]1/2

·

·
(

l1 l2 l

0 0 0

)(
l1 l2 l

m1 m2 (−m1 − m2)

) (A-24)

(Die runden Klammern in der unteren Zeile stehen für die Wigner-3j-Symbole.)
Insbesondere gilt

Y1,0(Φ) · Ylm(Λ, Φ) = C(l, 1, l − 1; m, 0)Yl−1,m(Λ, Φ) + C(l, 1, l + 1; m, 0)Yl+1,m(Λ, Φ)

Y2,0(Φ) · Ylm(Λ, Φ) = C(l, 2, l − 2; m, 0)Yl−2,m(Λ, Φ) + C(l, 2, l; m, 0)Ylm(Λ, Φ)+

+C(l, 2, l + 2; m, 0)Yl+2,m(Λ, Φ)

(A-25)
mit

C(l, 1, l − 1; m, 0) =

√
3(l − m)(l + m)

(2l − 1)(2l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0) =

√
3(l − m + 1)(l + m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)

(A-26)

C(l, 2, l − 2; m, 0) =
3

2

√
5(l − m)(l − m − 1)(l + m)(l + m − 1)

(2l − 3)(2l − 1)2(2l + 1)

=

√
5

2
C(l, 1, l − 1; m, 0) · C(l − 1, 1, l − 2; m, 0)

C(l, 2, l; m, 0) =
√

5
l(l + 1) − 3m2

(2l − 1)(2l + 3)
=

√
5

3

[
(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)2 − lC(l, 1, l + 1; m, 0)2

]

C(l, 2, l + 2; m, 0) =
3

2

√
5(l − m + 1)(l − m + 2)(l + m + 1)(l + m + 2)

(2l + 1)(2l + 3)2(2l + 5)

=

√
5

2
C(l, 1, l + 1; m, 0) · C(l + 1, 1, l + 2; m, 0)

(A-27)

Werden die Funktionen Y1,0 oder Y2,0 mit einer Summe der Gestalt clm Ylm multipliziert, so ergibt sich aus
(A-25) mit einer Indexverschiebung

Y1,0(Φ) · clm Ylm(Λ, Φ) = [C(l, 1, l − 1; m, 0)cl−1,m + C(l, 1, l + 1; m, 0)cl+1,m]Ylm(Λ, Φ)

Y2,0(Φ) · clm Ylm(Λ, Φ) = [C(l, 2, l − 2; m, 0)cl−2,m + C(l, 2, l; m, 0)clm + C(l, 2, l + 2; m, 0)cl+2,m]Ylm(Λ, Φ)

(A-28)
(Wir haben hier auch die Symmetrieeigenschaften C(l + 2, 2, l; m, 0) = C(l, 2, l + 2; m, 0) usw. benutzt.)

Ein numerischer Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten C(l1, l2, l; m1, m2), der Rekursionsformeln be-
nutzt, kann der Arbeit E.H. Knickmeyer (1984) entnommen werden. Die Herleitung der angeführten Formeln
sowie geeignete Algorithmen zur numerischen Koeffizientenberechnung sind auch in den Arbeiten von J.A. Gaunt
(1929), G. Racah (1942), G. Balmino(1978), A.R. Edmonds(1964) und R.A. Phinney, R. Burridge (1973) zu
finden.
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A–2 Vektorielle Kugelfunktionen

A-2.1 Definitionen und Eigenschaften

Reelle vektorielle Kugelfunktionen:

Rl,m(Λ, Φ) := el,m(Λ, Φ)eR

Slm(Λ, Φ) :=
∂el,m(Λ, Φ)

∂Φ
eΦ +

1

cosΦ

∂el,m(Λ, Φ)

∂Λ
eΛ

Tl,m(Λ, Φ) := − 1

cosΦ

∂el,m(Λ, Φ)

∂Λ
eΦ +

∂el,m(Λ, Φ)

∂Φ
eΛ

(A-29)

Komplexe vektorielle Kugelfunktionen:

Rl,m(Λ, Φ) := Yl,m(Λ, Φ)eR

Sl,m(Λ, Φ) :=
−R√
l(l + 1)

GRAD Yl,m =
−1√

l(l + 1)

[
∂Yl,m

∂Φ
eΦ +

1

cosΦ

∂Yl,m

∂Λ
eΛ

]

Tl,m(Λ, Φ) :=
R√

l(l + 1)
ROT (YlmeR) =

−1√
l(l + 1)

[
1

cosΦ

∂

∂Λ
(Ylm(Λ, Φ))eΦ − ∂

∂Φ
(Ylm(Λ, Φ))eΛ

]

(A-30)
Aus den Definitionen folgt

Tlm(Λ, Φ) = −eR × Slm(Λ, Φ) Tlm(Λ, Φ) = eR × Slm(Λ, Φ)

Slm(Λ, Φ) = eR × Tlm(Λ, Φ) Slm(Λ, Φ) = −eR × Tlm(Λ, Φ) (A-31)

Integrale über reelle vektorielle Kugelfunktionen:

∫
σ R1,0dσ =

4π√
3
eZ

∫
σ R1,1dσ =

4π√
3
eX

∫
σ R1,−1dσ =

4π√
3
eY

∫
σ S1,0dσ =

8π√
3
eZ

∫
σ S1,1dσ =

8π√
3
eX

∫
σ S1,−1dσ =

8π√
3
eY ;

(A-32)

die entsprechenden Integrale über alle anderen reellen vektoriellen Kugelfunktionen verschwinden:

∫
σ Rlmdσ = 0 ∀ l 6= 1

∫
σ Slmdσ = 0 ∀ l 6= 1

∫
σ Tlmdσ = 0 ∀ l

(A-33)

Integrale über komplexe vektorielle Kugelfunktionen:

∫
σ
R1,0dσ =

4π√
3
eZ

∫
σ
R1,1dσ = − 4π√

6
(eX + ieY )

∫
σ
R1,−1dσ =

4π√
6
(eX − ieY )

∫
σ
S1,0dσ = −4π

√
2

3
eZ

∫
σ
S1,1dσ =

4π√
3
(eX + ieY )

∫
σ
S1,−1dσ =

4π√
3
(−eX + ieY );

(A-34)

abkürzende Schreibweise:
∫

σ R1,mdσ =
4π√

3
em

∫
σ S1,mdσ = −4π

√
2

3
em (A-35)

mit:

e−1 :=
ex − iey√

2
=

1√
2

exp(−iΛ) (−ieΛ − sin ΦeΦ + cosΦer) =
1√
3
(R1,−1 −

√
2S1,−1)

e0 := ez = cosΦeΦ + sin ΦeR =
1√
3
(R1,0 −

√
2S1,0)

e+1 := −ex + iey√
2

=
1√
2

exp(iΛ) (−ieΛ + sin ΦeΦ − cosΦeR) =
1√
3
(R1,1 −

√
2S1,−1)

(A-36)

die entsprechenden Integrale über alle anderen komplexen vektoriellen Kugelfunktionen verschwinden:

∫
σ
Rlmdσ = 0 ∀ l 6= 1

∫
σ
Slmdσ = 0 ∀ l 6= 1

∫
σ
Tlmdσ = 0 ∀ l (A-37)
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Orthogonalitätsrelationen:

∫
σ < Rlm,Rij > dσ = 4πδl,iδm,j

∫
σ < Slm,Sij > dσ = 4πδl,iδm,j

∫
σ < Tlm,Tij > dσ = 4πδl,iδm,j

(A-38)

sämtliche Integrale über “gemischte” Innenprodukte verschwinden.

A-2.2 Transformation zwischen den sphärischen Komponenenten eines Vektorfeldes und den ra-
diusabhängigen Koeffizientenfunktionen der vektoriellen Kugelfunktionen

Sei u(Λ, Φ, R) = UReR + UΦeΦ + UΛeΛ = rlmRlm + slmSlm + tlmTlm ein Vektorfeld. Dann folgt aus der
Definition der vektoriellen Kugelfunktionen





UΛ

UΦ

UR




=





0
1

cosΦ

∂

∂Λ
(elm

Φ,Λ)
∂

∂Φ
(elm

Φ,Λ)

0
∂

∂Φ
(elm

Φ,Λ) − 1

cosΦ

∂

∂Λ
(elm

Φ,Λ)

elm
Φ,Λ 0 0









rlm

slm

tlm




(A-39)

A-2.3 Darstellung spezieller Vektorfeldtypen in vektoriellen Kugelfunktionen

Darstellung der kartesischen Basisvektoren:





eX

eY

eZ




=

1√
3





R1,1 + S1,1

R1,−1 + S1,−1

R1,0 + S1,0



 =





− 1√
6
(R1,1 − R1,−1) +

1√
3
(S1,1 − S1,−1)

i√
6
(R1,1 + R1,−1) −

i√
3
(S1,1 + S1,−1)

1√
3
R1,0 −

√
2

3
S1,0




(A-40)

Darstellung der sphärischen Basisvektoren:





cosΦ eΛ

cosΦ eΦ

eR




=





1√
3
T1,0

1√
3
S1,0

R0,0




=





√
2

3
T1,0

−
√

2

3
S1,0

R0,0




(A-41)

Darstellung eines konstanten Vektorfeldes:

Sei f = fXeX + fY eY + fZeZ ein konstantes Vektorfeld. Dann gilt

f =
∑1

m=−1(f
R
1,mR1,m + fS

1,mS1,m) (A-42)

mit den konstanten Koeffizienten

fR
1,0 =

1√
3
fZ fS

1,0 =
1√
3
fZ

fR
1,1 =

1√
3
fX fS

1,1 =
1√
3
fX

fR
1,−1 =

1√
3
fY fS

1,−1 =
1√
3
fY

(A-43)
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und
f =

∑1
m=−1(f

R
1,mR1,m + fS

1,mS1,m) (A-44)

mit den konstanten Koeffizienten

fR
1,0 =

1√
3
fZ fS

1,0 = −
√

2

3
fZ

fR
1,1 =

1√
6
(−fX + ifY ) fS

1,1 = − 1√
3
(−fX + ifY )

fR
1,−1 =

1√
6
(fX + ifY ) fS

1,−1 = − 1√
3
(fX + ifY )

(A-45)

=⇒ fS
1,m = −

√
2fR

1,m

Infinitesimale Drehung:

x = X + u mit u = δ ωωωωω × X

und δ ωωωωω =
∑1

m=−1(δω
R
1,mR1,m + δωS

1,mS1,m)

(mit den konstanten Koeffizienten δωR
1,m, δωS

1,m entsprechend (A-45)

=⇒ u = −R
1∑

m=−1

δωS
1,mT1,m (A-46)

Reine Scherung:

Es sei eine reine Scherung dargestellt durch die kartesischen Koordinaten des (in diesem Fall konstanten) Euler-
Lagrange-Tensors: 


uX

uY

uZ



 =




eXX eXY eZX

eXY eY Y eY Z

eZX eY Z eZZ








X
Y
Z



 . (A-47)

Dann lautet die Darstellung des Verschiebungsvektors in vektoriellen Kugelfunktionen

u = R

{
1

3
(eXX + eY Y + eZZ)R0,0 +

1

6
√

5
(−eXX − eY Y + 2eZZ)(2R2,0 + S2,0)+

+
1√
15

eZX(2R2,1 + S2,1) +
1√
15

eY Z(2R2,−1 + S2,−1)+

+
1

2
√

15
(eXX − eY Y )(2R2,2 + S2,2) +

1√
15

eXY (2R2,−2 + S2,−2)

}
(A-48)

bzw.

u = R

{
1

3
(eXX + eY Y + eZZ)R0,0 +

1

6
√

5
(−eXX − eY Y + 2eZZ)(2R2,0 −

√
6S2,0)+

+
1√
30

(−eZX + ieY Z)(2R2,1 −
√

6S2,1) +
1√
30

(eZX + ieY Z)(2R2,−1 −
√

6S2,−1)+

+
1√
120

(eXX − eY Y − 2ieXY )(2R2,2 −
√

6S2,2)+

+
1√
120

(eXX − eY Y + 2ieXY )(2R2,−2 −
√

6S2,−2)

}

(A-49)
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A-2.4 Anwendung von Differentialoperatoren auf die vektoriellen Kugelfunktionen

ROT Rlm(Λ, Φ) =
1

R
Tlm(Λ, Φ)

ROT Slm(Λ, Φ) = − 1

R
Tlm(Λ, Φ)

ROT Tlm(Λ, Φ) =
1

R
[Slm(Λ, Φ) + l(l + 1)Rlm(Λ, Φ)]

(A-50)

bzw.

ROT Rlm(Λ, Φ) =

√
l(l + 1)

R
Tlm(Λ, Φ)

ROT Slm(Λ, Φ) =
1

R
Tlm(Λ, Φ)

ROT Tlm(Λ, Φ) =

√
l(l + 1)

R
Rlm(Λ, Φ) − 1

R
Slm(Λ, Φ)

(A-51)

Sei u ein Vektorfeld, dargestellt in vektoriellen Kugelfunktionen:

u(Λ, Φ, R) = rl,m(R)Rlm(Λ, Φ) + sl,m(R)Slm(Λ, Φ) + tl,m(R)Tlm(Λ, Φ)

= rl,m(R)Rlm(Λ, Φ) + slm(R)Slm(Λ, Φ) + tlm(R)Tlm(Λ, Φ)

=⇒

(A-52)

ROT u(Λ, Φ, R) =
l(l + 1)

R
tl,m(R)Rlm(Λ, Φ) + (

tl,m(R)

R
+

dtl,m

dR
)Slm(Λ, Φ)

+(
rl,m(R)

R
− sl,m(R)

R
− dsl,m

dR
)Tlm(Λ, Φ)

=

√
l(l + 1)

R
tlm(R)Rlm(Λ, Φ) − (

tlm(R)

R
+

dtlm
dR

)Slm(Λ, Φ)

+(

√
l(l + 1)

R
rl,m(R) +

slm(R)

R
+

dslm

dR
)Tlm(Λ, Φ)

(A-53)

ROT ROT u =
l(l + 1)

R2

[
rl,m − sl,m − R

dsl,m

dR

]
Rlm+

+
1

R

[
drl,m

dR
− 2

dsl,m

dR
− R

d2sl,m

dR2

]
Slm +

1

R2

[
l(l + 1)tl,m − 2R

dtl,m

dR
− R2 d2tl,m

dR2

]
Tlm

(A-54)

ROT ROT u =

√
l(l + 1)

R2

[√
l(l + 1)rl,m + slm + R

dslm

dR

]
Rlm+

+
1

R

[
−
√

l(l + 1)
drl,m

dR
− 2

dslm

dR
− R

d2slm

dR2

]
Slm +

1

R2

[
l(l + 1)tlm − 2R

dtlm
dR

− R2 d2tlm
dR2

]
Tlm

(A-55)

ROT ROT ROT u =
l(l + 1)

R2

[
l(l + 1)

R
tl,m − 2

dtl,m

dR
− R

d2tl,m

dR2

]
Rlm+

+
1

R

[
− l(l + 1)

R2
tl,m +

l(l + 1)

R

dtl,m

dR
− 3

d2tl,m

dR2
− R

d3tl,m

dR3

]
Slm+

+

[
l(l + 1)

R3
rl,m − 1

R

d2rl,m

dR2
− l(l + 1)

R3
sl,m − l(l + 1)

R2

dsl,m

dR
+

3

R

d2sl,m

dR2
+

d3sl,m

dR3

]
Tlm

(A-56)
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ROT ROT ROT u =

√
l(l + 1)

R2

[
l(l + 1)

R
tlm − 2

dtlm
dR

− R
d2tlm
dR2

]
Rlm−

− 1

R

[
− l(l + 1)

R2
tlm +

l(l + 1)

R

dtlm
dR

− 3
d2tlm
dR2

− R
d3tlm
dR3

]
Slm+

+

[
(l(l + 1))3/2

R3
rl,m −

√
l(l + 1)

R

d2rl,m

dR2
+

l(l + 1)

R3
slm+

+
l(l + 1)

R2

dslm

dR
− 3

R

d2slm

dR2
− d3slm

dR3

]
Tlm

(A-57)

DIV u = (
2

R
rl,m +

drl,m

dR
− l(l + 1)

R
sl,m)elm

Φ,Λ

= (
2

R
rl,m +

drl,m

dR
+

√
l(l + 1)

R
slm)Ylm

(A-58)

GRAD DIV u = (− 2

R2
rl,m +

2

R

drl,m

dR
+

d2rl,m

dR2
+

l(l + 1)

R2
sl,m − l(l + 1)

R

dsl,m

dR
)Rlm(Φ, Λ)+

+
1

R
(
2

R
rl,m +

drl,m

dR
− l(l + 1)

R
sl,m)Slm(Φ, Λ)

= (− 2

R2
rl,m +

2

R

drl,m

dR
+

d2rl,m

dR2
−
√

l(l + 1)

R2
slm +

√
l(l + 1)

R

dslm

dR
)Rlm−

−
√

l(l + 1)

R
(
2

R
rl,m +

drl,m

dR
+

√
l(l + 1)

R
slm)Slm

(A-59)

Diese Formeln geben Anlass zu einem von (A-52) abweichenden Ansatz eines Vektorfeldes u in vektoriellen
Kugelfunktionen, bei dem die Bestandteile entweder divergenzfrei oder rotationsfrei sind:

u = u1 + u2 + u3 mit

u1 := − 1√
l(l + 1)

(alm + R
dalm

dR
)Rlm + almSlm (rotationsfrei)

u2 := almRlm − 1√
l(l + 1)

(2alm + R
dalm

dR
)Slm (divergenzfrei)

u3 := tlmTlm (divergenzfrei)

(A-60)

Anwendung der Differentialoperatoren DIV bzw. ROT auf diese Bestandteile ergibt

DIV u1 = − 1

R
√

l(l + 1)
[R2 d2alm

dR2
+ 4R

dalm

dR
− (l − 1)(l + 2)alm] ROT u1 = 0

ROT u2 = − 1

R
√

l(l + 1)
[R2 d2alm

dR2
+ 4R

dalm

dR
− (l − 1)(l + 2)alm]Tlm DIV u2 = 0

ROT u3 =

√
l(l + 1)

R
tl,m(R)Rlm − (

tl,m(R)

R
+

dtl,m
dR

)Slm DIV u3 = 0

(A-61)
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A-2.5 Partielle Ableitungen vektorieller Kugelfunktionen

cosΦ
∂Rlm

∂Φ
=

(l + 1)
√

(l + m)(l − m)√
(2l − 1)(2l + 1)

Rl−1,m − l
√

(l + m + 1)(l − m + 1)√
(2l + 1)(2l + 3)

Rl+1,m+

+
1√
3

{√
l − 1

l
C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m−

−
√

l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m

}
+

im√
l(l + 1)

Tlm

(A-62)

sin Φ
∂(rl,mRlm)

∂R
=

drl,m

dR

{√
(l − m)(l + m)

(2l − 1)(2l + 1)
Rl−1,m +

√
(l − m + 1)(l + m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)
Rl+1,m

}
(A-63)

cosΦ
∂Slm

∂Φ
=

√
(l + 1)(l + m)(l − m)√

l(2l − 1)(2l + 1)
Rl−1,m −

√
l(l + m + 1)(l − m + 1)√
(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)

Rl+1,m+

+
1√
3

{
l + 1

l

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m−

− l

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m

}
+

im

l(l + 1)
Tlm

(A-64)

sin Φ
∂(sl,mSlm)

∂R
=

dsl,m

dR

1√
3

{
1

l

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m+

+
1

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m +

√
3im

l(l + 1)
Tlm

} (A-65)

cosΦ
∂Tlm

∂Φ
=

1√
3

{
l + 1

l

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m−

− l

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m

}
− im

l(l + 1)
Slm +

im√
l(l + 1)

Rlm

(A-66)

sinΦ
∂(tl,mTlm)

∂R
=

dtl,m
dR

1√
3

{
1

l

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m+

+
1

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m −

√
3im

l(l + 1)
Slm

}
(A-67)
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∂u

∂Z
=

cos Φ

R

∂u

∂Φ
+ sin Φ

∂u

∂R

=

[
l + 1

R
rl,m +

drl,m

dR
+

√
l + 1

l

sl,m

R

]√
(l + m)(l − m)

(2l − 1)(2l + 1)
Rl−1,m+

+

[
−l

R
rl,m +

drl,m

dR
−
√

l

l + 1

sl,m

R

]√
(l + m + 1)(l − m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)
Rl+1,m+

+

[√
l − 1

l

rl,m

R
+

l + 1

l

√
(l − 1)(l + 1)

sl,m

R
+

1

l

√
(l − 1)(l + 1)

dsl,m

dR

]
1√
3
C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m+

+

[
−
√

l + 2

l + 1

rl,m

R
− l

l + 1

√
l(l + 2)

sl,m

R
+

1

l + 1

√
l(l + 2)

dsl,m

dR

]
1√
3
C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m+

+
[
l + 1

l

tl,m

R
+

1

l

dtl,m

dR

]
1√
3

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m+

+
[
− l

l + 1

tl,m

R
+

1

l + 1

dtlm

dR

]
1√
3

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m+

+
im√

l(l + 1)

tl,m

R
Rlm +

im

l(l + 1)

[
− tl,m

R
− dtl,m

dR

]
Slm +

im

l(l + 1)

[√
l(l + 1)

rl,m

R
+

sl,m

R
+

dsl,m

dR

]
Tlm

(A-68)

A-2.6 Produkte mit vektoriellen Kugelfunktionen als Faktoren

a) Skalare mal vektorielle Kugelfunktion:

Y1,0 ·Rlm = C(l, 1, l − 1; m, 0)Rl−1,m + C(l, 1, l + 1; m, 0)Rl+1,m
(A-69)

Y1,0 · Slm =
1

l

√
(l + 1)(l − 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m +

√
3

im

l(l + 1)
Tl,m+

+
1

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m

(A-70)

Y1,0 ·Tlm =
1

l

√
(l + 1)(l − 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m −

√
3

im

l(l + 1)
Sl,m+

+
1

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m

(A-71)

Für den Fall daß über diese Produkte summiert wird, verschieben wir die Indizes und führen abkürzende Symbole
ein:

Y1,0 · Rlmrl,m = rRY
lm10Rlm

rRY
lm10 := C(l, 1, l + 1; m, 0)rl+1,m + C(l, 1, l − 1; m, 0)rl−1,m

(A-72)

Y1,0 · Slmsl,m = sSY
lm10Slm + tSY

lm10Tlm

sSY
lm10 :=

1

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)sl+1,m +

1

l

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)sl−1,m

tSY
lm10 :=

√
3

im

l(l + 1)
sl,m
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Y1,0 · Tlmtl,m = sTY
lm10Slm + tTY

lm10Tlm

sTY
lm10 := −

√
3

im

l(l + 1)
tl,m

tTY
lm10 :=

1

l + 1

√
l(l + 2)C(l, 1, l + 1; m, 0)tl+1,m +

1

l

√
(l − 1)(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)tl−1,m

(A-74)

Y2,0 ·Rlm = C(l, 2, l − 2; m, 0)Rl−2,m + C(l, 2, l; m, 0)Rl,m + C(l, 2, l + 2; m, 0)Rl+2,m
(A-75)

Y2,0 · Slm =

√
(l + 1)(l − 2)

l(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)Sl−2,m +

im

l

√
15

(l − 1)(l + 1)
C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m+

+

(
1 − 3

l(l + 1)

)
C(l, 2, l; m, 0)Sl,m+

+
im

l + 1

√
15

l(l + 2)
C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m +

√
l(l + 3)

(l + 1)(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Sl+2,m

(A-76)

Y2,0 · Tlm =

√
(l + 1)(l − 2)

l(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)Tl−2,m − im

l

√
15

(l − 1)(l + 1)
C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m+

+

(
1 − 3

l(l + 1)

)
C(l, 2, l; m, 0)Tl,m−

− im

l + 1

√
15

l(l + 2)
C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m +

√
l(l + 3)

(l + 1)(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Tl+2,m

(A-77)

Y2,0 · Rlmrl,m = rRY
lm20Rlm

rRY
lm20 := C(l, 2, l + 2; m, 0)rl+2,m + C(l, 2, l; m, 0)rl,m + C(l, 2, l − 2; m, 0)rl−2,m

(A-78)

Y2,0 · Slmsl,m = sSY
lm20Slm + tSY

lm20Tlm

sSY
lm20 :=

√
(l + 3)l

(l + 2)(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)sl+2,m +

(
1 − 3

l(l + 1)

)
C(l, 2, l; m, 0)sl,m+

+

√
(l − 2)(l + 1)

(l − 1)l
C(l, 2, l − 2; m, 0)sl−2,m

tSY
lm20 :=

im

l + 1

√
15

l(l + 2)
C(l, 1, l + 1; m, 0)sl+1,m +

im

l

√
15

(l − 1)(l + 1)
C(l, 1, l − 1; m, 0)sl−1,m

(A-79)

Y2,0 · Tlmtl,m = sTY
lm20Slm + tTY

lm20Tlm

sTY
lm20 := − im

l + 1

√
15

l(l + 2)
C(l, 1, l + 1; m, 0)tl+1,m − im

l

√
15

(l − 1)(l + 1)
C(l, 1, l − 1; m, 0)tl−1,m

tTY
lm20 :=

√
l(l + 3)

(l + 1)(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)tl+2,m +

(
1 − 3

l(l + 1)

)
C(l, 2, l; m, 0)tl,m+

+

√
(l − 2)(l + 1)

l(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)tl−2,m
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Yl,m · R1,0 = C(l, 1, l − 1; m, 0)Rl−1,m + C(l, 1, l + 1; m, 0)Rl+1,m
(A-81)

Yl,m · S1,0 =
1√
2

{
−
√

l − 1

l
C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m −

√
3

im√
l(l + 1)

Tl,m+

+

√
l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m

} (A-82)

Yl,m · T1,0 =
1√
2

{
−
√

l − 1

l
C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m +

√
3

im√
l(l + 1)

Sl,m+

+

√
l + 2

l + 1
C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m

} (A-83)

rl,mYl,m · S1,0 = sRS
lm10Sl,m + tRS

lm10Tl,m

sRS
lm10 := −

√
l

2(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)rl+1,m +

√
l + 1

2l
C(l, 1, l − 1; m, 0)rl−1,m

tRS
lm10 := − im

√
3√

2l(l + 1)
rl,m

(A-84)

rl,mYl,m · T1,0 = sRT
lm10Sl,m + tRT

lm10Tl,m

sRT
lm10 :=

im
√

3√
2l(l + 1)

rl,m

tRT
lm10 := −

√
l

2(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)rl+1,m +

√
l + 1

2l
C(l, 1, l − 1; m, 0)rl−1,m

(A-85)

Yl,m · R2,0 = C(l, 2, l − 2; m, 0)Rl−2,m + C(l, 2, l; m, 0)Rl,m + C(l, 2, l + 2; m, 0)Rl+2,m
(A-86)

Yl,m · S2,0 = −
√

2(l − 2)

3(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)Sl−2,m −

√
5

2

im√
l(l − 1)

C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m+

+

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)Sl,m−

−
√

5

2

im√
(l + 1)(l + 2)

C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m +

√
2(l + 3)

3(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Sl+2,m
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Yl,m · T2,0 = −
√

2(l − 2)

3(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)Tl−2,m +

√
5

2

im√
l(l − 1)

C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m+

+

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)Tl,m+

+

√
5

2

im√
(l + 1)(l + 2)

C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m +

√
2(l + 3)

3(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Tl+2,m
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rl,mYl,m · S2,0 = sRS
lm20Slm + tRS

lm20Tlm

sRS
lm20 := −

√
2l

3(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)rl+2,m +

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)rl,m+

+

√
2(l + 1)

3l
C(l, 2, l − 2; m, 0)rl−2,m

tRS
lm20 := −

√
5

2

im√
l(l + 1)

[C(l, 1, l + 1; m, 0)rl+1,m + C(l, 1, l − 1; m, 0)rl−1,m]

(A-89)

rl,mYl,m · T2,0 = sRT
lm20Slm + tRT

lm20Tlm

sRT
lm20 :=

√
5

2

im√
l(l + 1)

[C(l, 1, l + 1; m, 0)rl+1,m + C(l, 1, l − 1; m, 0)rl−1,m]

tRT
lm20 := −

√
2l

3(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)rl+2,m +

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)rl,m+

+

√
2(l + 1)

3l
C(l, 2, l − 2; m, 0)rl−2,m
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b) Innenprodukte zwischen vektoriellen Kugelfunktionen

< S1,0,Sl,m >=
1√

2l(l + 1)
{(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Yl−1,m − lC(l, 1, l + 1; m, 0)Yl+1,m}

< T1,0,Tl,m >=< S1,0, Sl,m >

< S1,0,Tl,m >=
im√

l(l + 1)

√
3

2
Yl,m < T1,0,Sl,m >= − < S1,0,Tl,m >

(A-91)

< S1,0,Sl,m > sl,m = cSS
lm10Ylm

cSS
lm10 :=

√
(l + 2)

2(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)sl+1,m −

√
(l − 1)

2l
C(l, 1, l − 1; m, 0)sl−1,m

< T1,0,Tl,m > tl,m = cTT
lm10Ylm

cTT
lm10 :=

√
(l + 2)

2(l + 1)
C(l, 1, l + 1; m, 0)tl+1,m −

√
(l − 1)

2l
C(l, 1, l − 1; m, 0)tl−1,m

< S1,0,Tl,m > tl,m = cTS
lm10Ylm cTS

lm10 :=
im√

l(l + 1)

√
3

2
tl,m

< T1,0,Sl,m > sl,m = cST
lm10Ylm cST

lm10 := − im√
l(l + 1)

√
3

2
sl,m
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< S2,0,Sl,m >=

√
2(l + 1)

3l
C(l, 2, l − 2; m, 0)Yl−2,m +

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)Yl,m−

−
√

2l

3(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Yl+2,m

< S2,0,Tl,m >=

√
5

2l(l + 1)
im {C(l, 1, l − 1; m, 0)Yl−1,m + C(l, 1, l + 1; m, 0)Yl+1,m}

(A-93)

< S2,0,Sl,m > sl,m = cSS
lm20Ylm

cSS
lm20 :=

√
2(l + 3)

3(l + 2)
C(l, 2, l + 2; m, 0)sl+2,m +

√
3

2l(l + 1)
C(l, 2, l; m, 0)sl,m−

−
√

2(l − 2)

3(l − 1)
C(l, 2, l − 2; m, 0)sl−2,m

< S2,0, Tl,m > tl,m = cTS
lm20Ylm

cTS
lm20 :=

√
5

2(l + 1)(l + 2)
imC(l, 1, l + 1; m, 0)tl+1,m +

√
5

2l(l − 1)
imC(l, 1, l − 1; m, 0)tl−1,m

(A-94)

c) Äußere Produkte zwischen vektoriellen Kugelfunktionen

S1,0 × Sl,m = −im

√
3

2l(l + 1)
Rlm

S1,0 × Tl,m =
1√

2l(l + 1)
{(l + 1)C(l, 1, l − 1; m, 0)Rl−1,m − lC(l, 1, l + 1; m, 0)Rl+1,m}

(A-95)

A–3 Tensorielle Kugelfunktionen

a) Antisymmetrische tensorielle Kugelfunktionen:

TR
l,m := Ylm(eΛ ⊗ eΦ − eΦ ⊗ eΛ)/

√
2

TS
l,m := (Tlm ⊗ eR − eR ⊗ Tl,m)/

√
2

TT
l,m := (eR ⊗ Slm − Slm ⊗ eR)/

√
2

(A-96)

b) Symmetrische tensorielle Kugelfunktionen

TL0
lm := Ylm eR ⊗ eR

TT0
lm := Ylm(eΦ ⊗ eΦ + eΛ ⊗ eΛ)/

√
2

TE1
lm := (eR ⊗ Slm + Slm ⊗ eR)/

√
2

TB1
lm := (Tlm ⊗ eR + eR ⊗ Tlm)/

√
2

(A-97)
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TE2
lm :=

[
(eΦ ⊗ eΦ − eΛ ⊗ eΛ)(∂2

Φ + tanΦ ∂Φ − 1

cos2 Φ
∂2
Λ)Ylm

+2(eΛ ⊗ eΦ + eΦ ⊗ eΛ)∂Φ

(
1

cosΦ
∂ΛYlm

)]
/
√

2(l − 1)l(l + 1)(l + 2)

=
1

cosΦ
[2im eΦ ⊗ Tlm − 2im eΛ ⊗ Slm − 2 sinΦ eΦ ⊗ Slm−

−2 sinΦ eΛ ⊗ Tlm +

√
2

3

√
l(l + 1)Ylm (eΦ ⊗ S1,0 + eΛ ⊗ T1,0)

]
/
√

2(l − 1)(l + 2)

=
1√

2 cosΦ

{
im
√

(l + 2)(l − 1)

l(l + 1)
[eΦ ⊗ Tlm − eΛ ⊗ Slm] −

−
√

(l + 1)(l + 2)√
3l

C(l, 1, l − 1; m, 0) [eΦ ⊗ Sl−1,m + eΛ ⊗ Tl−1,m] +

+

√
l(l − 1)√
3(l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0) [eΦ ⊗ Sl+1,m + eΛ ⊗ Tl+1,m]

}

(A-98)

TB2
lm :=

[
2(eΦ ⊗ eΦ − eΛ ⊗ eΛ)∂Φ

(
1

cosΦ
∂ΛYlm

)

−(eΛ ⊗ eΦ + eΦ ⊗ eΛ)(∂2
Φ + tanΦ∂Φ − 1

cos2 Φ
∂2
Λ)Ylm

]
/
√

2(l − 1)l(l + 1)(l + 2)

=
1

cosΦ
[−2im eΦ ⊗ Slm − 2im eΛ ⊗ Tlm − 2 sinΦ eΦ ⊗ Tlm−

+2 sinΦ eΛ ⊗ Slm +

√
2

3

√
l(l + 1)Ylm (eΦ ⊗ T1,0 − eΛ ⊗ S1,0)

]
/
√

2(l − 1)(l + 2)

=
1√

2 cosΦ

{
− im

√
(l + 2)(l − 1)

l(l + 1)
[eΦ ⊗ Slm + eΛ ⊗ Tlm] −

−
√

(l + 1)(l + 2)√
3l

C(l, 1, l − 1; m, 0) [eΦ ⊗ Tl−1,m − eΛ ⊗ Sl−1,m]+

+

√
l(l − 1)√
3(l + 1)

C(l, 1, l + 1; m, 0) [eΦ ⊗ Tl+1,m − eΛ ⊗ Sl+1,m]

}

(A-99)

c) Darstellung des Gradienten eines Vektorfeldes in tensoriellen Kugelfunktionen:

grad (rl,mRlm + sl,mSlm + tl,mTlm) =

√
l(l + 1)/2

tl,m
R

TR
lm − 1√

2
(
dtl,m
dR

+
tl,m
R

)TS
lm +

1√
2
(
√

l(l + 1)
rl,m

R
+

dsl,m

dR
+

sl,m

R
)TT

lm+

+
drl,m

dR
TL0

lm +
1

R
(
√

2rl,m +
√

l(l + 1)/2 sl,m)TT0
lm−

− 1√
2
(
√

l(l + 1)
rl,m

R
− dsl,m

dR
+

sl,m

R
)TE1

lm −
√

(l − 1)(l + 2)/2
sl,m

R
TE2

lm+

+
1√
2
(
dtl,m
dR

− tl,m
R

)TB1
lm −

√
(l − 1)(l + 2)/2

tl,m
R

TB2
lm
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d) Verjüngungen des Verzerrungs-Tensors in vektoriellen Kugelfunktionen

E =
1

2
( GRAD u + GRADT u) =

1

2
(UK|L + UL|K)GK ⊗ GL =

=
∂UR

∂R
eR ⊗ eR +

1

R
(
∂UΦ

∂Φ
+ UR)eΦ ⊗ eΦ +

1

R
(

1

cosΦ

∂UΛ

∂Λ
+ UR − tan ΦUΦ)eΛ ⊗ eΛ+

+
1

2
(
1

R

∂UR

∂Φ
+

∂UΦ

∂R
− UΦ

R
)(eR ⊗ eΦ + eΦ ⊗ eR)+

+
1

2
(

1

R cosΦ

∂UR

∂Λ
+

∂UΛ

∂R
− UΛ

R
)(eR ⊗ eΛ + eΛ ⊗ eR)+

+
1

2R
(

1

cosΦ

∂UΦ

∂Λ
+

∂UΛ

∂Φ
+ tan ΦUΛ)(eΛ ⊗ eΦ + eΦ ⊗ eΛ)

(A-101)

Für die Verjüngung E.eR gilt

E.eR =
drl,m

dR
Rlm +

1

2

[
(
1

R
rlm +

dsl,m

dR
− 1

R
sl,m)Slm + (

dtl,m

dR
− 1

R
tl,m)Tlm

]
(A-102)

(Zum Beweis wendet man (A-101) auf eR an und benutzt (A-39) sowie die Definition der vektoriellen Kugel-
funktionen (A-29).

e) Überschiebungen der tensoriellen Kugelfunktionen mit N bzw. S2,0

TL0
lm.N = Rl,m = R̄l,m +

√
2

15
e2Yl,mS2,0

TT0
lm.N = − e2

√
15

Yl,mS2,0

TE1
lm .N =

1√
2

{
S̄l,m − 2

√
2

15
e2 < Sl,m,S2,0 > eR

}

TB1
lm .N =

1√
2

{
T̄l,m − 2

√
2

15
e2 < Tl,m,S2,0 > eR

}

(A-103)

TE2
lm .S2,0 =

√
5

2

{
2
√

(l + 1)(l − 2)(l + 2)

(l − 1)
√

15l
C(l, 2, l − 2; m, 0)Sl−2,m+

+
9
√

(l − 1)(l + 2)√
15 l(l + 1)

C(l, 2, l; m, 0)Slm − 2
√

l(l − 1)(l + 3)

(l + 2)
√

15(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Sl+2,m−

−im
(l − 3)

√
l + 2

l(l − 1)
√

l + 1
C(l, 1, l − 1; m, 0)Tl−1,m − im

(l + 4)
√

l − 1

(l + 1)(l + 2)
√

l
C(l, 1, l + 1; m, 0)Tl+1,m

}

(A-104)

TB2
lm .S2,0 =

√
5

2

{
2
√

(l + 1)(l − 2)(l + 2)

(l − 1)
√

15l
C(l, 2, l − 2; m, 0)Tl−2,m+

+
9
√

(l − 1)(l + 2)√
15 l(l + 1)

C(l, 2, l; m, 0)Tlm − 2
√

l(l − 1)(l + 3)

(l + 2)
√

15(l + 1)
C(l, 2, l + 2; m, 0)Tl+2,m+

+im
(l − 3)

√
l + 2

l(l − 1)
√

l + 1
C(l, 1, l − 1; m, 0)Sl−1,m + im

(l + 4)
√

l − 1

(l + 1)(l + 2)
√

l
C(l, 1, l + 1; m, 0)Sl+1,m

}
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A–4 Darstellung geometrischer Elemente des Rotationsellipsoids mit Hilfe von
Kugelfunktionen

Im folgenden bezeichnen wir mit

a - die große Halbachse des Ellipsoids
b - die kleine Halbachse des Ellipsoids

e2 - die 1. numerische Exzentrizität des Ellipsoids
Λ, Φ - geozentrische Länge und Breite auf dem Ellipsoid

Wir vernachlässigen Terme der Ordnung e4.

Definition des “mittleren Radius“ R̄ des Ellipsoids:

R̄ :=
1

4π

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2

R(Φ) cosΦ dΦdΛ =
b

2e
ln(

1 + e

1 − e
) ≈ b(1 +

e2

3
) ≈ a(1 − e2

6
) (A-106)

Abstand R(Φ) der Ellipsoidfläche von ihrem Ursprung

R(Φ) ≈ R̄(1 − e2

3
√

5
Y2,0) (A-107)

Normalenvektor in vektoriellen Kugelfunktionen:

n ≈ R0,0 −
√

2

15
e2S2,0 (A-108)

Beweis:
Sei x(Λ, Φ) = R(Φ)eR der Ortsvektor des Ellipsoides. Dann folgt

n =
∂x
∂Λ × ∂x

∂Φ∣∣ ∂x
∂Λ × ∂x

∂Φ

∣∣ =
ReR − ∂r

∂ΦeΦ√
R2 +

(
∂R
∂Φ

)2 ≈
(1 − e2

3
√

5
Y2,0)eR + e2

3
√

5

∂Y2,0

∂Φ eΦ
√

(1 − e2

3
√

5
Y2,0)2

≈ R0,0 −
√

2

15
e2S2,0.

Flächenelement in geozentrischer Länge und Breite Λ, Φ:

d2X = a2 cosΦ(1 − e2 sin2 Φ)dΦdΛ

= a2 cosΦ

(
1 − e2(

2

3
√

5
Y2,0 +

1

3
Y0,0)

)
dΦdΛ ≈ R̄2 cosΦ(1 − 2e2

3
√

5
Y2,0)dΦdΛ

(A-109)
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B Euler’sche und Lagrange’sche Störungen der gravitativen Feld-
größen

Wir skizzieren hier Beweise für die Formeln (2-201), (2-204) aus Abschnitt 2. Wir benutzen dazu stetig diffe-
renzierbare Regularisierungen der Integralkerne sowie die folgenden Sätze aus der Analysis:

Lemma B-1 (Vertauschbarkeit von Ableitung und Integration):

Es seien die Funktionen f(xi, tj),
∂f

∂tk
(xi, tj), i ∈ {1, 2, ..., n}, j, k ∈ {1, 2, ..., m} im Definitionsbereich G1(x)×

G2(t) in allen Argumenten stetig. Dann gilt

∂

∂tk

∫

G1(x)

f(xi, tj)dnx =

∫

G1(x)

∂f

∂tk
f(xi, tj)dnx,

i.e. Integration und Differentiation dürfen vertauscht werden.

Lemma B-2 (Vertauschbarkeit von Limes und Ableitung):

Sei Fk(ti) eine Funktionenfolge, die ebenso wie die Folge der Ableitungen
∂Fk

∂tj
(ti) im Definitionsbereich G(t)

gleichmäßig konvergiere:

lim
k→∞

Fk(ti) = F (ti), lim
k→∞

∂Fk

∂tj
(ti) = fj(t

i)

Dann existiert
∂F

∂tj
(ti) ∀t ∈ G(t) und es gilt

lim
k→∞

∂Fk

∂tj
(ti) = fj(t

i) =
∂F

∂tj
(ti) =

∂

∂tj
lim

k→∞
Fk(ti),

i.e. Limesbildung und Differentiation dürfen vertauscht werden.

Zum Beweis des Lemmas (sogar unter schwächeren Voraussetzungen) siehe H. Heuser (1982) p. 552.

Wir definieren folgenden regularisierenden Kern:

g(δ)(xP ,xQ) =






xQ − xP

2δ3
(5 − 3

|xP − xQ|2
δ2

) für |xP − xQ| ≤ δ

xQ − xP

|xP − xQ|3 für |xP − xQ| > δ

Da der Kern nur von der Differenz dPQ := xQ − xP abhängig ist, schreiben wir auch g(δ)(dPQ). Der Gradient
von g(δ)(dPQ) lautet

grad(dPQ) g(δ)(dPQ) =






I

2δ3
(5 − 3

|dPQ|2
δ2

) − 3

δ5
dPQ ⊗ dPQ für |dPQ| ≤ δ

I

|dPQ|3 − 3

|dPQ|5
dPQ ⊗ dPQ für |dPQ| > δ.

Offensichtlich ist grad(dPQ) g(δ)(dPQ) ebenso wie g(δ)(dPQ) selbst überall stetig, insbesondere an der Stelle
|dPQ| = δ.

Betrachten wir zunächst die Formel (2-201) für die Anomalien. Wir bilden die folgende Argumentationskette:

D

Dt
fG(xP (t))|t0 · ∆t =

D

Dt
{g
∫

R3

̺(xQ(t))
xQ(t) − xP (t)

|xQ(t) − xP (t)|3 d3xQ}|t0 · ∆t

=
D

Dt
{ lim

δ→0
g

∫

R3

̺(xQ(t))g(δ)(dPQ(t))d3xQ}|t0 · ∆t

= g lim
δ→0

{ D

Dt

∫

R3

̺(xQ(t))g(δ)(dPQ(t))d3xQ|t0} · ∆t

= g lim
δ→0

{
∫

R3 ̺(xQ(t))
d

dt
g(δ)(dPQ(t))d3xQ|t0} · ∆t

≈ g lim
δ→0

{
∫

R3 ̺(XQ) graddg
(δ)|dP Q(t0).(uQ − uP )d3XQ
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Das erste Gleichheitszeichen folgt aus der Definition von fG, das zweite aus der schwachen Singularität des
Integralkerns (xQ − xP )/|xQ − xP |3, das dritte aus Lemma 2, das vierte aus dem Transport-Theorem und
Lemma 1, das fünfte aus der Kettenregel und der Approximation d

dtdPQ ·∆t ≈ uQ−uP . Streng genommen muß
die Argumentationskette von hinten her beschritten werden, da für das Lemma 2 die gleichmäßige Konvergenz
der Integrale
∫

R3 ̺(xQ(t))g(δ)(dPQ(t))d3xQ,
D

Dt

∫

R3

̺(xQ(t))g(δ)(dPQ(t))d3xQ

benötigt wird.
Wir berechnen den Grenzwert des letzten Ausdrucks der Gleichungskette:

graddg
(δ).(uQ − uP ) =






uQ − uP

2δ3
(5 − 3

|dPQ|2
δ2

) − 3

δ5
dPQ < dPQ,uQ − uP >

für |dPQ| ≤ δ

uQ − uP

|dPQ|3 − 3 < dPQ,uQ − uP >

|dPQ|5 dPQ

für |dPQ| > δ.

Das Integral muß in die zwei Bereiche |dPQ| < δ, |dPQ| > δ unterteilt werden. Zur Integration über das erste
Gebiet führen wir ein Polarkoordinatensystem mit Ursprung in XP ein: |dPQ| =: r, d3XQ = r2dσ dr (wobei dσ
das Flächenelement der Einheitskugel bezeichnet). Für genügend glattes ̺(XQ) folgt mit Hilfe der Bedingung

|uQ − uP | ≤ Emax|dPQ|
die Abschätzung

g lim
δ→0

∣∣∣∣∣
∫

r<δ

̺(XQ, t0)

[
uQ − uP

2δ3
(5 − 3

r2

δ2
) − 3

δ5
dPQ < dPQ,uQ − uP >

]
r2drdσ

∣∣∣∣∣

≤ g|̺(XP , t0)| lim
δ→0

∫

r<δ

[ |uQ − uP |
2δ3

(5 − 3
r2

δ2
) +

3

δ5
r2|uQ − uP |

]
r2drdσ

≤ g|̺(XP , t0)| lim
δ→0

∫

r<δ

Emax

[
r3

2δ3
(5 − 3

r2

δ2
) +

3r5

δ5

]
drdσ

= 4πgEmax|̺(XP , t0)| lim
δ→0

δ∫

0

[
5r3

2δ3
+

3r5

2δ5

]
dr = 0.

Wegen der schwachen Singularität des Integralkerns ist damit Formel (2-201) bewiesen.
Nun wenden wir denselben Formalismus auf die Schwerestörungen an. Der Gradient des regularisierenden Kernes
bezüglich dem Argument d gleicht demjenigen bezüglich des Argumentes xQ:

gradQ g(δ)(xP ,xQ) =






I

2δ3
(5 − 3

|(xQ − xP )|2
δ2

) − 3

δ5
(xQ − xP ) ⊗ (xQ − xP )

für |(xQ − xP )| ≤ δ

I

|(xQ − xP )|3 − 3

|(xQ − xP )|5 (xQ − xP ) ⊗ (xQ − xP )

für |(xQ − xP )| > δ.

Wir benutzen dieselbe Argumentationskette wie vorhin. Für das innere Integrationsgebiet mit |(xQ − xP )| ≤ δ
gilt nun aber (mit demselben Kugelkoordinatensystem wie vorher und genügend glattem u, ̺)

g lim
δ→0

∫

r<δ

̺(XQ, t0) < gradQ g(δ)(xP ,XQ),uQ > d3XQ

= g̺(xP , t0) lim
δ→0

<
δ∫

0

∫∫
σ

[
I

2δ3
(5 − 3

r2

δ2
) − 3r2

δ5
er(XQ) ⊗ er(XQ)

]
dσQr2dr,uP >

= 4πg̺(xP , t0) < lim
δ→0

δ∫

0

[
I

2δ3
(5r2 − 3

r4

δ2
) − I

r4

δ5

]
dr,uP >

(denn
∫∫
σ

er(XQ) ⊗ er(XQ)dσQ =
4π

3
I )

=
4π

3
g̺(xP , t0)uP .
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Damit ist Formel (2-204) bewiesen. Zu beachten ist, daß der Grenzwertprozess in der Weise vollzogen wurde,
daß das Integrationsgebiet durch Kugeln um den Aufpunkt mit immer kleiner werdendem Radius unterteilt
wurde.

Wir geben noch alternative Beweisskizzen von (2-203), (2-204), (2-200) und (2-201) an.
Das Störpotential kann als Newtonintegral über die Dichtestörung in linearer Näherung gemäß (2-148) appro-
ximiert werden:

δv(xP ) ≈ −g lim
δ→0

∫

R3\Kδ

DIVQ(̺0(XQ)uQ)

|xP − XQ| d3XQ

= −g lim
δ→0

∫

R3\Kδ

DIVQ

{
(̺0(XQ)uQ)

|xP − XQ|

}
d3XQ+

+g lim
δ→0

∫
R3\Kδ < ̺0(XQ)uQ, GRADQ

{
1

|xP − XQ|

}
> d3XQ

Wenden wir auf den ersten Summanden den Gauß’schen Satz an, so verschwinden die beiden entstehenden
Flächenintegrale, denn außerhalb der Erde verschwindet die Dichte, und

lim
δ→0

∫

Kδ

̺0(XQ)

|xP − XQ|
< uQ,N > d2XQ = 0.

Wir erhalten daher

δv(xP ) ≈ g

∫

R3

̺0(XQ)
< uQ,xP − XQ >

|xP − XQ|3 d3XQ

wie vorher. Die entsprechende Umformung läßt sich auch für die Schwerestörung durchführen. Auch hier wird
der Gauß’sche Satz angewandt, wobei in diesem Fall aber das Flächenintegral nicht verschwindet: wegen der
starken Singularität des Integralkernes wird eine Kugel Kδ um den Aufpunkt mit Radius δ vom Integrations-
gebiet ausgeschlossen; N ist die äußere Normale dieser Kugel. Beim Grenzübergang δ → 0 ergibt sich aus dem
Flächenintegral ein integralfreier Term:

grad δv(xP ) ≈ −g
∫

R3

DIVQ(̺0(XQ)uQ)(XQ − xP )

|xP − XQ|3 d3XQ

= −g
∫

R3

DIVQ

{
(XQ − xP )

|xP − XQ|3
⊗ ̺0uQ

}
d3XQ + g

∫

R3

GRADQ

{
(XQ − xP )

|xP − XQ|3
}

.̺0uQd3XQ

= lim
δ→0

{
g
∫

Kδ

(XQ − xP )

|xP − XQ|3 < ̺0uQ,N > d2XQ +

+ g
∫

R3\Kδ

{
I

|xP − XQ|3
− 3

(XQ − xP ) ⊗ (XQ − xP )

|xP − XQ|5
}

.̺0uQd3XQ

}

=
4πg̺(xP )uP

3
+ g

∫

R3

̺0(XQ)

{
uQ

|xP − XQ|3 − 3
(XQ − xP ) < (XQ − xP ),uQ >

|xP − XQ|5
}

d3XQ

wie vorher; das letzte Integral muß wieder als Cauchy-Hauptwert behandelt werden.
Gemäß (2-85) gilt in linearer Approximation

∆v(XP ) ≈ δv(XP )+ < grad v(XP , t0),uP >

Nun ist

< grad v(XP , t0),uP > ≈ g
∫

R3

̺0(XQ)
< XQ − XP ,uP >

|XP − XQ|3
d3XQ

und mit (2-203) folgt (2-200). Analog dazu wird

∆fG(XP ) ≈ δfG(XP )+ < grad fG(XP , t0),uP >
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und mit
< grad fG(XP , t0),uP >=

(siehe z.B. E. Martensen 1968, S.122, das Integral ist als Cauchy- Hauptwert zu verstehen)

=< g
∫

R3

̺0(XQ) grad grad
1

|XP − XQ|
d3XQ − 4πg

3
̺0(XP )I,uP >=

=< g
∫

R3

̺0(XQ)

{ −I

|XP − XQ|3 + 3
(XQ − XP ) ⊗ (XQ − XP )

|XP − XQ|5
}

d3XQ,uP > −4πg

3
̺0(XP )uP

folgt (2-201).

Weiter beweisen wir die Differentialgleichung (2-208) für die Anomalie ∆v. Wegen ∆v = ∆vL(XK , t) =
vL(XK , t) − vL(XK , t0) wird

div grad ∆v ≈ DIV GRAD ∆v = DIV GRAD vL(XK , t) − DIV GRAD vL(XK , t0)

= DIV GRAD vL(XK , t) + 4πg̺L(XK , t0) ≈ (siehe (2-95))

≈ div grad v(xP , t) + (2v|KMUM
|L + v|MUM

|KL)GKL + 4πg̺0(XP )

= −4πg̺(xP ) + (2v|KMUM
|L + v|MUM

|KL)GKL + 4πg̺0(XP )

= −4πg∆̺ + (2v|KMUM
|L + v|MUM

|KL)GKL.

Dasselbe Ergebnis erhält man, wenn der Laplace-Operator auf

∆v(XP ) ≈ δv(XP )+ < grad v(XP , t0),uP >

angewandt wird.

Formel (2-209) folgt für die Störungen aus der Definition, für die Anomalien mit Hilfe von (2-91) aus

div ∆fG ≈ DIV fLG(XK , t) − DIV fLG(XK , t0)

≈ div fLG(XK , t) + FL
|KUK

|L + 4πg̺0(XP ) = −4πg∆̺(XP ) + FL
|KUK

|L,

Formel (2-210) in entsprechender Weise mit Hilfe von (2-97).

C Rechenregeln für die Laplace-Transformation

Definition:
Die Laplace-Transformierte L[f(t)] einer Funktion f(t) ist durch

L[f(t)] := f̃(s) :=

∞∫

0

f(t) exp(−st)dt (C-1)

definiert.

Rechenregeln:

L{
t∫

0

f(t − t′)g(t′)dt′} = f̃(s)g̃(s) (C-2)

L{∂f(t)

∂t
} = sf̃(s) − f(0) (C-3)

L{H(t − t0)} =
1

s
exp(−st0)

L{exp(at)} =
1

s − a

L{t exp(at)} =
1

(s − a)2

(C-4)

183



D Rechenregeln für Euler’sche und Lagrange’sche Inkremente

LemmaD-1 (Rechenregeln für Inkremente von Feldgrößen):
Seien F, H skalare Feldgrößen. Es gelten die Rechenregeln

1.) δ(F · H) = HE(xk, t)δF + F E(xk, t)δH − δF δH
= HE(xk, t0)δF + F E(xk, t0)δH + δF δH

∆(F · H) = HL(XK , t)∆F + FL(XK , t)∆H − ∆F ∆H
= HL(XK , t0)∆F + FL(XK , t0)∆H + ∆F ∆H

2.) ∆F = δF + F E(xk, t0) − F E(δk
KXK , t0)

δF = ∆F + FL(XK , t0) − FL(δK
k xk, t0)

3.) (δF ),k = δ(F,k ) (∆F ),K = ∆(F,K )

(D-1)

4.) (δF ),K = ∆(FL,K ) + FL,K (XL, t0) − FL,M (δL
l xl, t0)δ

M
k xk,K

δ(F,K ) = ∆(FL,K ) + FL,K (XL, t0) − FL,K (δL
l xl, t0)

=⇒ (δF ),K = δ(FL,K ) − FL,M (δL
l xl, t0)δ

M
k ∆xk,K

(∆F ),k = δ(F E ,k ) + F E ,k (xl, t0) − F E ,m (δl
LXL, t0)δ

m
KXK ,k

∆(F E ,k ) = δ(F E ,k ) + F E ,k (xl, t0) − F E ,k (δl
LXL, t0)

=⇒ (∆F ),k = ∆(F E
k ) − F E ,m (δl

LXL, t0)δ
m
KδXK ,k

Sei V(t) ein materielles Volumen, σ(p(t),xQ(t), t) eine Zweipunkt-Kernfunktion; p(t) sei ein Ortsvektor zu einem
materiellen Punkt. Das Volumen des Grundzustandes wird mit V0 := V(t0) abgekürzt. Die Feldgröße F (p(t), t)
sei definiert als F (p(t), t) =

∫
V(t)

σ(p(t),xQ, t)d3xQ. Dann gilt

5.) ∆F = F (p(t), t) − F (P, t0)

=
∫

V(t)

σ(p(t),xQ, t)d3xQ −
∫

V0

σ(P,XQ, t0)d
3XQ

=
∫

V(t)

∆PQσ d3xQ +
∫

V0

σ(P,XQ, t0)

(√
det g

det G
|Q · j|Q − 1

)
d3XQ

=
∫

V0

∆PQ σ d3XQ +
∫

V0

σ(p(t),xQ(XQ, t), t)

(√
det g

detG
· j − 1

)

Q

d3XQ

δF = F (p, t) − F (p, t0)

=
∫

V(t)

σ(p,xQ, t)d3xQ −
∫

V0

σ(p,XQ, t0)d
3XQ

=
∫

V(t)

∆Qσ d3xQ +
∫

V0

σ(p,XQ, t0)

(√
det g

detG
|Q · j|Q − 1

)
d3XQ

=
∫

V0

∆Q σ d3XQ +
∫

V0

σ(p,xQ(XQ, t), t)

(√
det g

detG
· j − 1

)

Q

d3XQ

(D-2)

wobei die Abkürzungen ∆PQσ := σ(p(t),xQ(XQ, t), t)−σ(P,XQ, t0) und ∆Qσ := σ(p,xQ(XQ, t), t)−σ(p,XQ, t0)
benutzt wurden; das ∆ soll sich also im ersten Fall auf beide Argumente, im zweiten nur auf den Integrations-
punkt beziehen.

Die meisten dieser Rechenregeln ergeben sich direkt aus den Definitionen. Bei 2.) haben wir F E(xk, t0) =
FL(δK

k xk, t0) und FL(XK , t0) = F E(δk
KXK , t0) benutzt. Für den Beweis zu 5.) wurde noch die Beziehung (2-

64) zwischen dem verzerrten und dem unverzerrten Volumenelement (Abschnitt 2-23) verwendet.
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Vening Meinesz, F.A. (1931): Une nouvelle méthode pour la réduction isostatique régionale de l’intensité de la
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Vening Meinesz, F.A. (1939): Tables fondamentales pour la réduction isostatique régionale. Bull. Géod. No. 63
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The story was told of a sultan who awoke in the middle of the night and summoned his wizzard. “Wizzard,” he
said, “my sleep is troubled. Tell me: What is holding up the earth?” “Majesty,” the wizzard replied, “the earth
rests on the back of a giant elephant.” The sultan was satisfied and went back to sleep. But then he awoke in
a cold sweat and summoned the wizzard again. “Wizzard,” he said, “what is holding up the elephant?” The
wizzard looked at him and said: “The elephant stands on the back of a giant turtle. And you can stop right
there, Majesty. It’s turtles all the way down.”

(anonym)

... es schien mir auf gewisse Weise richtig, dass die Vernunft von allem die Ursache ist, und ich gedachte, wenn
sich dies so verhält, so werde die ordnende Vernunft auch alles ordnen und jegliches stellen, so wie es sich am
besten befindet. ... Dieses nun bedenkend freute ich mich, dass ich glauben konnte, über die Ursache der Dinge
einen Lehrer an dem Anaxagoras gefunden zu haben, ... der mir nun auch sagen werde, zuerst ob die Erde
flach ist oder rund, und wenn er es mir gesagt, mir dann auch die Notwendigkeit der Sache und ihre Ursache
dazu erklären werde, indem er auf das bessere zurückginge, und mir zeigte, dass es ihr besser wäre, so zu sein.
Und wenn er behauptete, sie stände in der Mitte, werde er mir dabei erklären, dass es ihr besser wäre, in der
Mitte zu stehen ... Ebenso war ich entschlossen mich nach der Sonne gleichermaßen zu erkundigen, und dem
Monde und den übrigen Gestirnenwegen ihrer verhältnismäßigen Geschwindigkeit und ihrer Umwälzungen und
was ihnen sonst begegnet, woher es doch jedem besser ist, das zu verrichten und zu erleiden, was er erleidet.
Denn ich glaubte ja nicht, nachdem er einmal behauptet, alles sei von der Vernunft geordnet, dass er irgend
einen anderen Grund mit hineinziehen werde, als dass es das Beste sei, dass sie sich so verhalten wie sie sich
verhalten; und also glaubte ich, indem er für jedes einzelne und alles insgemein den Grund nachwiese, werde er
das Beste eines jeglichen darstellen, und das für alles insgesamt Gute ... Und von dieser wunderbaren Hoffnung,
o Freund, fiel ich ganz herunter, als ich fortschritt und las, und sah, wie der Mann mit der Vernunft gar nichts
anfängt, und auch sonst gar nicht Gründe anführt, die sich beziehen auf das Anordnen der Dinge, dagegen aber
allerlei Luft und Aether und Wasser vorschiebt und sonst vieles zum Teil wunderliche...

Platon (aus: Phaidon)

Wahre Worte sind nicht schön
schöne Worte sind nicht wahr

dem Guten fehlt die glatte Zunge
Glattzüngige sind nicht gut
Wissende sind nicht gelehrt

Gelehrte sind nicht wissend ...

Lao-tse (aus: Tao-te-king)

Das Wasser im Gefäß glitzert,
das Wasser der See ist dunkel.

Die kleine Wahrheit hat klare Worte,
die große Wahrheit hat großes Schweigen.

Tagore
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