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Zusammenfassung

Die kontinuumsmechanischen Elemente, welche zur Beschreibung der Deformation des Erdkorpers sowie dessen
Rotationsverhalten dienen, werden ausfiihrlich dargestellt. Insbesondere werden die verschiedenen Formulierun-
gen der Impuls- und Drehimpulsbilanz verglichen und die alternativen Definitionen eines korperfesten Systems
vorgestellt. Einen weiteren Schwerpunkt bildet die Darstellung des inkrementellen Gravitationsfeldes aufgrund
von Deformationen, insbesondere dessen Glattheitseigenschaften. Das Verschiebungsfeld, das inkrementelle Po-
tential, die Randspannungen und weitere Feldgroflen werden in skalaren und vektoriellen Kugelfunktionen ent-
wickelt.

Ublicherweise wird in den Gleichungen fiir die Auflastrelaxation eines viskoelastischen Erdmodells die Abplat-
tung der Erde vernachlissigt. Ahnliches gilt fiir die aus der Drehimpulsbilanz abgeleiteten Gleichungen der
Polbewegung bzw. Polwanderung: Zwar wird die Differenz der Haupttriagheitsmomente des Referenzzustandes
beriicksichtigt, die inkrementellen Tragheitsmomente werden jedoch aus dem Verschiebungsfeld eines sphéri-
schen Erdmodells abgeleitet. Zudem findet von den inkrementellen Tragheitskréften nur die Zentrifugalkraft
Beachtung. Ein weiteres Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Auswirkung der vernachléssigten Terme auf den
Winkelgeschwindigkeitsvektor einer homogen geschichteten, sphéroidischen, viskoelastischen, inkompressiblen
rotierenden Erde unter dem Einfluss einer Oberflichenlast abzuleiten. Mit Hilfe des bekannten Korrespondenz-
Prinzips werden die Gleichungen der Impuls- bzw. Drehimpulsbilanz in den Laplace-Bereich transformiert.
Wihrend die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen in vektoriellen bzw. skalaren Kugelfunktionen nur
durch die Tragheitskréifte gestort wird, findet die Abplattung in den Randgleichungen ihren Niederschlag, welche
unter anderem die Komponenten der von der Auflast erzeugten Randspannung enthalten. Die unbekannten Ko-
effizienten der allgemeinen Losungen der quasistatischen Bewegungsgleichungen werden durch Propagation der
Randbedingungen im Laplace-Bereich ermittelt und durch eine Partialbruchzerlegung als einfache Pole darge-
stellt. Mit Hilfe der so bestimmten Love- und Auflastzahlen, die noch vom Laplace- Parameter s abhidngen, wird
die Drehimpulsbilanz geltst. Es werden Verhéltniszahlen der Polbewegung bzw. Polwanderung fiir den Fall einer
Heaviside-Anregung sowie fiir eine periodische Anregung berechnet. Es wird gezeigt, dass sich die “sphérische
Losung” von der hier abgeleiteten nur durch Terme hoherer Ordnung in der Abplattung unterscheidet.
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1. Einleitung: Isostasie, Auflastdeformation und Polwanderung

1-1 Isostasie

Da es eine Aufgabe der Geodaisie ist, die Figur der Erde zu bestimmen, muss sie sich notwendigerweise auch mit
den Wirkungsmechanismen und Prozessen beschéftigen, welche diese Figur wesentlich prégen oder beeinflussen.
Zum einen erleichtern geophysikalische Modelle héufig die Auswertung oder zumindest die Interpolation und
Interpretation von Messergebnissen. Zum anderen obliegt es hdufig den Geodéten, diese Modelle durch geeig-
nete Messexperimente zu falsifizieren; in diesem Fall ist ein solides Versténdnis des geophysikalischen Modells
die Voraussetzung fiir eine effektive Anlage von Messkampagnen bzw. Beobachtungsnetzen. Ein Musterbeispiel
fir die Wechselwirkung zwischen Geodésie und Geophysik ist das Prinzip der Isostasie, also des Gleichge-
wichts bzw. Schwimmgleichgewichts der oberflichennahen Schichten des Erdkérpers (griechisch: tocoordotos
bedeutet “gleich schwer”). Einerseits liegt dieses Prinzip der topographisch-isostatischen Reduktion der Schwe-
re zugrunde, welche hiufig im Zusammenhang mit dem geodétischen Randwertproblem angewandt wird, um
die Beobachtungsdaten zu glitten; das geophysikalische Modell ist also bei der Auswertung von Nutzen. Ande-
rerseits entstand die Hypothese der Isostasie aus einem Zusammenspiel von geodétischen Beobachtungen und
geophysikalischer Modellbildung. Wir skizzieren hier die wesentlichen Entwicklungsschritte der isostatischen Hy-
pothesen; ausfiihrliche Darstellungen finden sich beispielsweise in A.B. Watts (2001) oder in V. Bialas (1982).

Erste Ansétze in Richtung Isostasie entstanden bereits wihrend der Gradbogenmessungen in Peru und Lappland
in den Jahren 1735 bis 1744, bei denen die Abplattung der Erde an den Polen nachgewiesen werden konnte.
Anlass zu diesen Expeditionen gab die Hypothese I.Newtons, der in seinen Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica 1687 diese Abplattung aus theoretischen Uberlegungen gefolgert hatte. Die Grundlage fiir seine
Uberlegungen bildeten die von ihm entwickelte Gravitationstheorie und die Hypothese vom hydrostatischen
Gleichgewicht, die im weitesten Sinne bereits als eine isostatische Hypothese (wenn auch eine besonders ein-
schrinkende) aufgefasst werden kann. Dabei wird ein lokales Gleichgewicht von Gravitationskraft, Zentrifugal-
kraft und Flidchenkraft unter der Voraussetzung angenommen, dass zwischen benachbarten Volumenelementen
nur Flachenkrifte senkrecht zu ihrer gemeinsamen Grenzfliche wirken, also keine Scherkrifte vorhanden sind.
War Newton bei seinen Uberlegungen von einem homogenen Erdmodell ausgegangen, so wurde die Theorie der
hydrostatischen Gleichgewichtsfiguren bald auf Erdmodelle mit radiusabhéngiger Dichte erweitert. Der wohl
bedeutendste Beitrag in diese Richtung wurde von A.C. Clairaut 1743 erbracht, der eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir die Abplattung als Funktion des mittleren Radius der Flichen gleicher Dichte aufstellte.
Dieses einfache Modell liefert bereits ein erstaunlich gutes Ergebnis fiir die Abplattung der Erde. Der Schluss
liegt nahe, dass sich die Erde tatsdchlich in guter Naherung im hydrostatischen Gleichgewicht befindet. Z. Mar-
tinec, K. Pé¢ (1987) vertreten die Ansicht, dass die Hypothese des hydrostatischen Gleichgewichts auf 96-98 %
der Erdmassen zutrifft. Historische und technische Details beziiglich der hydrostatischen Gleichgewichtsfiguren
konnen etwa den Standardwerken von I. Todhunter 1873, S. Chandrasekhar 1969, Z. Kopal 1960 entnommen
werden.

Eine schwiichere Annahme als die des vollstdndigen hydrostatischen Gleichgewichts ist diejenige, dass die Li-
thosphére oder Teile davon sich im Archimedischen Schwimmgleichgewicht in einer z&hfliissigen Asthenosphére
befinden, so dass erst unterhalb eines gewissen Ausgleichsniveaus hydrostatisches Gleichgewicht herrscht. Dies
wird im engeren Sinne unter dem Begriff “Isostasie” verstanden. Damit das Gleichgewicht trotz der aufragenden
topographischen Massen Bestand hat, muss also eine Kompensation dieser Massen vorhanden sein. Anlésslich
der erwidhnten Gradbogenmessung in Peru wurde festgestellt, dass die Massenanziehung der Anden viel kleiner
ist als angesichts der sichtbaren topographischen Massen zu erwarten wire (W.A. Heiskanen, F.A. Vening Mei-
nesz 1958, S.126). R.J. Boscovich versuchte 1750 dieses Messergebnis zu deuten und verwendete dabei bereits
den Begriff der Kompensation. Die grundlegenden isostatischen Ideen wurden jedoch erst ein Jahrhundert spéter
entwickelt, nachdem ein dhnlicher Effekt anlésslich einer Gradbogenmessung in Indien beobachtet wurde. W.
Griininger 1990 beschreibt den historischen Ablauf folgendermaflen:

“In den Jahren 1800 bis 1870 fiihrten die Englénder in Indien eine Landesvermessung durch, die der Verwaltung
der damaligen britischen Kolonie dienen sollte. Zur Bestimmung des Bezugsellipsoids wurde eine Gradbogen-
messung entlang des 78°-Meridians, des ‘Great Arc of India’, zwischen Kalianpur an der Siidspitze Indiens und
Kaliana am Fufie des Himalaya-Massivs durchgefiihrt, an der George Everest (* 1790, 11866) mafigeblich beteiligt
war. Bei der Gegeniiberstellung der Ergebnisse aus Triangulation (Apr = 5°23/42”295) und astronomischen
Breitenbestimmungen (Apa = 5°23'37",058) stellte man eine Breitendifferenz von (Apr — Agpa) = 57,237
fest, worauf Everest zunéchst einen Fehler in der Messung der Basisstrecken vermutete (P.A. Dickey 1985 ).
Im Gegensatz dazu sah J.H. Pratt, Archidiakon in Kalkutta, den vermeintlichen Fehler in der gravitativen
Anziehung des Himalaya begriindet und berechnete 1855 die durch diese Gebirgsmassen verursachten Lotab-



weichungsstérungen fiir Kaliana (66, = 27”,853) und Kalianpur (6&; = 11”,968). Die daraus resultierende
Differenz (663 — 0&1) = 15”,885 war jedoch etwa dreimal so grofl wie der zuvor von Everest ermittelte Breiten-
unterschied (Apr —Ag4) aus geoditischen Beobachtungen. Aufgrund dieser Tatsache vermutete man unterhalb
des Gebirges ein Massendefizit, worauf fast gleichzeitig, jedoch unabhéingig voneinander zwei Hypothesen iiber
den Aufbau der Erdkruste entwickelt wurden:

e J.H. Pratt nahm 1854 an, dass die Massendichte der Kruste unterhalb der Gebirge geringer sei als im
Flachland und die Berge infolgedessen wie girender Teig entstehen (Teighypothese):

e G.B. Airy war 1855 der Auffassung dass das Krustenmaterial eine homogene Dichte aufweist, jedoch
unterhalb der Gebirge tiefer in den dichteren Erdmantel eintaucht. Die Gebirge schwimmen folglich im
“fliissigen” Erdmantel wie Eisberge im Wasser (Eisberghypothese).”

(soweit das Zitat von W.Grininger 1990). Der Begriff der Isostasie wurde von C.E. Dutton 1889 eingefiihrt.
Wir geben Duttons Definition hier verkiirzt wieder:

“If [laterally] heterogeneous, ... [the earth’s] normal figure would no longer be spheroidal. Where the light matter
was accumulated there would be a tendency to bulge, and where the denser matter existed there would be a
tendency to ... depress the surface. For this condition of equilibrium of figure, to which gravitation tends to
reduce a planetary body, irrespective of whether it be homogeneous or not, I propose the name isostasy.”

Die beiden grundlegenden isostatischen Ideen wurden spéiter von J.F. Hayford bzw. W.A. Heiskanen aufgegriffen
und mathematisch ausformuliert: Setzt man eine konstante Asthenosphérendichte voraus, so kann im Rahmen
der Teighypothese (Pratt-Hayford-Modell) bei festliegender Grenze zwischen Lithosphiire und Asthenosphére
die Massendichte der Lithosphére in Abhéngigkeit von der Hohe der Topographie bestimmt werden. Wéahlt
man dagegen eine konstante Massendichte der Lithosphiire, so kann auf der Basis der Eisberghypothese (Airy-
Heiskanen-Modell) die Tiefe der Grenzfliche zwischen Lithosphiire und Asthenosphére bestimmt werden.

Wihrend Grininger 1990 an dieser Stelle von “Kruste” und “Mantel” spricht, werden hiufig auch die Begriffe
“Lithosphére” und “Asthenosphére” benutzt. In der geophysikalischen Literatur wird die Abgrenzung zwischen
Kruste und Mantel hauptséichlich anhand der chemischen Zusammensetzung des Gesteins (Kruste eher sauer,
Mantel eher basisch), die Trennung in Lithosphéire und Asthenosphiire anhand der rheologischen Eigenschaf-
ten des Materials (Elastizitit, Viskositidt) vorgenommen. Die Grenzfliche zwischen Kruste und Mantel, die
Mohorovicic-Diskontinuitéit (kurz: Moho) genannt wird, liegt in einer Tiefe von 5-60 km. Dagegen reicht die
Grenzflache zwischen Lithosphére und Asthenosphére bis iiber 100 km unter die Erdoberfliche. Hauptséichlich
die Moho lisst sich wegen der relativ groBen Anderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit der seismischen Wellen
an dieser Schichtgrenze relativ genau bestimmen. In beiden isostatischen Modellen ist die Kompensationstiefe
ein frei zu wéhlender Parameter. In der geodétischen Literatur wird fiir diesen Parameter im Fall des Airy-
Heiskanen-Modells hiufig 30 km (also etwa die Tiefe der Moho), im Fall des Pratt-Hayford-Modells hiufig 100
km (also etwa die Tiefe der Lithosphére) als normale Ausgleichstiefe gew#hlt (vgl. z.B. W.A. Heiskanen, H.
Moritz 1967) — was zur Begriffsverwirrung in der Diskussion zwischen Geodiiten und Geophysikern beitrigt.

Beiden Hypothesen ist gemeinsam, dass eine lokale Kompensation vorausgesetzt wird, d.h. dass (im Fall der
Pratt-Hayford-Hypothese) die Dichte des Gebirges unter einer gewissen geographischen Linge und Breite bzw.
(im Falle der Airy-Hypothese) die Tiefe der Grenzfliche zwischen Lithosphére und Asthenosphére nur von der
Héhe der Topographie zur selben Linge und Breite abhdngt. Physikalisch kann diese Vorstellung so interpretiert
werden: Die Lithosphire besteht aus Séulen infinitesimaler Oberfléiche (jedoch endlicher Hohe), die in vertikaler
Richtung frei gegeneinander verschiebbar sind, so dass sich ein lokales Schwimmgleichgewicht einstellen kann.
F.A. Vening Meinesz (1931, 1939) erweiterte das Airy-Heiskanen-Modell in der Weise, dass er einen regiona-
ler Ausgleich annahm: Die Lithosphére wird als ebene elastische Platte behandelt, die auf der Asthenosphire
schwimmt und durch die Last der topographischen Massen deformiert wird. Zur Berechnung der Auslenkung
konnte Vening-Meinesz auf die Hertz’sche Losung der Kirchhoff’schen Plattengleichung zuriickgreifen (H. Hertz
1894, 1895). Eine detaillierte Darstellung dieses Problems findet sich in H. Leipholz 1968. Das Modell von
Vening-Meinesz leitet somit die Deformation der Lithosphire im Vergleich zu einem wungestirten oder Refe-
renzzustand (ndmlich der unbelasteten Platte) mit Hilfe der Elastizitdtstheorie her. Ein Gebirge, das auf der
Lithosphérenplatte aufliegt, bewirkt eine Deformation der Lithosphérenplatte auch in einer horizontalen Um-
gebung. Dafiir nimmt das Vening-Meinesz-Modell (im Gegensatz zu Airy-Heiskanen) auch Scherspannungen in
der Lithosphére in Kauf — damit wird das wichtigste Charakteristikum der isostatischen Modelle aufgegeben.
Es lasst sich dariiber streiten, ob dies eine Verallgemeinerung oder eine Verwésserung des Prinzips der Isostasie
bedeutet.



Ein gewisser Nachteil des Vening-Meinesz-Modells (der sich jedoch leicht beheben lisst) ist die Annahme einer
im unverformten Zustand ebenen Lithosphéire. Wihrend diese Einschrinkung fiir lokale Problemstellungen ohne
weiteres hingenommen werden kann, ist fiir regionale und globale Fragestellungen, wenn also Wellenldngen {iber
100 km von Interesse sind, ein Modell wiinschenswert, das zumindest von einer sphérisch geschichteten Erde
ausgeht. Ein sphéirisches Modell erlaubt dariiber hinaus, den in der Geodisie weit verbreiteten Formalismus der
Kugelfunktionsentwicklungen zu anzuwenden, der beispielsweise in der Theorie der Gezeitendeformationen den
standardmiflig benutzt wird. Es ist daher erstaunlich, dass sich das sphérische Modell fiir Auflastdeformationen
in der Geodésie nicht recht durchsetzen konnte. Ein wichtiger Grund mag darin liegen, dass Auflasten in der
Regel sehr kleinrdumig verteilt sind, so dass die Kugelfunktionsentwicklungen im Vergleich zum Gezeitenfall
sehr viel schlechter konvergieren.

Eine weitere Verfeinerung der isostatischen Modelle bestand schliefllich darin, zeitliche Verdnderungen einzube-
ziehen. (Anlass dazu gab beispielweise die nacheiszeitliche Landhebung in Skandinavien und Kanada, auf die
wir im néichsten Unterabschnitt ausfiihrlicher eingehen.) Die Erweiterung des Prinzips der Isostasie in diesem
Sinne wird mit der — etwas ungliicklichen — Bezeichnung Dynamische Isostasie belegt.

Wie bis hierher geschildert, entstanden die isostatischen Hypothesen aus dem Bemiihen, beobachtete Abweichun-
gen der geodétischen Messgrofien von einem “Normalzustand” zu erkléren. Bald aber erwies sich vor allem das
Airy-Heiskanen-Modell in der Geodésie auch als niitzliches Hilfsmittel zur Bestimmung des Erdschwerefeldes.
Bei der Losung des geodétischen Randwertproblems wird in der Regel davon ausgegangen, dass sich oberhalb
des Geoides bzw. des Ellipsoides keine Massen befinden. Ist diese Annahme erfiillt, kann die Laplace-Gleichung
im AuBenraum der Erde (mit dem Geoid bzw. dem Ellipsoid als Randfliche) gelost werden. Werden die Beob-
achtungsgroBen (in der Regel Schwerewerte) um die Wirkung der topographischen Massen reduziert, verbleiben
“grofle” und lokal stark variierende Restgrofien, so wie es bereits von J.H. Pratt in Indien beobachtet wurde.
Dadurch kann die Losung des Randwertproblems ungiinstig beeinflusst werden: Da das urspriingliche Problem
nichtlinear ist, wird die Losung des linearisierten Problems um so besser mit der Losung des nichtlinearen
Problems iibereinstimmen, je besser das Referenzmodell bereits die Messgroflen reproduziert. Man vermindert
daher bei der topographisch-isostatischen Reduktion die Messwerte nicht nur um den Effekt der topographischen
Massen, sondern auch um den Effekt der isostatischen Kompensation, also des Massendefizites an der Grenze
zwischen Lithosphiire und Asthenosphire, welches das isostatische Gleichgewicht wiederherstellt (remove-step).
Nach der Losung des Randwertproblems wird der Effekt der topographischen Massen und der Kompensation
auf das Schwerepotential beriicksichtigt (restore-step). Wenn nur das Schwerefeld aufierhalb der Erdoberfliche
gesucht wird, hiangt die Losung kaum davon ab, welche Annahme iiber die Dichte der topographischen Massen
getroffen wurde. In vielen Féllen gelingt es, mit Hilfe der Reduktion gem&fl dem Airy-Heiskanen-Modell die
Schwereanomalien dem Betrage nach zu verkleinern und zu gléitten. Die Frage, ob und in welchem Mafe eines
der genannten Modelle der physikalischen Realitdt entspricht, ist aus dieser Sichtweise von untergeordneter Be-
deutung. (In manchen Teilen der Erdoberfliche, beispielsweise im Osten von Kanada, sind die Hypothesen so
schlecht erfiillt, dass die topographisch-isostatische Reduktion keine wesentlichen Vorteile bietet; es wird dann
héufig auf andere Reduktionsmethoden zuriickgegriffen, beispielsweise auf eine Reduktion der Schwerewerte,
welche sich aus der Helmert-Kondensation ergibt (vgl. P. Vanicéek, Z. Martinec 1994; Z. Martinec, P. Vanicek
1994a,b)). Von entscheidender Bedeutung fiir die Lésung des geoditischen Randwertproblems ist vielmehr, dass
die topographisch-isostatische Reduktion konsistent angewandt wird bzw. dass der Effekt der topographischen
Massen und der isostatischen Kompensation auf Potential und Messgrofien — stets unter den einmal getroffenen
Annahmen {iiber die Massendichten in Lithosphire und Asthenosphire — mindestens mit der Genauigkeit der
Messdaten erfasst wird. Dies ist wohl auch das wichtigste Ziel der neueren geodéatischen Arbeiten, die sich mit
isostatischen Modellen beschéftigen. Wird beispielsweise eine Kugelfunktionsentwicklung des reziproken Ab-
standes im Gravitations-Potential bis zu Grad und Ordnung 200 benutzt, so sind in der Binomialentwicklung
von (Rg + h)! mindestens Terme der Ordnung (h/Rg)? mitzufiihren, damit eine Genauigkeit von 10% erreicht
wird (R. Rummel et al. 1988). Daneben wird versucht, die freien Parameter (Massendichten von Lithosphire
und Asthenosphire, Tiefe der Grenzfliche zwischen diesen beiden Schichten) so zu optimieren, dass die topogra-
phischen Massen zusammen mit der isostatischen Kompensation die beobachteten Werte an der Erdoberflache
moglichst gut reproduzieren, siehe z.B. J. Engels et al. 1996. Ein weiteres Ziel geodétischer Arbeiten ist es, das
statistische Verhalten der topographisch-isostatischen Schwereanomalien zu erfassen. Wir nennen hier stellver-
tretend nur die Arbeit von H.A.H. Abd-Elmotaal 1991.

Das Prinzip der Isostasie wird somit als niitzliches Rechenhilfsmittel bis heute in der Geodésie benutzt und so-
gar immer weiter verfeinert. Das kann aber nicht dariiber hinwegt&uschen, dass es sich als Modellvorstellung als
unzureichend erwiesen hat. Vergleicht man etwa eine Karte der Moho-Tiefe, wie sie z.B. von O. Cadek, Z. Mar-
tinec 1991 aus seismischen Beobachtungen abgeleitet wurde, mit der entsprechenden Karte dieser Grenzflache
aus dem Airy-Heiskanen-Modell, so stellt man erhebliche Abweichungen fest, siche z.B. J.Engels et al. 1996.



(Dies gilt auch fiir die zugehérigen Kugelflichenfunktionskoeffizienten.) Beispielsweise ist das Himalaya-Massiv
stark “iiberkompensiert”, d.h. die Moho liegt dort viel tiefer als es das Airy-Heiskanen-Modell voraussagt (K. L.
Kaila 1981, B.Vermeersen 1993). Als wichtigste Ursache dieser Abweichungen wird in der geophysikalischen
Literatur die Plattentektonik angesehen. Sie wird von Konvektionsstromen angetrieben, die Material aus dem
tiefen Erdmantel bis zur Lithosphirengrenze transportieren. Durch das Anstromen dieses Materials wird zum
einen die Lithosphére angehoben, selbst wenn die Stomung stationir ist. (Berechnungen von J. Matas 1995
haben gezeigt, dass mit diesem Effekt ein Grofiteil des beobachteten Geoidsignals erklidrt werden kann.) Zum
anderen entstehen durch das Vorbeistromen an der Lithosphirengrenze Scherspannungen (viskose Reibung).
Die Kontinentalplatten werden teilweise ineinander geschoben, teilweise auch subduziert. Durch die Kollision
zweier Platten werden Gebirge hochgew6lbt. Dabei konnen in der Lithosphére selbst erhebliche Scherspannun-
gen entstehen, so dass eine der Grundannahmen des Airy-Heiskanen-Modells, die freie Verschiebbarkeit der
infinitesimalen S&ulen, sich als hinféllig erweist. Aber auch die Vorstellung des Vening-Meinesz-Modells, die
Topographie liege gleichméfig auf der elastischen Platte der Lithosphéire auf, ldsst sich mit der Vorstellung
der Plattentektonik kaum in Einklang bringen. Die Gebirge entstehen danach ja durch eine Deformation der
Kontinentalplatten aus diesen selbst. Eine gedankliche Aufspaltung der Lithosphére in eine tragende elastische
Platte und eine darauf auflastende Topographie erscheint damit — wenigstens fiir weite Teile der Erdoberfliche
— als willkiirlich und unrealistisch.

Von der geophysikalischen Forschung wurden bald Modelle entwickelt, die das Prinzip der Isostasie im engeren
Sinne ganz oder teilweise verlassen. Diese Modelle wurden aber von geodétischer Seite nur zum geringen Teil
iibernommen. W. Grininger 1990 stellt zutreffend fest: “Weiterfithrende stationére oder dynamische isostati-
sche Modelle der Erdkruste, die in der Geophysik im Laufe der Zeit entwickelt wurden (Turcotte und Schubert,
1982), fanden bisher bei Schwerefeld- und Geoidbestimmungen in der Geodésie kaum Beachtung.”

1-2 Auflastdeformationen

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich vornehmlich mit einem einzigen Aspekt der Dynamischen Isostasie,
nédmlich der Reaktion des Erdkorpers auf Auflasten an der Erdoberfliche. Zwar erscheint es, wie im vorigen
Abschnitt erortert, durchaus fragwiirdig, die topographischen Massen selbst als Auflast zu behandeln. Ange-
messen ist dies dagegen bei Ablagerungen (Sedimenten) oder bei Niederschligen und daraus resultierenden
Ansammlungen von Wasser oder Eis. Solche Auflasten lassen sich gedanklich von der Lithosphére trennen,
besitzen hiufig eine geringere Hohe und Masse als die Topographie und verursachen kaum Scherspannungen
an der Erdoberfliche. Das (in verschiedener Hinsicht erweiterte) Prinzip der Isostasie ldsst sich daher mit viel
besserem Erfolg auf solche zeitabhéngigen “kleinen” Auflasten anwenden als fiir die Topographie als Ganzes.
Wird die Lithosphéire als elastisch und die Asthenosphére als reibungsfreie Fliissigkeit vorausgesetzt, so kann —
analog zum Vening-Meinesz-Modell — die statische Verformung dieser Schichtung infolge einer Last berechnet
werden. Verfeinerte Modelle beriicksichtigen das zahfliissige oder viskoelastische Verhalten der Asthenosphire;
sie erlauben die Darstellung der Verformung als Funktion der Zeit, beziehen also den dynamischen Aspekt mit
ein. Dabei ist die ortsabhéngige Hohe der Topographie selbst nicht mehr die entscheidende Grofie: Vorausgesetzt,
zu irgendeinem Zeitpunkt bestehe statisches Gleichgewicht, so sind die Abweichungen von einem ellipsoidischen
oder sphéaroidischen Grundzustand von untergeordneter Bedeutung; die Reaktion der Erde auf die Auflast wird
nahezu dieselbe sein, als ob die Auflast auf eben ein solches ungestoértes Modell wirkte. Es sind daher durchaus
auch negative Auflasten denkbar: Hat sich nach dem Auftreten einer (positiven) Auflast nach einer gewissen Zeit
das statische Gleichgewicht weitgehend wieder eingestellt, und wird danach die Auflast wieder entfernt, so ist
in dieser Phase des Prozesses die Bewegung innerhalb des Erdmodells nahezu dieselbe, als ob auf das ungestorte
Modell eine negative Auflast wirkte. Betrachtet man den Zyklus der Eiszeiten und der daraus resultierenden
Lasten, so befinden wir uns derzeit in einer solchen Phase: der Phase der nacheiszeitlichen Landhebung (wobei
allerdings die Periode dieses Zyklus kiirzer ist als einige der charakteristischen Relaxationszeiten). Tatséchlich
treten nicht nur Hebungen, sondern auch Absenkungen auf: erstere hauptsichlich in ehemals eisbedeckten Ge-
bieten, letztere hauptséichlich in deren Umgebung.

Selbst fiir die préhistorische Zeit ldsst sich eine Landhebung nachweisen. Wesentliches Hilfsmittel hierbei sind
die Strandlinien, die beispielsweise aus Altersbestimmungen von Sedimentkernen bzw. Muscheln und anderen
Meerestieren rekonstruiert werden konnen, vgl. A.M. Tushingham und W.R. Peltier (1991). Wenngleich davon
ausgegangen werden kann, dass die Landhebung gleichméflig vonstatten ging, zeigt die zeitliche Verdnderung
der Strandlinien {iberraschende Unstetigkeiten. Eindriicklichstes Beispiel dafiir sind wohl die “Treppenstufen-
Stréinde” an der Hudson-Bay. R.W. Fairbridge 1983, C. Hillaire-Marcel 1980 weisen beispielweise auf einen
Abschnitt auf der Westseite des Richmond-Golfs der Hudson-Bay hin. Dort erheben sich eine Vielzahl von Stu-
fen vom heutigen Ufer bis zu einer Hohe von 315 m. Diese Stufen sind nach allgemeiner Ansicht durch eine



relativ gleichméflige Landhebung in Verbindung mit relativ sprunghaften Klimaverdnderungen zustandegekom-
men, die eine Anderung des globalen Meeresspiegels bewirkt haben.

Seit dem 18. Jahrhundert lassen sich die Landhebungen auch aus Pegelbeobachtungen rekonstruieren. M. Ek-
man (1993) listet in seiner Tabelle 3-1 die Jahresmittel des Meeresspiegels in Stockholm von 1774-1984 auf.
Fiir diesen Zeitraum kann ein relatives Absinken des Meeresspiegels von fast 1 m abgelesen werden. Das Ma-
ximum in Skandinavien mit einer Landhebungsrate von etwa lcm pro Jahr liegt im Nordteil des bottnischen
Meerbusens. Im Schwedischen Hohensystem RH70 und im Finnischen Hohensystem N 60 wird im {ibrigen die
Landhebung in der Weise beriicksichtigt, dass zu den angegebenen Hohen ein zeitabhéngiger Term addiert wird.

Soll aus dem Verlauf der Strandlinien bzw. aus Beobachtungen des Meeresniveaus auf die Landhebung oder auf
die Eisbedeckung geschlossen werden, so tritt das Problem auf, dass die Landhebung (die ein relatives Absin-
ken des Meeresspiegels bewirkt), von einem globalen eustatischen Absinken des Meeresspiegels unterschieden
werden muss. Wichtiges Hilfsmittel hierfiir ist die Meeresspiegel-Gleichung, sieche W.E. Farrell und J. A. Clarke
(1976). Streng genommen miissen Eisbedeckung und Landhebung simultan bestimmt werden. Verwendet man
eines der Standardmodelle, welche den zeitlichen Verlauf der Eisbedeckung beschreiben (wie z.B. Ice-3G von
A.M. Tushingham und W.R. Peltier (1991) oder das einfachere Weichsel-1 von D. Wolf (1987), so darf nicht
vergessen werden, dass mit diesen Modellen bereits eine bestimmte Losung fiir die Landhebung verkniipft ist.

Im Gegensatz zum isostatischen Fall handelt es sich bei einer Modellierung von nacheiszeitlichen Hebungen
um Differentalgleichungen, die nicht nur Ortsableitungen, sondern auch Zeitableitungen enthalten. Alternativ
zu einer numerischen Losung im Zeitbereich bietet sich hier die Laplace-Transformation als Hilfsmittel an: Die
Laplace-transformierten viskoelastischen quasistatischen Bewegungsgleichungen besitzen formal dieselbe Gestalt
wie die statischen elastischen Gleichungen (Biot’sches Korrespondenzprinzip). Es sind lediglich die elastischen
Parameter durch die entsprechenden Laplace-transformierten Relaxationsfunktionen zu ersetzen. Man erhélt
dann als Losung den (frequenzabhingigen) Laplace-transformierten Verschiebungsvektor, der durch eine inver-
se Laplace-Transformation in den Zeitbereich zuriickzutransformieren ist. Diese Art der Losung wird derzeit
bevorzugt angewandt, siehe z. B. P. Wu and W.R. Peltier 1982, J.X. Mitrovica et al. 1994, B. Vermeersen et
al. 1996, W. Sun and L. Sjoberg (1999).

1-3 Polwanderung

Die Anderung des Trigheitstensors der Erde infolge der Massenverlagerungen durch die Auflast selbst sowie der
von ihr erzeugten Landsenkung oder -hebung zieht auch eine Anderung des Rotationsverhaltens der Erde nach
sich. Einerseits fiihrt der Winkelgeschwindigkeitsvektor beziiglich eines “korperfesten” Koordinatensystems eine
periodische Kegelbewegung aus (Polbewegung, wobble). Eine solche Polbewegung trite auch bei einem starren
Korper auf, wenn bei konstantem Drehimpuls der Winkelgeschwindigkeitsvektor zu einem Anfangszeitpunkt
nicht die Richtung einer der drei Haupttragheitsachsen besédfle. Andererseits wird eine sédkulare Bewegung der
Symmetrieachse dieses Kegels beobachtet, die als Polwanderung oder Polflucht bezeichnet wird. Derzeit wandert
die Polachse im Mittel mit einer Rate von 10cm pro Jahr in Richtung 6stliches Kanada.

Allgemein wird die nacheiszeitliche Hebung als wichtigste Ursache dieser Polwanderung angesehen. (Allerdings
zeigt B. Vermeersen (1993), dass auch tektonische Prozesse mafigeblich zur Polwanderung beitragen kénnen.)
Die entscheidenden Parameter, welche die Grofienordnung der Polwanderung bestimmen, sind — abgesehen von
der Masse, Verweildauer und Verteilung der Auflast — vor allem die Viskositdt des Mantels und die Dicke der
Lithosphére. In der Geophysik war lange Zeit umstritten, ob eine nennenswerte Polwanderung vorhanden ist
oder nicht; siehe z.B. K. Lambeck 1980. Der Grund war, dass die Viskositit des Mantels wesentlich hoher ein-
geschétzt wurde als dies heute der Fall ist.

Bei einer deformierbaren Erde gibt es i. allg. kein korperfestes System in dem Sinne, dass sich die Massenelemen-
te in diesem System nicht bewegen. Man bezieht daher die Polwanderung auf ein System, beziiglich dessen die
Bewegung der Massenelemente moglichst klein ist (vgl. Abschnitt 2-33). Fiir theoretische Uberlegungen wird
hiufig das physikalisch definierte Tisserandsystem benutzt (ebenda), bei Beobachtungen beziehen sich viele
Autoren auf das sog. “hot-spot-frame”, das durch relativ stabile Konvektionsstrome im Erdmantel festgelegt
wird. Haufig wird zwischen diesen beiden Systemen nicht unterschieden. Seltener wird ein System verwendet,
das durch vermarkte Punkte an der Erdoberfliche festgelegt wird. Durch die Kontinentalverschiebung stellt ein
Beobachter, der sich auf einer der Platten mitbewegt, auch eine Bewegung des Rotationspoles relativ zu seiner
Platte fest. Man spricht hier von “scheinbarer Polwanderung”; fiir die sikulare Bewegung des Poles beziiglich
des Tisserandsystems wird héufig auch der Begriff “wahre Polwanderung” benutzt.



K. Strobach (1991) bemiiht sich um eine anschauliche Beschreibung des Vorgangs der Polwanderung; wir geben
hier seine Darstellung ausfiihrlich wieder. Der Autor vernachlissigt zunéchst das Einsinken der Auflast im Zuge
des isostatischen Ausgleichs und fithrt aus:

Durch eine Zusatzmasse, beispielsweise eine Eiskappe, werde ein Drehmoment erzeugt, das den Erdkorper kip-
pe (in Abbildung 13.5b nach rechts). Diesem Drehmoment wirke jedoch der 21 km michtige Aquatorwulst
entgegen (in der Abbildung durch einen schwarzen Kreisausschnitt am Aquator versinnbildlicht), der aus der
Aquatorebene herausgekippt werde, und zwar gerade so weit, dass sein eigenes Drehmoment jenes der Stérmasse
aufhebe. Dabei werde das Drehmoment des Aquatorwulstes durch die Zentrifugalkraft der Erdrotation erzeugt.
AuBer dem Aquatorwulst wirken auch die Massenanomalien im Erdmantel stabilisierend. Nun deformiere sich
das zahflissige Material des Erdmantels langsam durch FlieBen derart, dass eine zunehmende Anpassung des
Waulstes an die neue Gleichgewichtslage erfolge, wobei sich die noch nicht angepasste Wulstmasse stetig vermin-
dere. Dies habe jedoch eine Gegenreaktion der Stérmasse zur Folge: Sie kippe die Erde unaufhaltsam weiter (in
der Abbildung nach rechts), und zwar gerade so schnell, dass die noch vorhandene Wulstmasse immer genau
das kompensierende Drehmoment ausiiben kénne. Dieser Vorgang setze sich so lange fort, bis die Stérmasse
entweder am Aquator angekommen oder wieder abgeschmolzen sei. An einer anderen Stelle fihrt der Autor
wortlich fort:

(Abbildung 13.5 in K. Strobach 1991)

“Wir wollen nun das obige Beispiel einer wahren Polwanderung unter mehr realistischen Verhéltnissen betrach-
ten. Hierzu muss beriicksichtigt werden, dass die angenommene Eiskappe nicht einfach als Last aufliegt, sondern
im Zuge des isostatischen Ausgleichs einsinkt. Dadurch wird das vom Eis ausgeiibte Drehmoment erheblich ver-
kleinert. Ferner wirkt diesem Drehmoment das Drehmoment der Massenanomalien des Erdmantels entgegen.
So kommt es nicht zu einer Wanderung der Eismasse bis zum Aquator, sondern nur zu einer sehr begrenzten
Kippbewegung der Erde, bis ndmlich beide Drehmomente im Gleichgewicht sind. Anhand der Abbildung 13.5
kénnen wir das Geschehen in 6 Phasen verfolgen. Bei a) bedeutet Punkt P (Poldistanz ©) den kiinftigen Ort der
Eismasse. Der schwarze Kreis stellt die Ersatzmasse fiir die Massenanomalien dar; da sie die Erdrotation stabi-
lisiert, muss sie zunichst in der Aquatorebene liegen. Phase b) zeigt den Zustand, nachdem sich die Eiskappe
gebﬂdet hat. Die Eismasse ist im Zuge der Polwanderung nach rechts gekippt und nach Erreichen gleichgrofier
Drehmomente von Eiskappe und Massenanomalien zum Stillstand gekommen. Der Aquatorwulst hat sich der
neuen Lage angepasst; die dabei neu verschobene Wulstmasse ist als schwarze Sichel eingezeichnet. In Phase
c) sei die Eiskappe gerade geschmolzen. Es bleibt eine Absenkung der Erdkruste zuriick, die in der Folge erst
langsam durch isostatische Hebung verschwindet (man denke an die Hebung Skandinaviens!). Wegen des nun
fehlenden Drehmoments der abgeschmolzenen Eismassen ist die Erde nun um einen Bruchteil des vorangegan-
genen Wanderungsbetrages zuriickgekippt in eine Position, wo sich die drei Drehmomente von Ersatzmasse,
Waulst und Absenkung gerade aufheben. Dieses Zuriickkippen kann sehr schnell erfolgen, weil hierbei kein vis-



koses Flielen des Erdmantels notwendig ist und bremsen kénnte; die Erde kippt als quasi-starres Gebilde in die
neue Gleichgewichtslage. Die Geschwindigkeit dieser Kippbewegung ist nur abhingig von der Geschwindigkeit,
mit der die Eismasse abtaut. In der Folge setzt sich jedoch das Zuriickkippen mit abnehmender Geschwindigkeit
noch weiter fort, wie in Phasen d) und e) dargestellt ist. Diese Bewegung wird vom allméhlich zunehmenden
Uberschuss des Drehmoments der Ersatzmasse angetrieben, denn das kompensierende Drehmoment der aus
der Gleichgewichtslage herausgedrehten Wulstmasse (schwarze Sichel) nimmt infolge der Riickdeformation in
die neue Aquatorlage mehr und mehr ab. (In der Abbildung dargestellt ist immer nur der in der gekippten
Position verbleibende Rest). Zwar wirkt hier die isostatische Hebung in P entgegen; doch bleibt eine langsame
Linksdrehung der gesamten Erde iibrig, denn schliellich muss ja der Anfangszustand a) wieder erreicht werden
(mit Phase f)). Da sich die Massenanomalien in der Zwischenzeit geringfiigig veriindert haben kénnen, braucht
der Anfangszustand natiirlich nicht exakt wieder erreicht zu werden; die Ersatzmasse muss jedenfalls wieder in
der Aquatorebene liegen.”

Selbstverstandlich muss diese pridgnante qualitative Darstellung der Polwanderung prézisiert und durch eine
mathematische Formulierung ergéinzt werden. Soviel wird aber bereits an dieser Stelle deutlich: Die Phdnomene
“Dynamische Isostasie” und “Polwanderung” koénnen nicht getrennt voneinander betrachtet werden, sondern
sind auf das engste miteinander verbunden. (Im Gegensatz dazu geniigt zur Berechnung von Nutationen hiufig
ein starres Erdmodell.) Auffallend ist auch die wichtige Rolle, die der Autor der inkrementellen Zentrifugalkraft
zuschreibt (die némlich das Drehmoment des Aquatorwulstes erzeuge). Schlieflich konnte man einen Wider-
spruch darin sehen, dass im ersten Absatz dieses Unterabschnittes gesagt wurde, die Auflast verursache eine
Anderung des Triigheitstensors, wihrend Strobach (1991) davon spricht, die Auflast verursache ein Drehmo-
ment. Bei der erstgenannten Betrachtungsweise wird die Auflast als dem Erdkorper zugehorig angesehen, bei
der zweiten dagegen als duflere Kraft, die auf das System Erde einwirkt. Wir werden im Abschnitt 2-93 zeigen,
dass diese beiden Betrachtungsweisen dquivalent sind.

Zur quantitativen Modellierung der Polwanderung werden im wesentlichen folgende Elemente bzw. Bestim-
mungsgleichungen kombiniert (vgl. R. Sabadini, W. Peltier 1981):

1. (a) Linearisierte Euler-Liouville-Gleichungen im Laplace-Bereich, dargestellt in einem Tisserandsystem
mit = Qez:

[As —i(C — A)Qm + [s + Q6] =0

Dabei bezeichnen A und C die Haupttrigheitsmomente des rotationssymmetrischen ungestorten
Erdkérpers, §.J;; die kartesischen Komponenten des inkrementellen Trégheitstensors, 6J = 815 +
i0.Jo3, € den gendherten Rotationsvektor der Erddrehung, € dessen Betrag und mQ, m, 2 Kompo-
nenten des inkrementellen Winkelgeschwindigkeitsvektors, m = m, + ¢m,,. s ist der Parameter der
Laplace-Transformation; Tilden iiber den Variablen zeigen an, dass es sich um Laplace-transformierte
Groflen handelt. Die Gleichungen fiir den Fall eines starren Planeten wurden von L. Euler (1758),
diejenigen fiir einen deformierbaren Planeten wurden laut E. Routh (1905) von J. Liouville im Jahr
1858 im dritten Band seines Journals angegeben.

(b) Gravitationspotential der Auflast an der Erdoberfléiche:

5~Last A (I) RE ZévLastYlm (I) A)

(Hier bedeuten §97%%* das Laplace-transformierte Gravitationspotential, das durch die Auflast er-
zeugt wird, Rg den Erdradius, ¥;,,(®,A) die vollstindig normierten komplexen Kugelflichenfunk-
tionen, 6vL“5t frequenzabhingige Koeffizienten.)

(¢) Inkrementelles Zentrifugalpotential:

2.  2m. i i
Sigens = R2Q2(Z12

m m 2
Yo —=Ya 1+ —=VYa1) = R*Q*Zin. + > R*{5 " Yam
3 ava v e Y 3 2

2,m

(d) Beziehung zwischen den Koeflizienten 5ﬁanff des Deformationspotentials, das infolge der Massenver-
lagerungen im Erdinneren auftritt, den Koeffizienten des Auflastpotentials sowie den Koeffizienten
des inkrementellen Zentrifugalpotentials an der Erdoberfléche:

6~Def _ le6~Last + k;]’5~Zent

(Hier bedeuten l;lL und l;lT die frequenzabhéngigen Auflast- bzw. Love-Zahlen.)
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(e) Zusammenhang zwischen Potentialkoeffizienten und inkrementellen Trigheitsmomenten:

1 /10
0J = V3 {51}2%‘1? +5v£ifl} R%,

Stark vereinfacht ldsst sich die {ibliche Vorgehensweise folgendermafien beschreiben: Ausgehend von einem
sphdrischen, rotationssymmetrischen Erdmodell werden Auflast-Zahlen I;lL berechnet, d.h. Verhéltniszahlen,
welche die Beziehung zwischen den Koeffizienten des durch die Massen der Auflast erzeugten Gravitations-
potentials und den Koeflizienten des durch die Massenverlagerung induzierten Potentials herstellen. Analog
dazu wird der Effekt der inkrementellen Zentrifugalkraft auf das induzierte Deformationspotential mit Hilfe der
Love’schen Zahlen I;lT beschrieben: Formal besitzt das inkrementelle Zentrifugalpotential abgesehen von einem
(0,0)-Term die Gestalt eines Gezeitenpotentials. Die Last- und Love-Zahlen sind hier vom Laplace-Parameter s
abhéngig. Gibt man eine bestimmte Auflast vor, so kann damit das gesamte inkrementelle Potential berechnet
werden, allerdings noch in Abhéngigkeit von dem vorerst unbekannten inkrementellen Drehvektor ¢ w (Gleichun-
gen (b)-(d)). Ebenso lassen sich die Stérungen des Trégheitstensors in Abhéngigkeit von der Polbewegung bzw.
Polwanderung m angeben (Gleichung (e)). Man fiihrt nun diese Stérungen in die Euler-Liouville-Gleichungen
(a) ein. Damit kann aus den Euler-Liouville-Gleichungen 7 berechnet werden.

Die Bezichungen zwischen der Auflast einerseits und der durch sie entstehenden Deformation sowie des in-
duzierten Potentials andererseits werden fiir eine rotationssymmetrische, nichtrotierende Erde bestimmt. Die
Kugelsymmetrie fithrt zur Isotropie der zugehorigen Green-Funktionen (Love-Shida-Hyothese). Anschlieffend
werden jedoch diese aus dem sphérischen Modell gewonnenen Beziehungen auf das ellipsoidische, rotierende
Modell angewandt, d.h. in die Drehimpulsbilanz eingesetzt, die wesentlich die Differenz der Haupttragheitsmo-
mente der abgeplatteten Erde enthilt. Es stellt sich daher die Frage, welche Groflen bei dieser Betrachtungsweise
vernachléssigt werden und wie sich das auf die Losungen auswirkt. Dies gilt vor allem fiir die Polwanderung:
Bei einem homogenen viskoelastischen Erdmodell, das durch eine Auflast angeregt wird, tritt keine Polwande-
rung, sondern lediglich eine Polbewegung auf. Polwanderung entsteht also nur, falls eine Schichtung bzw. eine
Variation der Parameter innerhalb der Erde (Massendichte, viskoelastische Parameter) vorhanden ist. Es erhebt
sich daher die Frage, ob es sich bei der Polwanderung um ein Phénomen handelt, das auch noch durch “Effekte
zweiter Ordnung” mafgeblich beeinflusst werden koénnte.

1-4 Ziele und Aufbau der vorliegenden Arbeit

Wie bereits geschildert, ist in der Geodésie — im Gegensatz zur Geophysik — die Modellierung des Zustandes
bzw. des Verhaltens der dufleren Schichten der Erde zu Gunsten einer eher pragmatischen bzw. zweckgebunde-
nen Anwendung der isostatischen Modelle in den Hintergrund geriickt. Das erste Ziel der vorliegenden Arbeit
ist es daher, die Methoden, die in der Geophysik zur Behandlung des Problemkreises der nacheiszeitlichen He-
bung und Polwanderung benutzt werden, geschlossen darzustellen. Dies erscheint auch insofern gerechtfertigt,
als in den Lehrbiichern der Kontinuumsmechanik in der Regel nicht auf die konkreten isostatischen Modelle
und Algorithmen eingegangen wird, wiahrend in der geophysikalischen Literatur die theoretischen Grundlagen
meist im Hintergrund stehen. Das zweite Ziel der Arbeit ist die Untersuchung des Einflusses der Abplattung
der Erde auf die Lastzahlen und die Polwanderung. Diese beiden Ziele widersprechen sich leider insofern, als fiir
die Untersuchung der sphiroidischen Einfliisse umfangreiche Ableitungen und Formelsysteme notwendig sind,
die die Darstellung der Standard-Methoden durchsetzen und uniibersichtlicher machen. (Dies betrifft vor allem
das dritte Kapitel, in dem die Randbedingungen und Stetigkeitsbedingungen an den Schichtgrenzen in skalaren
und vektoriellen Kugelfliichenfunktionen ausgedriickt werden.)

Im zweiten Kapitel, das den vergleichsweise groffiten Raum einnimmt, werden die kontinuumsmechanischen
Grundlagen der isostatischen Modelle diskutiert. Ausgangspunkt der Betrachtungen sind die Feldgleichungen
und Randbedingungen eines deformierbaren, gravitierenden Korpers. Dabei handelt es sich im wesentlichen um

e die Impulsbilanz (Bewegungsgleichungen),

die Drehimpulsbilanz,

die Forméanderungsbeziehungen,

ein Materialgesetz,

die Massenerhaltung.
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Das Verhalten eines Kontinuums im Lauf der Zeit kann vom FEuler’schen oder Lagrange’schen Standpunkt aus
betrachtet werden. Wahrend bei ersterem der Beobachter im globalen Bezugssystem ruht, bewegt er sich bei
diesem mit einem bewegten Massenelement mit. Fiir jede Feldgrofie kann entsprechend ihre Verdnderung im
Euler’schen und im Lagrange’schen Sinne betrachtet werden.

Im zweiten Kapitel werden die Feldgleichungen beziiglich eines hydrostatischen Gleichgewichtszustandes in ei-
nem krummlinigen Koordinatensystem linearisiert, so dass die Euler’schen bzw. Lagrange’schen Inkremente nur
noch linear auftreten. Ebenso werden die auftretenden Differentialoperatoren beziiglich des unverzerrten Zustan-
des linearisiert. (Der hydrostatische Gleichgewichtszustand ist ein Zustand verschwindender Scherspannungen
und minimaler potentieller Energie, der von viskoelastischen Fliissigkeiten in Abwesenheit von Anregungen
asymptotisch erreicht wird. Er eignet sich daher hervorragend als Referenzzustand fiir die Linearisierung.)

Zur Definition eines mitrotierenden Bezugssystems werden verschiedene Moglichkeiten diskutiert; je nach Wahl
dieses Bezugssystems werden die Schwierigkeiten bei der Problemlésung mehr zur Orientierung des Bezugssy-
stems oder zur Berechnung der Deformationen hin verlagert. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird das Tisserand-
System benutzt, das sich sehr gut fiir Modellrechnungen, allerdings weniger fiir die Interpretation von Beobach-
tungsdaten an der Erdoberfliche eignet.

Einen weiteren Schwerpunkt des zweiten Kapitels bildet die Berechnung der inkrementellen Gravitation infolge
einer Deformation des Erdkorpers. Die dabei auftretenden Stetigkeits- bzw. Sprungrelationen sind fiir die For-
mulierung von Randbedingungen an der Erdoberfliche, an der Kern-Mantel-Grenze oder an anderen inneren
Schichtgrenzen von Bedeutung. Schliefflich wird die Drehimpulsbilanz erldutert, die in diesem Zusammenhang
dazu dienen wird, gewisse Defekte zu beheben, die durch die quasistatische Nidherung entstehen.

Da das zweite Kapitel also im wesentlichen die kontinuumsmechanischen Prinzipien darstellt, sind die wich-
tigsten Beziehungen dort in Form von Sétzen formuliert. Im Gegensatz dazu erldutern die Kapitel 3 bis 5
hauptséchlich Berechnungsmethoden. Im dritten Kapitel stellen wir die Feldgleichungen bzw. kontinuumsme-
chanischen Feldgroflen in skalaren, vektoriellen und tensoriellen Kugelfunktionen dar. Dazu gehoren das hy-
drostatische Schwerefeld, der Spannungstensor, Randspannungen an Grenzflichen u.a.m. Im Gegensatz zu den
meisten geophysikalischen Autoren fithren wir dabei konsequent die Terme der Ordnung e? (erste numerische
Exzentrizitiit) bzw. QR /Tr (Rg — Erdradius, I'g — Oberflichenschwere) mit. Um die Randbedingungen auf
ellipsoidischen bzw. sphéroidischen Grenzflichen auswerten zu kénnen, benutzen wir ein Koordinatensystem,
das eine Schar von sphiroidischen Koordinatenflichen besitzt (quasisphérische Koordinaten). Auf diese Weise
kann eine beliebige, in diesen Koordinaten dargestellte Feldgréfie durch Konstantsetzen des mittleren Radius
des jeweiligen Koordinaten-Sphéroids auf die Koordinatenfldche spezialisiert werden. Bei der Darstellung einer
Feldgrofle in quasisphérischen Koordinaten tritt die Schwierigkeit auf, dass hidufig Produkte von skalaren oder
vektoriellen Kugelfunktionen wieder als Summe von Kugelfunktionen zu rekombinieren sind. Der dafiir notwen-
dige Formelapparat ist im Anhang A zusammengestellt.

Die allgemeinen Losungen der quasistatischen Bewegungsgleichungen eines homogen geschichteten inkompressi-
blen Korpers, die im dritten Kapitel aufgefiihrt sind, hiangen noch von Koeffizienten ab, die aus Randbedingun-
gen an den Schichtgrenzen zu bestimmen sind. Dabei tritt die Schwierigkeit auf, dass in den Randbedingungen
fiir die Koeffizienten einer Schicht auch die Koeflizienten der angrenzenden Schichten auftreten. Es wird also
eine Propagation der Koeffizienten von oben nach unten und wieder zuriick notwendig. Diese Propagation wird
im vierten Kapitel dargestellt, ebenso wie die halbanalytische Losung des dabei entstehenden Gleichungssy-
stems. Dabei ist zu beachten, dass die unbekannten Koeflizienten noch vom Laplace-Parameter abhidngen. Die
Koeflizienten ergeben sich als gebrochenrationale Funktionen, die durch Partialbruchzerlegungen in Summen
von einfachen Briichen gebracht werden konnen. Die Nullstellen der Nenner konnen im Zeitbereich als inverse
Relaxationszeiten interpretiert werden, die das Abklingen des jeweiligen Terms steuern.

Der fiinfte Abschnitt beschéftigt sich in erster Linie mit der Auflésung der Drehimpulsbilanz nach der in-
krementellen Rotation im Laplace-Bereich. Die darin auftretenden inkrementellen Trégheitsmomente sind als
Storungen der Kugelfunktionskoeffizienten des Aulenraumpotentials darstellbar; diese sind ihrerseits linear mit
den Koeffizienten des anregenden Lastpotentials sowie den Koeflizienten des inkrementellen Zentrifugalpoten-
tials gekoppelt (MacCullagh-Gleichungen). Proportionalititsfunktionen sind die Last- bzw. Love“zahlen”, die
aus den Losungen des vierten Kapitels hervorgehen.

Im sechsten Kapitel wird schliellich ein numerisches Beispiel angefiihrt: Fiir ein Fiinf-Schichten-Modell werden
Faltungskerne fiir die Polbewegung und die Polwanderung errechnet. Dabei wird auch die Gréflenordnung der
sphiiroidischen Effekte offensichtlich: Sowohl fiir die auflastinduzierte Anderung des Gravitationspotentials als
auch fiir die Polverlagerung liegen sie bei etwa 1 Prozent.
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2. Kontinuumsmechanische Elemente eines viskoelastischen
Erdmodells — Bilanzgleichungen und Randbedingungen

2—1 Euler’sche und Lagrange’sche Beschreibung eines sich deformierenden
Kontinuums

2-1.1 Euler’sche und Lagrange’sche Koordinaten

Die Zustandsinderungen eines Kontinuums kénnen von verschiedenen Standpunkten aus betrachtet werden.
Zum einen kann untersucht werden, wie sich die Feldgrofien wie Massendichte, Geschwindigkeit usw. in einem
raumfesten Punkt (d.h. in einem beziiglich eines gewihlten Referenzsystems festgehaltenen Punkt) im Lauf der
Zeit verandern. Man spricht in diesem Fall von der Euler’schen Sichtweise: Ort und Zeit sind die Argumente der
Zustandsbeschreibung. Wahrend hier also “der Beobachter im gewéhlten Bezugssystem ruht”, ist er im Fall der
Lagrange’schen Sichtweise gleichsam an ein bewegtes Teilchen angeheftet; es wird das Verhalten der Feldgrofien
in einem (beliebigen, aber festen) bewegten Massenelement untersucht, so dass sich die Zustandsbeschreibung
auf ein Massenelement und die Zeit als Argumente bezieht. Eine dritte, mehr rechentechnisch begriindete Be-
schreibung der Bewegung bezieht sich auf einen (fiktiven) wandernden Punkt, dessen Gravitationspotential sich
zeitlich nicht dndert (vgl. D. Wolf 1997 S. 12). Diese verschiedenen Beobachtungsstandpunkte geben Anlass
zur Definition verschiedener Koordinatensysteme, die jeweils einer Betrachtungsweise zugeordnet werden.

Die vierdimensionale Raumzeit wird mathematisch durch eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit modelliert.
Im Rahmen der klassischen Mechanik — auf die wir uns hier beschrianken — werden jedoch Raum und Zeit als
unabhéngige Kontinua aufgefasst, die nicht metrisch miteinander verkniipft sind. Man versteht daher die Raum-
zeit zunéichst als eindimensionales Kontinuum dreidimensionaler differenzierbarer Mannigfaltigkeiten {M;} mit
dem Zeitparameter ¢ € IR. Geméafl der klassischen Mechanik wird {iberdies jede dieser Mannigfaltigkeiten mit
der euklidischen Metrik versehen und kann daher mit dem unverdnderlichen dreidimensionalen euklidischen
Vektorraum IE® identifiziert werden; die Mannigfaltigkeiten der verschiedenen Zeitparameter werden also nicht
mehr unterschieden.

In der oberen Hilfte der nachfolgenden kommutativen Diagramme (Abbildungen 2-1 — 2-4) ist jeweils ein mate-
rielles Kontinuum zu drei verschiedenen Zeiten bzw. Zustédnden tg, t;, t, skizziert. Der Parameter ¢y entspricht
keinem Zeitpunkt, sondern dem Grundzustand oder undeformierten Zustand des Kontinuums, der im Abschnitt
2-5.2 im Sinne bestimmter Gleichgewichtsbedingungen definiert werden wird und der als Referenzmodell fiir
Linearisierungen dient. Es wird nicht gefordert, dass diese Bedingungen zu irgendeinem Zeitpunkt ¢ erfiillt sind,
d.h. das Kontinuum sich jemals im Grundzustand befindet. Der Index g ist aus formalen Griinden gewé&hlt: Die
Ausdriicke “Vt € R” schlieen auch o mit ein.

Definition 2-1 (Ortsvektoren zu rdumlichen und materiellen Punkten):
Wir bezeichnen mit

X - den Ortsvektor zu einem Punkt des Raumes IE® beziiglich eines gewihlten Bezugssystems,
P - den (zeitabhéngigen) Ortsvektor eines materiellen Punktes P zur Zeit t;,
P =p;, - den Ortsvektor desselben materiellen Punktes im Grundzustand des Kontinuums.

Als Bezugssystem verwenden wir teilweise ein Inertialsystem, hdufiger jedoch ein System, dessen Ursprung mit
dem Massenmittelpunkt der Erde zusammenfillt und dessen Rotation im Mittel mit der Rotation der Erde
iibereinstimmt. Ein solches System ist gegeniiber einem Inertialsystem sowohl translativ als auch rotatorisch
beschleunigt.

Zu einem Koordinatensystem gehéren eine Karte K (hier: K C 1R3) und eine Abbildungsvorschrift 2, die einem
Koordinatentupel der Karte einen Punkt der (hier: 3-dimensionalen) Mannigfaltigkeit zuordnet. Die Koordina-
tenkurven sind i. allg. krummlinig. Wir benutzen zwei Karten Ky und g, die jeweils in der unteren Hélfte
der kommutativen Diagramme (Abbildungen 2-1 — 2-6) veranschaulicht sind. (Der Ubersichtlichkeit halber sind
in den Diagrammen nur zweidimensionale Karten angedeutet.) Die linke Karte, bestehend aus den Koordina-
tentripeln { XX} K € {1,2,3}, heifit Lagrange-Bild, die rechte Karte, bestehend aus den Koordinatentripeln
{a¥}, k € {1,2,3,} heiBt Euler-Bild.
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Die Euler’schen oder rdumlichen Koordinaten z* eines Raumpunktes x zeichnen sich dadurch aus, dass sie

fiir alle Zeitpunkte ¢; unveréindert bleiben; die Euler’schen Koordinaten eines Massenelementes d&ndern sich da-
gegen, falls sich das Massenelement gegeniiber dem gewihlten Bezugssystem bewegt. Umgekehrt bleiben die
Lagrange’schen oder materiellen Koordinaten X% eines Massenelementes fiir alle Zeitpunkte unversindert, so
dass sich ein Massenelement stets durch seine Lagrange’schen Koordinaten identifizieren lisst. Dagegen éndern
sich i. allg. die Lagrange’schen Koordinaten eines raumfesten Punktes, da sich ja die Materie i.allg. durch den
Raum hindurchbewegt.

Um die Koordinaten, Raumpunkte bzw. Massenelemente (zur selben Zeit oder auch zu unterschiedlichen Zeit-
punkten) einander zuzuordnen, fithren wir die folgenden Operatoren ein:

Definition 2-2 (Abbildungen zwischen Karten undIE?® bzw. vonIE? auf sich selbst):

Al 0 Ky — E* mit x =" (X5) = qal(XE ;)
AL, . K — E* mit x =A%, (aF) (21)
Tie : E* — E* mit p, =%, (ps,)
T, : B> — E® mit py, =Ty, (Pr,) = T(P, 1)
[

Raumes E? zu. Da wir den IE® zu verschiedenen Zeitpunkten nicht unterscheiden, hat x keinen Index. Dage-
gen ist der untere Index des Operators A +, wesentlich; die Abbildungsvorschrift ist zeitabhéngig. Analog dazu
bildet der Operator QIE“ :Kg — E? mit x = 2(5 (2%) die Euler- Koordinaten auf einen Punkt des Raumes ab.
Der Identitétsoperator J¢,;,, den wir nur in den Diagrammen zur Veranschaulichung verwenden, identifiziert
ein- und denselben rdumlichen Punkt des Bezugssystems zu den Zeitpunkten ¢; und t¢,,. Insbesondere fordern
wir, dass der Nullvektor 0, durch J;,;, in den Nullvektor 0, iiberfithrt wird:

Die Abbildung 2%, : K; —E? mit x,, = 2, (X¥) ordnet den Lagrange-Koordinaten einen Punkt x des

jtitn (Oti) = Otn Vit tn (2-2)

Der Bewegungs — Operator Zi,y, : B? — E® mit p;, = Ty, (pr,) verschiebt einen materiellen Punkt p
zwischen den Zeitpunkten ¢; und ¢,.

Definition 2-3 (Verschiebung):
Der Differenzvektor
Ut = pt — P (2—3)

heifit Verschiebung. ]

Wir setzen im folgenden stets voraus, dass der Bewegungs — Operator T;,;, ein bijektiver Diffeomorphismus
ist. (Fir die Abbildungen QILti und QIE,:Z, gilt dies nicht: Wahlen wir ein krummliniges Koordinatensystem (wie
z.B. Kugelkoordinaten), so koénnen singuliire Punkte, Kurven oder Flichen auftreten. In diesem Fall miissen
weitere Karten und Abbildungen eingefiihrt werden (Metasysteme), um die Singularitéten zu iiberbriicken.)
Daraus folgt, dass zwei Punkte, die im Grundzustand infinitesimal benachbart sind, zu allen Zeitpunkten in-
finitesimal benachbart bleiben; falls zwei Punkte im Referenzzustand endlichen Abstand besitzen, bleibt diese
Eigenschaft ebenfalls erhalten. Insbesondere bleiben materielle Randpunkte eines sich deformierenden Kontinu-
ums stets Randpunkte und innere Punkte stets innere Punkte.

Diese Annahmen stellen eine weitreichende Einschrankung dar; fiir die sich deformierende Erde sind sie i. allg.
nicht erfiillt. So liegen bei Verwerfungen, Faltungen, Furkationen (wie etwa bei Konvektionsstrémen) oder der
unterschiedlichen Rotation von Kern und Mantel charakteristische Unstetigkeiten vor. In diesen Féllen kann
die hier vorzustellende Theorie nur mit Modifikationen angewandt werden. Wenn es Unstetigkeitsflichen gibt,
muss beispielsweise der Erdkorper in mehrere Teilkorper zerlegt werden, deren Grenzen gerade die Unstetig-
keitsflichen sind. Es miissen dann fiir diese Grenzen Randbedingungen formuliert werden (siehe z.B. K.Aki,
P.Richards (1980, p.38)).

Bisher wurden die beiden Karten Kp und g bzw. die Abbildungen uL ¢, und uF ¢, nicht néher spezifiziert. Im
Sinne der vorher ausgefiithrten Eigenschaften der Euler’schen bzw. Lagrange’schen Beschreibung préizisieren wir
nun die Definition 2-2:
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Definition 2-4 (Euler’sche und Lagrange’sche Abbildungsvorschrift):

(AZ, ) 0Ty, oAF,, =Tk, (1. kommutatives Diagramm) (2-4)
und

(A5, ) oy, o AN, =Tk, (2. kommutatives Diagramm) (2-5)

[

Dies bedeutet:

1. Die Abbildungsvorschrift 2 t; ist fiir jeden Zeitpunkt dieselbe; der Index t; kann daher weggelassen wer-
den (“der Beobachter ruht im Bezugssystem”).

2. Der materielle Punkt p behélt im Laufe seiner Bewegung seine Lagrange-Koordinaten bei (“der Beobachter
ist an ein bewegtes Teilchen angeheftet”). Die Lagrange’schen Koordinaten werden daher auch materielle
Koordinaten genannt. Umgekehrt werden sich fiir einen festen Raumpunkt x die Lagrange-Koordinaten
im Lauf der Zeit &ndern.

Offensichtlich wiirde im Prinzip bereits eine Karte gentigen; die Forderungen wurden ja an die Abbildungsvor-
schriften gestellt. Wir behalten jedoch im folgenden die zwei Karten bei, da hierdurch die Schreibweise entlastet
wird: Um die Bewegung eines materiellen Punktes zu erfassen, werden wir die Beziehungen zwischen den Eu-
ler’schen Koordinaten einerseits und den Lagrange’schen Koordinaten und der Zeit andererseits betrachten.
Diese Beziehungen sind durch die folgenden Verkniipfungen bestimmt:

Definition 2-5 (Abbildung zwischen Lagrange’schen und Euler’schen Koordinaten):

P

7

ICL — ICE mit
o (XF) = (X5 t) o= (A7) o Ty, 0 Uy, ) (X5)

_ ((mE)*l o mLti) (XK)

Umkehrabbildung:
(2-6)
.‘{tK : Kg — K mit
(@) = 2@k )= (@) o (Tue) 0 2P) (1)
= (@)t ou”) (a)
(3. kommutatives Diagramm)
[

Wir verzichten meist auf die Funktionssysmbole t*(X* ) bzw. %' (2*,t) und schreiben stattdessen z* =
oF (XK 1) baw. XK = XX (2% t). Damit folgen wir im wesentlichen der Notation in C. Eringen (1962). Fiir den
Grundzustand setzen wir im folgenden stets voraus, dass die Euler’schen und die Lagrange’schen Koordinaten
iibereinstimmen; d.h. dass

aF(XE ) = 0% XK und XK (2F ty) = 6Kk (2-7)
gilt. Das bedeutet auch, dass A7 = A, .
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Anmerkung 2-1 :

Wir kénnen die Bezichungen zwischen z* einerseits und X* und t andererseits im Sinne einer Koordinatentransforma-

tion, aber auch im Sinne einer Punkttransformation interpretieren. Der ersten Sichtweise entspricht die Schleife

mLti =A"o &, = 2[Lto oF, (2-8)

im 3. kommutativen Diagrammen. Da A" nicht zeitabhéngig ist, legt ¥, den zeitabhéngigen Teil der Abbildungsvor-
schrift QlLti fest. Der zweiten Sichtweise entspricht die Schleife

Figr, = Ao 5, ° (mLto)il- (2-9)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist allein r,, zeitabhingig und legt daher im wesentlichen die Verschiebung des ma-
teriellen Punktes P fest. Da im Grundzustand die Koordinatensysteme identisch sind, bleibt in dieser Interpretation das
Koordinatensystem fiir alle Zeitpunkte ein- und dasselbe. Ein materieller Punkt P, der im Grundzustand den Ortsvektor
P bzw. die Ausgangskoordinaten xz* = §% X* besitzt, wird dann zum Punkt p mit den Koordinaten z* = ¥ (XX, 1t)
verschoben bzw. abgebildet. In diesem Sinne sind die Koordinaten X* Parameter der Bewegung, némlich die Anfangs-
werte der Euler’schen Koordinaten.

Die Verschiebung u ergibt sich entsprechend dem 4. kommutativen Diagramm aus

u=A" (XK 1) - A" (0F X ). (2-10)
Einer Verschiebung u im Vektorraum entsprechen in den Karten g und K; Koordinatendifferenzen:
Definition 2-6 (rdumliche und materielle Koordinatenénderungen):

Ak =P (XK 1) — ok XK OXKE = x5 (b t) — o a® (2-11)

Az* bedeutet also die Differenz zwischen den Euler’schen Koordinaten eines materiellen Punktes im verscho-
benen - und im Grundzustand. Da X% die Umkehrabbildung von ¥ ist, folgt

XK = —AzFsE. (2-12)

2-1.2 Lokale Basen und ihre Transformationen

Durch Differentiation des Ortsvektors nach den Koordinaten X% bzw. ¥ gewinnt man lokale Basisvektoren,
die fiir nichtsingulire Punkte den R?® aufspannen. Wir unterscheiden jeweils zwei Arten von Basisvektoren in
der Mannigfaltigkeit im Grundzustand und zu einer allgemeinen Zeit t:

Definition 2-7 (lokale Basisvektoren):

opP 0 LM oP 0 LK m
Gk = IXE — aX—K(Qlo X)) Chi= o % = W(mo (X7 (=™, 1))
. (2-13)
op  oA"(zh) Oop 9 LiyvM
= —= C = = X t
Bk = Gk Oxk K7 9XK — 9xXK (X))
Mit Hilfe des Innenproduktes < -,- > des R® werden wie iiblich die kontravarianten Basisvektoren implizit
durch
< g, g >=0, usw. (2-14)
definiert. ]

Diese Definitionen beziehen sich auf materielle Punkte, wobei G und cj, als Ableitungen des Ortsvektors des
Punktes im Referenzzustand, g und Cx dagegen als Ableitungen des Ortsvektors des Punktes zur Zeit ¢ defi-
niert sind. Wir nehmen im folgenden stets an, dass ¢, und g, mit z* = ¥*(X* ¢) als Argument zu bilden sind,
so dass XX fiir alle Basisvektoren der gemeinsame Parameter ist. Wihlt man ¢ = t¢, so fallen c; und gy ebenso
wie Gg und Cg zusammen.
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Lemma 2-1 (Transformation von Basisvektoren):

Unter den genannten Voraussetzungen gelten mit den Abkiirzungen XX ;. := 0X%/0zF, 2F i := 02F/0XK
folgende Transformationsformeln fiir die kovarianten Basisvektoren:

ek = XXk Gg Gk = 958k gr = X", Ck
(2-15)
Ck ="k gk gr = gt Gg Gk = 2"k cx.
mit
g =< g G* >, gk =< Gg,gF >
(2-16)
Fiir die kontravarianten Basisvektoren gilt
Ck — xk7K GK GK — gé{gk gk — xk7K CK
(2-17)
CK = XK , gk gk = gk GK GK = XK, c*.
]

Geméf} der Einstein-Konvention ist iiber Indices, die in einem Produkt doppelt vorkommen, zu summieren.
Die Transformationsmatrizen [gX], [g%] heifien shifters. Die Transformationsformeln der mittleren Spalte un-
terscheiden sich von den iibrigen dadurch, dass hier Basisvektoren ineinander iiberfithrt werden, die i. allg. in
verschiedenen réumlichen Punkten definiert sind. Der Beweis der Transformationsformeln ergibt sich aus der
Definition 2-7, dem 3. kommutativen Diagramm und der Kettenregel.

Die Jacobi-Matrix 2*,x wird auch pull-back-Operator genannt; mit ihrer Hilfe kann die Euler’sche Koordina-
tenbasis {gy} in die Lagrange’sche Koordinatenbasis {Cg} iiberfiihrt werden. Entsprechend heifit die Matrix
XX i auch push-forward-Operator.

Die Determinante von z*, ;¢ bezeichnen wir mit

ji=deta® k. (2-18)

Aus den Innenprodukten gleichartiger Basisvektoren ergeben sich die Metrikkoeffizienten der Euler’schen bzw.
Lagrange’schen Koordinaten:

Definition 2-8 (Metrikkoeffizienten):

Grr =< Gg,GL >, cu=<cp,c >, gu=<gkrg >, Cxr=<Cg,Cr> (2-19)

Abweichend von C. Eringen 1962 verstehen wir unter den kontravarianten Koeffizienten stets diejenigen, welche
sich durch Inversion der Matrizen der kovarianten Koeffizienten ergeben:
GKLGLM = 5ﬁ Uusw.

]

Die Metrikkoeffizienten erlauben es, in der Umgebung von Punkten der Mannigfaltigkeit Bogenelemente aus
Koordinatendifferenzen abzuleiten:

dS? = GrrdXXdXLt = cpyda*dat
(2-20)
dS2 = gkld:ckd:cl = CKLdXKdXL

dS bedeutet hier ein materielles Bogenelement im Grundzustand, ds das entsprechende Bogenelement im
verdnderten Zustand zur Zeit t. Auch hier wird grundsitzlich angenommen, dass die Gréflen g und Ckp
im (verschobenen) materiellen Punkt P (Ortsvektor p) zur Zeit ¢, Gxr und ci; dagegen im selben materiellen
Punkt P im Grundzustand (Ortsvektor P) zu bilden sind. Ebenso ist dX¥ in den letzten beiden Formeln als
fest zu betrachten, wihrend dz¥F = dxk(XK, dX T t) von der Zeit t abhingt.
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Lemma 2-2 (Transformation von Metrikkoeffizienten):

Die Transformationsformeln zwischen den eingefiihrten kovarianten Metrikkoeffizienten lauten:

Ckr =2,k 2',1 gi gk = 95 91 Gk Grr =" g al,pcn
g = XK, XL, Ckr Gkr = 95 9% g e = XK X, Gkr. (2-21)
Fiir die kontravarianten Koeffizienten gelten die Transformationsformeln
CKL — XK | XL, gH g = gh gt GKL GEL — XK | XL cM
gM = 2 g ol OKT GEL = gl gL ght K= gk ezl GEL (2-22)
]

Insbesondere aus den Metrikkoeffizienten Ckj, werden im Abschnitt 2-2 Mafle fiir die Deformation abgeleitet.
Im Abschnitt 2-2.5.2 werden die Transformationen zwischen Cg und G g sowie zwischen Ckr, und Gk, in den
Verschiebungskoordinaten linearisiert.

2-1.3 Untermannigfaltigkeiten

Definition 2-9 (materielle Kurve):

Durch die Parameterdarstellung
XK =xK@g), ¥ .R>D,—-Ky, SeD,, Kec{l,23} (2-23)

ist eine materielle Kurve gegeben, die i. allg. im Lauf der Zeit verschoben und gedehnt wird. Liegt ein materieller
Punkt zu irgendeinem Zeitpunkt auf der materiellen Kurve, so auch zu allen anderen Zeitpunkten. Wir fordern
von einer materiellen Kurve, dass sie im Grundzustand geniigend glatt und doppelpunktfrei sein soll. [

Definition 2-10 (materielle Fliche):

Durch die Parameterdarstellung
X5 =\XU*, ac{1,2} X* :R*>D, —K,, {U,U*}eD,, Kec{l,2,3} (2-24)

ist eine materielle Fliche definiert. Eine spezielle materielle Fliche ist die Oberfliche des Kontinuums. Wie bei
den materiellen Kurven fordern wir ausreichende Glattheitseigenschaften. Ein Teilgebiet des Kontinuums, das
von einer geschlossenen materiellen Flidche begrenzt wird, heiflt materielles Volumen. [ ]

2—-1.4 Euler’sches und Lagrange’sches Inkrement: Definitionen und Rechenregeln

Sei F' eine beliebige Feldgrofie des Kontinuums, wie z.B. Geschwindigkeit, Druck oder Temperatur. F' soll als
Funktion des rdumlichen Punktes und der Zeit oder als Funktion des materiellen Punktes und der Zeit dargestellt
werden. Es liegt nahe, hierzu die Euler’schen und die Lagrange’schen Koordinaten zu verwenden:

Definition 2-11 (Funktionssymbole):

FeldgroBe als Funktion des Massenelementes:

F =g (p,t) = FA(XR. 1) = FEM(X5,0),1)
(2-25)
FeldgroBe als Funktion des Raumpunktes:

F =35 (x,t) = F&(z",t)
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Wir verwenden also die Funktionssymbole F€ bzw. F* je nachdem ob Euler’sche oder Lagrange’sche Koordi-
naten als Argument benutzt werden. Fiir die Ableitungen der Feldgréfie F nach X% bzw. nach 2* benutzen wir
die Abkiirzungen F,x := F* g (X* t) bzw. Fy:= F€ . (21, 1).

Wollen wir F' zu einem Zeitpunkt t mit seinem Wert im Grundzustand vergleichen, so kann dies entsprechend
in ein und demselben mitbewegten materiellen oder in ein und demselben rdumlichen Punkt geschehen:

Definition 2-12 (Euler’sches und Lagrange’sches Inkrement):
Wir bezeichnen die Differenz
SF(x) := FE(a* t) — F& (2" to) (2-26)

als Fuler’sches Inkrement oder als Stérung, die Differenz
AF(p) = FE(XK 8) = FE(XK 1) (2-27)
dagegen als Lagrange’sches Inkrement oder als Anomalie. [

Rechenregeln fiir diese Inkremente finden sich im Anhang D. Die Bezeichnungen fiir die Koordinaten-Inkremente
wurden bereits in der Definition 2-6 eingefiihrt. Insbesondere gilt

AXE =0, 62F=0. (2-28)

2-2 Geometrische Anderungsbeziehungen

Wir betrachten hier die lokalen geometrischen Verdnderungen zwischen dem Kontinuum im Grundzustand und
dem Kontinuum zu einem festen, beliebigen Zeitpunkt t, wobei der zeitliche Verlauf dieser Anderungen un-
beriicksichtigt bleibt; dieser wird im Abschnitt 2-3 (Bewegung) untersucht. Lokal besteht eine geometrische
Anderung in einer Kombination von starrer Verschiebung, starrer Drehung und Verzerrung. Withrend ein star-
rer Korper nur Verschiebungen und Drehungen zulédsst, dndern sich bei einem deformierbaren Koérper unter
dem Einfluss von Kréften auch die Strecken und Winkel zwischen materiellen Punkten des Kontinuums. Um
die Verzerrung des Kontinuums in einem infinitesimal kleinen Teilgebiet zu beschreiben, werden die materiellen
Punkte infinitesimal benachbart gewéhlt. Wir zitieren die wichtigsten Beziehungen aus E. Grafarend 1982, L.
Malvern 1969 und C. Eringen 1962, wo auch sédmtliche Beweise zu finden sind.

2—-2.1 Liangenverzerrung

Sei X% (.9) eine materielle Kurve, deren Parameter S im Grundzustand mit der Bogenlinge der Kurve identisch
sei. Die Euler’sche Darstellung der Kurve in einem verformten Zustand des Kontinuums sei z*(s(S)), wobei s
wiederum die Bedeutung der Bogenlinge der Kurve (im verformten Zustand) habe.

Definition 2-13 :

Die Vektoren

N n n N
dP(S) = GN(XL)%CJS = c, (2! (XF, t))ddisds, dp(s) = gn(xl)%ds = CN(XL)ddLSdS
(2-29)
sind die infinitesimalen Tangentenvektoren an die materielle Kurve im Referenzzustand bzw. im wverzerrten
Zustand.
]

Fiir entsprechende Linienelemente im undeformierten bzw. deformierten Zustand gilt

dS? =< dP,dP >= GgpdX¥dX"' = cyda®da! ds?> =< dp,dp >= gpda¥ds! = CrrdXKdX"
(2-30)
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Definition 2-14 :

Das Verhéltnis A zwischen den entsprechenden Streckeninkrementen ds und dS einer materiellen Kurve im
undeformierten bzw. deformierten Kontinuum wird Streckung oder Verzerrung genannt; es kann aus

B ds? B CrrdX¥dXxt B gridardat

A= = = 2-31
dS2 GKLdXKdXL ckld:ckda:l ( )
berechnet werden. ]
Definition 2-15 (Cauchy-Green-Verzerrungstensoren):
Wir nennen die beiden (i. allg. voneinander verschiedenen) Tensoren
C .= OKLGK ® G = glek ®ct
c:=GgCloCl=cygheg
Cauchy-Green-Verzerrungstensoren. ]
Die Uberschiebung zweier Tensoren wird in dieser Arbeit mit einem Punkt gekennzeichnet, z.B.
GE @ GL.Gy =< GL, Gy > GE. Damit lisst sich (2-30) auch auf folgende Weise darstellen:
ds? = dP.C.dP = dp.L.dp
(2-32)

dS? = dP.LdP = dp.c.dp

Das bedeutet: Uberschieben wir den Cauchy-Green-Tensor C von beiden Seiten mit dem infinitesimalen Tangen-
tenvektor des unverzerrten Zustandes, so erhalten wir das quadrierte Bogenelement des verzerrten Zustandes;
iiberschieben wir den Cauchy-Green-Tensor ¢ von beiden Seiten mit dem infinitesimalen Tangentenvektor des
verzerrten Zustandes, so erhalten wir das quadrierte Bogenelement des unverzerrten Zustandes.

Die Differenz zweier entsprechender quadrierter Lingenelemente, die Elongation, ist durch

d52 - dS2 = (OKL - GKL)dXKdXL = 2EKLdXKdXL
(2-33)
= (gm — ckl)d:vkd:vl =: ey dxFdat
gegeben. Die Koeffizienten Fx bzw. e konnen ebenfalls als Komponenten von Tensoren aufgefasst werden:
Definition 2-16 (Euler-Lagrange-Verzerrungstensoren):

Die beiden (i. allg. voneinander verschiedenen) Tensoren

E:= Ex;GE @ GL =eych @ c! (2.34)
2-3

e:=FEx CE@CF=cyghagl
heiflen Euler-Lagrange- Verzerrungstensoren. [
Analog zu den Cauchy-Green-Verzerrungstensoren gilt: Uberschieben wir den Euler-Lagrange-Tensor E von bei-
den Seiten mit dem infinitesimalen Tangentenvektor des unverzerrten Zustandes, so erhalten wir die Elongation;
iiberschieben wir den Euler-Lagrange-Tensor e von beiden Seiten mit dem infinitesimalen Tangentenvektor des
verzerrten Zustandes, so erhalten wir ebenfalls die Elongation.
Wegen dgF = 0 und AGX = 0 ist 2E die Anomalie von C, 2e die negative Stérung von c:

2E = AC, 2e= —fc. (2-35)

In linearer Niherung fallen die beiden Verzerrungstensoren zusammen:

Exe.
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Die Komponenten Fij bzw. eg; kénnen auch mit Hilfe der Ableitungen der Verschiebungskomponenten ausge-

driickt werden:
2Kk, = UK|L + UL\K+ UM|KUJW‘L
(2-36)
2e1 = Up|y e — U kW)

(siehe z.B. Eringen 1962 S. 15; ein vertikaler Strich vor einem Index bedeutet hier die kovariante Ableitung,
und zwar bei groBgeschriebenen Indices stets beziiglich der Basis {Gx)} bzw. {GX}, bei kleingeschriebenen
Indices stets beziiglich der Basis {gy)} bzw. {gF}.)

Die Streckung ist i.allg. richtungsabhéngig. Die Richtungen in der unverzerrten Mannigfaltigkeit, fiir welche die
Streckung extremal wird, heiflen Hauptverzerrungsrichtungen, die entsprechenden Streckungen Hauptstreckun-
gen. Die Hauptverzerrungsrichtungen werden durch die Vektoren (Hauptverzerrungsvektoren)

dp

g, = NE Gg, a€{1,2,3} (2-37)
reprasentiert. IThre Komponenten
K ax®
N7, = IS (2-38)

sind gerade die Ableitungen der Lagrange’schen Koordinaten nach der Bogenléinge, die einem Fortschritt in der
Hauptverzerrungsrichtung entsprechen. Die Extremwertaufgabe

NK Cgp NE L Extremum
(2-39)
!
NE Gy NI = 1 (Nebenbedingung)
fiihrt mit der Methode von Lagrange auf das allgemeine FEigenwertproblem
(CKL — AQGKL)NL =0
(2-40)

NEGgp NI =1 (Nebenbedingung)

Durch Uberschiebung mit den kontravarianten Metrikkoeffizienten GM¥ liisst sich das allgemeine Eigenwert-
problem in ein spezielles Eigenwertproblem {iberfiihren:

(GMECK, — A26)NL = 0
(2-41)
NEGgr NI =1 (Nebenbedingung)

Fiir reguliire Punkte existieren stets genau drei reelle, positive Eigenwerte (wenngleich die Matrix des Eigenwert-
problems i. allg. nicht symmetrisch ist). Die positiven Wurzeln der Eigenwerte A2 sind die Hauptstreckungen.
Die Hauptverzerrungsvektoren im Urbild dP, und im Bild dp, lassen sich gerade aus den zugehorigen Eigen-

vektoren bestimmen:
dP, = N Gk dS dp, = NECxk dS (2-42)

Hauptverzerrungsvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, sind in Urbild und Bild zueinander ortho-
gonal. Falls zwei oder gar alle drei Eigenwerte gleich sind, sind die Hauptverzerrungsrichtungen nicht eindeutig
definiert; wird beispielsweise eine infinitesimale Kugel in ein infinitesimales Rotationsellipsoid verformt, so ist
jeder Vektor, dessen Bildvektor in der Aquatorebene des Ellipsoides liegt, Hauptverzerrungsvektor. Es lisst sich
jedoch stets ein orthogonales Tripel N% G finden, so dass (2 — 40) fiir alle drei Vektoren erfiillt ist.

Das duale Eigenwertproblem
(Ckl — )\Qle)nl = 0
(2-43)
n*gun' = 1 (Nebenbedingung)

liefert die normierten Koordinaten n¥ der Bilder der Hauptverzerrungsvektoren (beziiglich der Basis gj,), die
Eigenwerte A2 sind die Reziprokwerte der Eigenwerte A2,

1
Aa ds a ( )
Dies wird offensichtlich, wenn die erste Gleichung in (2 — 43) mit x*,x multipliziert und
da! dxt ds
! !
== = — 2-4
e T s . T T TAS dsa (-45)
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eingesetzt wird. Mit den Transformationsformeln (2 — 21) ergibt sich gerade das Eigenwertproblem (2 — 40).
Wir kénnen also % in (2 —45) mit N% identifizieren und erhalten die Beziehungen

nk, = N\o2¥ x NE NE = Ay X5 0k, (2-46)

(iiber « ist hier nicht zu summieren). SchlieBlich fithren wir die reziproken Komponenten N% und n%, ein:

3 3
Z NI&NO[K = 6LK Z nlanak = 6lk. (2—47)
a=1 a=1

Die Bilder verschiedener Hauptverzerrungsvektoren sind wie diese selbst aufeinander senkrecht, so dass der
Zusammenhang zwischen den normierten Bildern und den Urbildern durch eine Drehung hergestellt werden
kann:

n*.gr =R, g 0g" N Gk = R g @ g™ Nigie = R, g N (2-48)

Dabei sind die Koeffizienten R',, fiir alle o € {1,2,3} dieselben. Wir haben hier wieder die Tensorschreibwei-
se benutzt, um Fehlinterpretationen auszuschliefen, die durch die Kombination unterschiedlicher Indextypen
entstehen konnten: die Bilder der Hauptstreckungsvektoren werden {iiblicherweise in der Basis g, die Haupt-
streckungsvektoren selbst in der Basis Gg dargestellt. Die lineare Beziehung zwischen den entsprechenden
Komponenten enthélt daher nicht nur eine Drehmatrix [R!,,], sondern auch die shifters gt .

Die Matrizen [R!,,] sind orthonormal; die zu R = R', g ® g™ inverse Drehung lautet
R =R\ g"@g.=R erg"

Mit [R;]™" = [R] und R'j := g} R, ergeben sich die Bezichungen

nla = leg%N{g = RlKNIgz N{g = gf?ikanka = RkKnka (2 49)
n% =R g N% = R" N% N = gRR' ,n% = R gnf

Durch Uberschiebung der beiden linken Gleichungen mit N, N9, erhilt man die Koeffizienten R',,;, R, des
Drehoperators R:
Ry =n! N RM = NYn¢, (2-50)

2-2.2 Interpretation der lokalen geometrischen Anderung als Drehung und Verzerrrung

Mit Hilfe der Drehmatrizen [R!,,] und der Koordinaten C des Cauchy-Green-Verzerrungstensors kann ein ak-
tuelles Koordinateninkrement dz* als Funktion des entsprechenden Inkrementes im Grundzustand dX ¥ angege-
ben werden; die geometrische Anderung in der Umgebung eines Punktes lisst sich damit als Kombination einer
Drehung und einer Verzerrung interpretieren. Insbesondere wird eine infinitesimale Kugel in ein infinitesimales
dreiachsiges Ellipsoid abgebildet. Die Interpretation gestaltet sich besonders einfach, wenn die Verschiebungen
und das zugehorige Gradientenfeld sehr klein sind, wenn also eine Abbildung nahe der Identitét vorliegt. Dies
setzen wir in dieser Arbeit stets voraus. Dennoch skizzieren wir die Aufspaltung bzw. Partitionierung des Ver-
schiebungsfeldes auch fiir endliche (grofie) Verschiebungen bzw. Verschiebungsgradienten. Es sollen wiederum
nur die wichtigsten Zwischenergebnisse aus C. Eringen (1962) erldutert werden.

Wir ordnen die Eigenwerte Ay, A, in den Diagonalmatrizen [A%], [A%] an und definieren damit die folgenden
Matrizen:

Definition 2-17 (lokale Schermatrizen):

U] = [N AN [u] := [ A% (2-51)

Die Inversen dieser Matrizen lauten:
[U5] == U5 = NS XN [a',,] = [u',,] 7" = [0, A%n,,] (2-52)
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Lemma 2-3 :

Ki7L _ AKL k,l _ Kkl
UhU% =G*"CLum uu',, = g% cim

o (2-53)
UIEUII/V[ = CKLGLM ’ﬁkl’ﬁlm = Cklg[m
]
Beweisskizze:
Offensichtlich erfiillen NZ, und A% bzw. n', und A% die Eigenwertgleichungen
UL NE = NBAS,
2-54
ufnl  =nk AP ( )
U a ™ B«
Durch Multiplikation mit UM bzw. u™ folgt
MK afL _ M A«
UKULNAY—NO[A[,A@Y
(2-55)

m k.l _—_ . mya \0
uutnt, = nAGA .

Somit haben jeweils die Matrizen [UM-U% ] und [GME Ck 1] sowie [u™u¥] und [g™*cy;] dieselben Eigenvektoren
und Eigenwerte. Wegen der Eindeutigkeit der Eigenwert-Eigenvektorzerlegung ergibt sich daraus die Identitat
dieser Matrizen. ]

Anmerkung 2-2 :

Setzen wir (2-49) in die Definition (2-51) ein und beachten (2-54), so erhalten wir die Verkniipfungen
U = RSa"R'; u* =R ;UKRE (2-56)

(siehe Toupin 1956 art. 4; diese Beziehungen lassen sich auch auf beliebige reelle Potenzen von g eim bzw. GELCLy
verallgemeinern.)

Losen wir die Gleichungen (2-46) nach z* ;¢ bzw. XX ;. auf und verwenden (2 — 49) und (2 — 51) so folgt

Satz 2-4 (Partitionierung der Jacobi-Matrizen):

ok = RF UL = ub R,
, (2-57)
XKy =R"Xu, =U5RE
Ein aktuelles Koordinateninkrement dz* kann damit als Funktion des entsprechenden Inkrementes im Grund-
zustand dX* und dem Koordinatentripel X* bzw. 2! angegeben werden:

dok = da®(XE dXEt) =aF xdXK = RN ULdXE =ua*R . dXX (2-58)

Wir haben damit die lokale Anderung des Kontinuums in eine reine Scherung (Matrix [U*]) und eine Drehung
(Matrix [RkM]) zerlegt, wobei es sich um eine multiplikative Verkniipfung dieser Abbildungstypen handelt. Es ist
i. allg. die Reihenfolge der Transformationen zu beachten, da Matrizenprodukte nicht kommutativ sind. Diese
Zerlegung ist auch fiir endliche Drehwinkel giiltig. Im Falle von kartesischen Koordinaten sind die shift-Matrizen
gerade Einheitsmatrizen; die gefundene Partitionierung entspricht dann der bekannten Zerlegung einer regulédren
Matrix in das Produkt einer symmetrischen und einer orthonormalen Matrix (“polare Zerlegung”).

Sind die Drehwinkel sehr klein, ist also die Drehmatrix R := [R! ] nahezu mit der Einheitsmatrix identisch, so
gelingt in linearer Ndherung auch eine additive Zerlegung. Wir stellen die Drehmatrix mit Hilfe von Cardan-

Winkeln «, g, v dar:

R=R{(a)-R5 () Rj(7) mit

1 0 0 cosB 0 —sing cosy siny 0
Ri(a)=| 0 cosa sina |, Ry(f)= 0 1 0 |, Rs(y)=| —siny cosy 0 (2-59)
0 —sina cosa sinf 0 cos 3 0 0 1
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cos 3 cosy —cos(siny sin 3
R(o,8,7) = | sinasinfcosy+ cosasiny cosacosy —sinasinfsiny —sinacosf (2-60)

sinasiny — cosasin fcosy cosasin @sinvy + sin a cosy cos o cos 3

Da wir annehmen, die Drehwinkel seien klein, diirfen wir die trigonometrischen Funktionen linearisieren und

erhalten
0 —
R~I+6R=1+ ~ 0 —a |. (2-61)
-0 « 0

(Das Zeichen = soll in der vorliegenden Arbeit stets “in linearer N#herung” bedeuten.) Fiir kleine Drehwinkel
kann also die Drehmatrix additiv in die Einheitsmatrix und eine antisymmetrische Stormatriz zerlegt wer-
den. Umgekehrt kénnen wir jedes lineare, antisymmetrische Verschiebungsfeld in linearer N&herung als “kleine
Rotation” interpretieren und sogar die Cardan’schen Drehwinkel direkt aus der Matrix ablesen.

Anmerkung 2-3 :

Es ist zu beachten, dass wir es hier mit einer Punkttransformation oder aktiven Transformation zu tun haben - im Ge-
gensatz zu einer passiven oder Koordinatentransformation. Bei ersterer ist das Koordinatensystem fest und die Punkte
bzw. materiellen Elemente bewegen sich, bei letzterer verhélt es sich umgekehrt. Wenn die Transformation linear ist
(was fiir eine Rotation offensichtlich zutrifft), dann ist die Transformationsmatrix der aktiven Transformation gerade
die Inverse der passiven. Im Fall der Rotationsmatrix gleicht diese Inverse der transponierten Matrix; fiir die dktivelin-
earisierte Drehmatrix bedeutet dies, dass die Vorzeichen gegeniiber der passivenlinearisierten Drehmatrix vertauscht sind.

Zerlegen wir auch die Matrizen [UL,] und [u"] jeweils in die Einheitsmatrix und eine Stérmatrix [§U%,] bzw.
[6F,], so erhalten wir aus (2-58) in linearer Néherung die additive Zerlegung

de* = daF (XK dXTt) =k g dXKE
(2-62)
= {9".(0k +0U') + 6RN g yaX ™ = {(6] + OR" + 6u¥)gjdX

In linearer Niherung ist es somit ohne Bedeutung, ob zuerst die Drehung oder zuerst die Streckung ausgefiihrt
wird.

Die Matrizen [UL,] und [@¥] kénnen noch weiter zerlegt werden in einen Dilatationsanteil (Anteil, der einer
Volumeniinderung entspricht) und einen reinen Scheranteil. Beziiglich weiterer Einzelheiten verweisen wir auf
die Lehrbiicher der Kartenprojektionslehre oder Kontinuumsmechanik.

2-2.3 Volumenverzerrung

Lemma 2-5 :

Die Volumenelemente des Grundzustandes bzw. des deformierten Zustandes lauten

X = \/det[Gpy)dX T dX?dX?  dPx = \/det[gim]dz’ da? da® = \/det[Cpp)d X dX? d X3 (2-63)

Zwischen verzerrtem und unverzerrtem Volumenelement besteht daher die Beziehung

det Cuyn det grmn . det gmn
Bx = || o d3X = ([ 2§ dPX = | 2T det 2F i dPX 2-64
X det Gyn det Gyn J det Gyn SLTK ( )
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2—2.4 Fliachenverzerrrung

Es sei F ein materielles Fliachenstiick des undeformierten Kontinuums, N dessen Normalenvektor, das Flidchen-
element wird mit d2X bezeichnet, das Produkt beider, der sogenannte Flichenvektor, mit dA = Nd2X. Die
entsprechenden Gréfen des deformierten Kontinuums lauten n, d?x bzw. da. Die Flichenvektoren werden mit
Hilfe der eingefiihrten Basisvektoren dargestellt:

dA = GXdAx da=gFda, = CKdax (2-65)
Den Flachenvektor im Grundzustand erhalten wir aus

oOXE ox*t
out ou?

opP y oP 9XKoxt
XK~ 9XL oul oU?

dA = dUNU? = Gk x G, dUNdU? =

(2-66)

XK ox*
= exanGY S o dU AU

dabei sind eg s die kovarianten Koordinaten des Levi-Civita-Tensors:

1 falls KLM gerade Permutation von 1,2,3
exrm = VdetGrrexrn = VdetGry ¢ —1 falls KLM ungerade Permutation von 1,2,3 (2-67)

0 sonst

Analog berechnet man den Fléchenvektor im verzerrten Zustand des Kontinuums und gelangt zu folgendem
Lemma 2-6 (Flichenverzerrung):
Die Beziehungen zwischen den einzelnen Komponenten und den Fléchenelementen lauten:
det gmn . det gmn .
dig = | —="" jdAx dap = | —— jX5 1 dA
“K det Gyn JALK @ det Gyn J R OOK

. det Cyrnv
- det G]WN

(2-68)

(d®*X)? = GEEdARdAL  (d*x)? gMXE L XL dAKdAL

Der Faktor zwischen dax und dAg ist gerade die Volumenverzerrung.

2-2.5 Linearisierungen

2-2.5.1 Linearisierung von Koordinatendifferenzen und Verschiebungskoordinaten

Sukzessive werden wir die Feldgleichungen beziiglich der vorkommenden Unbekannten linearisieren. Vorausset-
zung dafiir ist, dass die zu linearisierenden Groflen geniigend glatt sind. Wir kénnen die unbekannten Gréfien im
wesentlichen auf die Koordinatendifferenzen Az* oder auf die Verschiebungskoordinaten zuriickfithren (die Zeit
hat bisher nur den Charakter eines Indices). Wir zeigen zuniichst, dass in linearer Niherung die Koordinaten
des Verschiebungsvektors mit den Koordinatendifferenzen iibereinstimmen. Dazu stellen wir den Verschiebungs-
vektor u mit Hilfe der Basisvektoren g bzw. G dar:

u=1u'g, =UKGg (2-69)
Lemma 2-7 :
In linearer Niherung gilt
Azk ~ P XK ~ UK (2-70)
]
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Beweis von Lemma 2-7 :

Taylorentwicklung von AF bis zum linearen Glied ergibt (die Abkiirzung =~ bedeutet im folgenden “in linearer
Niherung” ):

E(. 1 E el l ElamElk By, 0T E (¢l k
p=AP() = AP(E + Ar) m AP + T () Ark ~ AP + T (o) Ak~ AP () + g At
(2-71)
andererseits gilt (vgl. 4. kommutatives Diagramm)
p=P+u=2A7) +ubg. (2-72)
Durch Koeffizientenvergleich folgt die erste Gleichung in (2-70). Wegen A* = 2} o = gilt
p=AJ(EL (XK 1) =AJ(XE - oXL)~ Af(XE) - oA (X"ysx*
o= ) 0 0 IXK (2-73)
~ AL(XE) - Gg XK,
woraus sich die zweite Gleichung in (2-70) ergibt. ]
Aus (2-12) folgt auch
ub ~ kUK. (2-74)
2-2.5.2 Linearisierungen von Basisvektoren, shifters, Metrikkoeffizienten und Christoffel-
symbolen
Lemma 2-8 (Linearisierung der Basisvektoren Cr, C’, g, g’) :
Cx= Gg+ UL‘KGL =:Gg + GRAD u.Gg C/~ G/-— UJ‘MGM =G’ —-G’. GRAD u
gr~ Gr(p + ©OTfy,suM) g~ G~ [Dry,6UN)
(2-75)
Dabei sind (9)TK,, die Christoffelsymbole, die sich auf die Basis {G ¢} beziehen. |

Beweis von Lemma 2-8 :

Das Lagrange-Inkrement der Basisvektoren Cg berechnen wir mit Hilfe der Definition (2-7) zu

op opP ou I
Cr =3xk = gxk T oxx — Gr TUxGL

Diese Beziehung gilt im iibrigen streng. Die Formel fiir die kontravarianten Basisvektoren zeigt man durch
Bilden des Innenproduktes mit den kovarianten Basisvektoren:

< Cg,C7 >=6.
Ebenfalls aus der Definition (2-7) folgt die Linearisierung von gj:

op oP ou

8= ot = (Gxr + oy X w = G+ URGL)EE - U0 o))

~ GgoE — GLUL k08 + GLoE (UL x +OTL,,UM) = G (65 +( @ TK, sLUM)

Die Formel fiir die kontravarianten Basisvektoren g/ zeigt man wieder durch Bilden des Innenproduktes
< gk, g >~ 5. [
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Lemma 2-9 (Linearisierung der Metrikkoeffizienten):

Cun = Gun+ACyn CKL = GKL L ACKL
~ Gun + UlyGoar + U7, Gy ~ GKL - UL, GKT - UK GIt (2-76)
g~ Grr(6fof + 66 (OrL, UM + §]sk (DT, UM) -
2-77
g GMN(yoy — ooy (DTLUR — 67 (DT],,U9)
u

Beweis von Lemma 2-9 :
Man erhélt den Beweis durch Einsetzen der jeweiligen linearisierten Basisvektoren in die Definition (2-8). Die

Linearisierung von Cjsn kann auch direkt aus (2-35) und (2-36) abgelesen werden. |

Lemma 2-10 (Linearisierung der shifters):

gi¢ = O + UM (T 5] g~ o, = UN (OTL 0] (2-78)

Beweis von Lemma 2-10 :

Man erhélt den Beweis durch Einsetzen der jeweiligen linearisierten Basisvektoren in die Definitionen
gr =< G¥ g1 >, g} =< Gg,g">. .

Lemma 2-11 (Linearisierung der Christoffelsymbole):

Wir bezeichnen mit (“)T¥, - die Christoffelsymbole beziiglich der Basis {Cx}. Aus der Definition der Christof-
felsymbole

1
Oy = §OKN(OMN,L +Cnpsm =CrLm,N) (2-79)
ergibt sich ihre Linearisierung:

Orf,~ OTF, = OTF, UK L+ OrE UL, + OTLUE N +( TR UF + UR s
und (2-80)
(OpPK oM (DK GMI 4 (GOTE GMI) | UL 4 UK 0 GMT — (@DK qLMylT

|
2-2.5.3 Linearisierung von Flichen- und Volumenelement
Wir leiten zuniichst eine Linearisierung der Jacobi-Determinanten j = det(z*, ) her:
Mit Hilfe von
9j
—j XX, 2-81
e sy
(siehe z.B. C.Eringen 1962 S.11) erhalten wir
Lemma 2-12 :
. 0) ; . 6.7 k K, k K
Jj= J+Aj = 1+8ka|OAI K=14+0u" k=14+U" (2-82)
|

Aus (2-64), (2-82) und (2-77) oder (2-76) kann (2-83) hergeleitet werden:
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Lemma 2-13 (Linearisierung des Volumenelementes):

d’x = (1+ UM )d®X =: (1 + DIV u)d®X (2-83)

Aus (2-68) und (2-83) ergibt sich mit XX, ~ §& + 60X % 1 oL:
Lemma 2-14 (Linearisierung des Flichenvektors):

dap, = (14 DIVw) XX, dAx = (1+ U7, (6 + 9Ty UM} — UN 6f)dAKk
— nd’x= ghday ~ [(1+U7],)dAL — dAgU* |GF (2-84)

~ NdX.[(1+ DIVu)l— GRAD u]

2-2.5.4 Beziehung zwischen Anomalie und Stérung

Ist die Anomalie AV einer Feldgrofle ¥ eine glatte Funktion der Lagrange-Koordinaten, so braucht dies fiir
die Storung ¥ nicht der Fall zu sein und umgekehrt. Als Beispiel betrachten wir die starre Verschiebung einer
homogenen Kugel. Die Anomalie der Massendichte Ap verschwindet fiir alle materiellen Punkte identisch und
ist daher beliebig oft stetig differenzierbar. Dagegen ist die Dichtestérung do eine unstetige Funktion der Euler-
Koordinaten: Fiir Raumpunkte, die sowohl vor als auch nach der Verschiebung innerhalb der Kugel gelegen
sind, verschwindet die Storung, ebenso fiir Punkte, die vorher und nachher auflerhalb liegen. Dagegen betragt
die Storung fiir Raumpunkte, durch welche die materielle Grenzfliche im Lauf der Verschiebung hindurchtritt,
+o.

Fiir den Fall, dass sowohl Stérung als auch Anomalie geniigend glatt sind, gilt unabhéngig davon, um welche
Feldgrofle W es sich handelt, in linearer Ndherung der Zusammenhang

Lemma 2-15 (Beziehung zwischen Anomalie und Stérung):

ov

£
~ 1 k
AV = U + W(ﬁ ,to)’u,
(2-85)
ove _p K
oU ~ AV — XK (2%,t0)U
]
Dieses Lemma folgt aus der Linearisierung der 2. Rechenregel in (D-1).
2-2.6 Differentialoperatoren und ihre Linearisierung
Definition 2-18 (Gradientenoperatoren):
Es sei F(x,t) eine Funktion von Ort und Zeit. Wir benutzen folgende Gradientenoperatoren:
aFg(Ilvt) k(,.m 8FL(XL7t) K M
(2-86)
OFE (2 t) 1o m OFS(X" 1) (k(ym
]

Mit dem Symbol “grad” wird demnach der iibliche Gradient bezeichnet, mit dem Symbol “GRAD” dagegen
ein Gradient, der die geometrischen Verhéltnisse des unverzerrten Zustandes zugrundelegt (vgl. J. Marsden, T.
Hughes 1983). Es wird der Funktionswert F' zur aktuellen Zeit ¢ dem materiellen Punkt p zugeordnet und das
Kontinuum “wieder in den Grundzustand gebracht”, wobei F' im materiellen Punkt unveréndert bleibt. Dann
wird der Gradient beziiglich der Geometrie des Referenzzustandes gebildet und schlielich parallel von P nach
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p verschoben. Auch der Operator GRAD bezieht sich also auf die Zeit ¢. Zur Zeit to fallen beide Gradientende-
finitionen zusammen.

Wir stellen mit Hilfe von (2-75) eine linearisierte Beziehung zwischen grad F und GRAD F her:

aFﬁ(XM,t)GK _OFE(XM )
OXK OXK

grad F ~ GRAD F — GRAD F.GRAD u = UL G*. (2-87)
Bei der Linearisierung der Bewegungsgleichungen werden in Abschnitt 2-5.3 zwei Sonderfille auftreten: Sei

erstens
F = F*(XX) unabhiingig von ¢. Dann gilt

(2-88)
grad F|(P,t0) = GRAD F|(p,t) = GRAD F|(p,t0)-

Sei zweitens
F = F¢(2!) unabhiingig von ¢. Dann gilt
(2-89)
grad F|(p,t0) = grad F|(p,t)-

Beide Aussagen ergeben sich direkt aus den Definitionen (2-86), wenn wir noch C¥ (X%, ¢y) = GX(XL) beach-
ten.

Definition 2-19 (Divergenzoperatoren):

Sei F ein Vektor. Wir bezeichnen mit “DIV” den Divergenzoperator beziiglich der Geometrie des Referenzzu-
standes, mit “div” den Divergenzoperator beziiglich der Geometrie des aktuellen Zustandes zur Zeit t. Es ergeben
sich verschiedene Moglichkeiten der Darstellung, je nachdem in welchem Basissystem der Vektor aufgeldst ist,

b F(p,t) = Fl(a*, t)gi(a™) = FL (X5, )G (X M)

, OF (2 t) o+ OF“ (X5 1) ko K
div F(p,t) :== gk 8~ Fy (2™ 1) = XK C" =FigGL.C (2-90)
OFL(XE t OF¢ (2!t
DIV F(p,t) := #.GK = Fl (X5 t) = %ck = Flg.c*

(GroBgeschriebene Indices bei Komponenten beziehen sich, falls nichts anderes vermerkt ist, stets auf die Ba-
sis {Gk}, kleingeschriebene auf die Basis {gy}; dies gilt auch fiir kovariante oder kontravariante Ableitungen.) m

DIV kann demnach in folgender Weise interpretiert werden: Der Vektor F(xp(Xp,t),t) wird parallel nach Xp
verschoben; danach wird wird beziiglich der Topologie des Referenzzustandes die Divergenz gebildet.

Anmerkung 2-4 :
Ein weiterer Operator konnte folgendermaflen definiert werden: Der Vektor wird nicht parallel zuriickabgebildet, sondern
behélt seine Komponenten beziiglich der sich verdndernden Basisvektoren:FKCK — FKGK; daraufhin wird wieder die

Divergenz DIV gebildet. Dieser Operator wird aber im folgenden nicht benétigt.

Wir linearisieren mit Hilfe von (2 — 75) “div F” beziiglich “DIV F” :

OFL (XL ¢) CK ~ OFL (XL ¢)

divF = —— o (GF = UG (2.01)
~ FX. — F U = DIV F — GRAD F - -GRAD u
Ist F = F/C mit Hilfe der Basis {C,} dargestellt, so gilt wegen
F~F/(G,+UL,Gp) = (F/ + F'UY, )G,
FJ ~F/+FLUY,
und damit (2-92)
divF =~ Ff - FL US ~(F/ + FLU), - FLUS ~ Ft + FLUY,
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Ganz analog konnen wir bei einem Tensor zweiter Stufe verfahren. Die Definitionen (2 — 86) und (2 — 90) lassen
sich auf Tensoren beliebiger Stufe {ibertragen. Ist der Tensor beispielsweise in der Basis {Gg} aufgeldst, so
erhalten wir wieder mit Hilfe von (2 — 75)

F= FELGR®GL

OF
X7’

div F = C’ = ¥ Gk © GL.C7 (2-93)

Q

FEL Gy — FXL UM Gg =DIV F — FEL UM G

Mitunter kommen auch gemischte Darstellungen vor, so z.B. beim Piola-Kirchhoff-Tensor (vgl. (2 — 162)):

F :ﬁKLCK(X)GL ~ (F\KL—I—ﬁMLUKIM)GK@)GL

DIVF =~ (FKb 4+ FMLUK 4 FMLUK )G
divF ~DIVF - FKL UM G 294
~ (FKL 4 PMLUK  — PKL UM 4 PMLUK )G
Linearisierung des Laplace-Operators ergibt:

div gradF ~div (GRAD F — F i UKlLGL) =div (Fix —F,m UM‘K)GKLGL)
zF‘KLGKL—ﬂKMUM?LGKL—DIV (F,MUM‘KGKLGL) (2-95)
= (FigrL — 2F\KMUM\L —Fop UM|KL)GKL

Definition 2-20 (Rotationsoperatoren):
Die Rotation rot bzw. ROT (beziiglich der Topologie des Referenzzustandes) ist definiert durch
rotF:gkx%:CKx%
E(at,t OF£(XE ) (290)
ROTF:c’“X%:GKXTK’
|
Linearisierung von rot beziiglich ROT ergibt:
rot F = CF x Flp G = (GF — U, GY) x Fl G = FI . GR x G — FI, . UN,GM x Gy
(2-97)

= EKLMGLJF{KGM — GKLMGLJF{NUJIVKGM =ROTF — €KLMGLJF{NU]|VKGM,

dabei sind wie in (2-67)e®LM die Koordinaten des Levi-Civita-Tensors beziiglich der Basis G .
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2-3 Bewegung
2-3.1 Ré&aumliche und materielle Zeitableitung
Bisher haben wir die Zeit nur als (diskreten) Index benutzt und damit gleichsam Momentaufnahmen des Kon-

tinuums verglichen. Im vorliegenden Abschnitt betrachten wir den zeitlichen Ablauf der Anderung des Konti-
nuums.

Definition 2-21 (Geschwindigkeit):

Die Abbildung A" (X% t) = A (2*(X¥ 1)) sei auch beziiglich der Zeitvariablen stetig differenzierbar. Die
Geschwindigkeit eines materiellen Punktes P mit den materiellen Koordinaten X¥ beziiglich des gewiihlten
Bezugssystems ist durch

op(P,t) Op daF OpF(XE,t) OXX (a* 1)
=k, = 2 2F 2 = _ 2-98
Ve Uk ot ok dt ot o ot COK (2-98)

definiert.

Definition 2-22 (rdumliche und materielle Zeitableitung):

Sei F' ein Attribut des Kontinuums, wie z.B. Druck oder Ladungsdichte. F' kann als Funktion des materiellen
Punktes und der Zeit oder des rdumlichen Punktes und der Zeit, entsprechend mit Hilfe Euler’scher oder
Lagrange’scher Koordinaten als Argument dargestellt werden:

F =F(p,t) = FAP (% 1), t) = FE(a* 1) = FEH (XK 0),t) = FF(XE 1), (2-99)

Im Abschnitt 2-1.4 wurde die Unterscheidung zwischen dem rdumlichen und dem materiellen Inkrement ein-
gefithrt. Analog dazu unterscheiden wir hier zwischen der materiellen Zeitableitung % und der rdumlichen

Zeitableitung F:

DF  9F5(X%t)  O0AF(X¥t) OFE(a¥ t)  O6F(a*,1)

—_— = F = = 2-100
Dt ot ot ot ot ( )
[
Speziell fiir die Koordinaten gilt in Analogie zu (2 — 28)
K
s _o DX _ 4 (2-101)

Dt
Mit dieser Beziehung und (2-15) kann das letzte Gleichheitszeichen in der Definition (2-21) bewiesen werden:

DXX x drf XK o doF oxK
Dr N kg T T = X ey Ty

Sowohl die raumliche als auch die materielle Zeitableitung lassen sich wiederum als Funktion von Lagrange’schen

Koordinaten und der Zeit oder von Euler’schen Koordinaten und der Zeit darstellen. Wegen F%(X¥ t) =

F& (2% (XK t),t) gelten die Zusammenhinge

DF . 5FSD .

e = F4 < grad F(z",t),v >
 pr o .« DF
F =— XK —E—<gradF(:v ), v >

Wird ein Tensor 1. Stufe F nach der Zeit abgeleitet, so ist nach der Produktregel auch die zeitliche Anderung
der Basis zu beriicksichtigen:

D DF* g Dat DF’C Dxl
Z (Fk - = Fh=2 FrT
pife) = et For o = pr et ipe
(2-103)
_ OFk(a 1) OF* Dx! Dx OF*(z!,t)

ST o0 Dr D& = (T
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Definition 2-23 :

Wir bezeichnen die Grofie

DFk  OFF(2!,t) Dz!
Fk el 2-104
Dt ot Dy (2-104)
als kovariante materielle Zeitableitung. [
Definition 2-24 (Beschleunigung):
Speziell heifit die materielle Zeitableitung der Geschwindigkeit Beschleunigung a:
D 2
= F;’ = v+ < grad v(z¥,t),v >= v + grad % —vXxrotv
(2-105)
ovk (2 1) ok m ovk(xt,t)
= Tg O lvgk+v o'k mi8k = (T'ka‘lvl)gk
(den Beweis des zweiten Gleichheitszeichens findet man z.B. in E. Klingbeil 1966 S.79). ]
Weiter betrachten wir die Zeitableitungen eines Integrals iiber ein zeitabhiingiges Volumen V().
Satz 2-16 :
Sei o(p(t), q(t),t) eine Zweipunkt-Kernfunktion; die Feldgrofe F' sei definiert als
F(p,t) = / a(p(t), xo(t),t)d*xq.
V(t)
(Der laufende Punkt der Integration ist hier mit einem tiefgestellten Index Q bezeichnet.) Dann gilt
D 3 3
EF(p(Pvt)vt) = ( )7t) d’xq + 0(p(t) XQ( ), ) divg V(XQ7 t)d XQ
V(t) V(t)
(2-106)
. d
Fxnt) = [ Gomxo®.0) d*xg + [ alb.xa(t).1) divg vixo.t) d*xo
V(t) V(t)
]

Bei der materiellen Zeitableitung von o ist die zeitliche Anderung sowohl von p als auch von q zu beriicksichti-
gen, bei der rdumlichen Zeitableitung dagegen wird p als fix angesehen. Héngt o nicht von p, sondern nur von
q(t) und eventuell der Zeit ¢t explizit ab, so fallen materielle und raumliche Zeitableitung von F' zusammen.

Beweisskizze:

Man nimmt zunéchst an, das Kontinuum befinde sich zu einem Zeitpunkt ¢, im Grundzustand und berechnet
die Ableitungen fiir diesen Zeitpunkt. Wir setzen die Formeln (D-2) in (2-100) ein. Damit ergibt sich fiir die
materielle Zeitableitung

OAF ) 1
W't:to = lima:—o E/APQ U(to—l—At) d3XQ+
Vo
+i/ (p(to + AL), x0(fo + AL, o + A1) A [ /989 43X
Al a{Pllo » XQ(lo » Lo deth Q
Vo Q,to+At

= f |(PQ tO d XQ +/U(t0)?}k‘k dSXQ
Vo

Der gestorte Zustand ist hier dem Grundzustand infinitesimal benachbart, daher konnte die lineare Naherung
(2-83) verwendet werden. Da die speziellen Eigenschaften des Grundzustandes nirgends verwendet wurden, 14sst
sich das Ergebnis auf beliebige Zeitpunkte ¢ verallgemeinern. Die angegebene Formel gilt streng.
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Analog kann auch die Formel fiir die rdumliche Zeitableitung bewiesen werden. Einen ausfiihrlichen Beweis
findet man z.B. in H. W. Mikolaiski 1989 S.128.

Definition 2-25 :

1
Der Tensor zweiter Stufe D := djg* @ g! mit dy; = §(Uk|l + vyx) heiBt strain-rate-Tensor. [

Lemma 2-17 (materielle Zeitableitung des quadrierten Bogenelementes):

D
E(dSQ) = 2dyda*dat (2-107)
]
Beweis von Lemma 2-17 :
1. (a)
D

8 m
ﬁ(gkl) = &(ka) + grymv" = 0;

(beide Summanden verschwinden, der erste infolge der zeitlichen Invarianz der Euler’schen Koordi-
naten in einem Raumpunkt, der zweite infolge von Ricci’s Lemma).

(b)
D D Ox" i
E(d:ck) = E(Ik,K dXE)y = o + (2%, i )0 dX K
ok,
=( xatK + (,Tk,K),[ ot —l—l"fmxm,K Ul)dXK
Dz*, o0 .
Wegen v*,; =oF XM, = %XM,IZ {&(Ik’M) + (xkaM)aj'Uj}XMal
o .
und vk,lzzrl,K:E(a:k,K)—l—(:ck,K),jvJ
wird
R(d k) 7( k ! —l—Fk l m)dXK* k .0 dXK* k d l.
Dt €L =K imT HKU =ULTHK = vaT

mit Hilfe von (a) und (b) folgt

D D D D
d2 _ d kdl _ dl d k d k dl
_Dt( s%) —Dt(gkz zvdz’) = gudz _Dt( z¥) + grdx _Dt( x")

= (v“k + vku)d:clda:k = 2dkld$kdIl

]
Lemma 2-18 :
D
E(EKL) =du " ka2l (2-108)
]
Beweis von Lemma 2-18 :
D D D
E(dﬁ) = E(CKL)CLXKdXL = 2E(EKL)dXKdXL,
und durch Vergleich mit Lemma (2-17) folgt Lemma (2-18). |
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(Exr, wird hier als Koeffizient des ersten Euler-Lagrange-Verzerrungstensors in der Definition (2-16) aufgefasst;
da die Basisvektoren G zeitlich konstant sind, brauchen materielle Zeitableitung und kovariante materielle
Zeitableitung hier nicht unterschieden werden.)

Lemma2-19 :
D m m
D (ext) = dit = (€"kvmji + € vmik) (2-109)
|
Beweis von Lemma 2-19 :
D D D D
E(dﬁ) = E(dsz‘ —dS?) = 2E(eklda:kda:l) = Q(EGM + €Vt + €7V ) da dat,
(vgl. (b) im Beweis zu Lemma (2-17)), und aus Lemma (2-17) folgt (2-19). |

Lemma (2-18) und (2-19) werden benétigt, wenn das Integral der elastischen Verschiebungsenergie berechnet
bzw. auf das unverzerrte Volumen transformiert werden soll.

2-3.2 Bewegte Systeme und relative Zeitableitung

Sei { Dk} ein Inertialsystem. Es wird sich als giinstig erweisen, ein weiteres System { Z%} zu benutzen, das
gegeniiber dem Inertialsystem beschleunigt ist. Wir lassen sowohl eine translative Beschleunigung des Ursprungs
des gequerten Systems relativ zum Inertialsystem als auch eine (starre) Drehung der Koordinatenachsen zu.
Es sind daher Ortsvektoren beziiglich der beiden Systeme zu unterscheiden. Wir bezeichnen einen Ortsvektor
beziiglich des Inertialsystems mit ()x, den Ortsvektor beziiglich des beschleunigten Systems mit x.

Als Ursprung des beschleunigten Systems wihlen wir stets den Massenmittelpunkt des Kontinuums (in unserem
Fall der Erde):

Definition 2-26 :

Der Massenmittelpunkt x* eines Kontinuums beziiglich des Inertialsystems ist durch

1
M= — / o(Dx, t) Dx d®x (2-110)
M
V(t)
definiert. Hier bedeuten M die Gesamtmasse, o die Massendichte. [ |
Es gilt also
Dx =xM +x. (2-111)

In diesem Abschnitt nehmen wir ausnahmsweise an, dass sdmtliche Systeme kartesisch sind; die Basisvektoren
werden entsprechend mit e bzw. € bezeichnet. Die Transformation zwischen den Basisvektoren des gequerten
und des ungequerten Systems ist durch eine (zeitabhiingige) Rotationsmatrix R gegeben:

e, = Rye; ey = Rye

(2-112)
Tr = Ruyx xp = Ry,
Definition 2-27 (relative Zeitableitung):
Sei F = Fpe;, = Fje;, ein zeitabhiingiger (freier) Vektor. Wir bezeichnen den Ausdruck
d'F dF},
ar¥ . _ afk g 2113
ar = at (2-113)

als relative Zeitableitung beziiglich des Systems {z*}. Dabei bleibt offen, ob es sich um die materielle oder
rdumliche Ableitung handeln soll. ]
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Satz 2-20 :

Sei F = Fje, = F,e;, ein zeitabhingiger freier Vektor. Der Zusammenhang zwischen der relativen Zeitableitung
d'F/dt’ und der Zeitableitung dF/dt (beziiglich des Inertialsystems) ist durch die Beziehung

dF _d'F
dt — dt

dF) - dF)
+ wx F= d—:ék —Qule, = d—tkék — Qi Freg (2-114)

mit w=w;é; = wj;e; und

Q41 = RimRim = — Ry Rim, Wy 1= gﬁjklﬁklv Ut = €j;
) ) 1 (2—115)
Q= Rk Rt = =Rk R wj = §6jkz9kl, Qi = €jrw;

gegeben. € sind die Permutationssymbole; w ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor des beschleunigten (ge-
querten) Systems beziiglich des Inertialsystems.
]

Man gewinnt diesen Satz, indem man die Produktregel auf das Produkt von gequerten Vektorkoordinaten Fj
und Basisvektoren €, anwendet und die Transformationsbeziehungen (2-112) einsetzt. Qi und QO sind anti-
symmetrisch. Es ist zu beachten, dass es sich bei der relativen Zeitableitung nicht einfach um die Transformation
der Komponenten einer absoluten Zeitableitung in das rotierende System handelt, sondern um eine physikalisch
eigenstindige Tensorgrofle.

Anmerkung 2-5 :
Es gilt ©; = Rjmwm, Qki = RimQmn Rin. Die Formeln (2-115) sind damit in Einklang, z.B.
20; = 2Rjmwm = Rjm€mri i = €mui Rjm Rnk R

Der Ausdruck €pii Rjm Rnk gleicht aber gerade den Komponenten des Kreuzprodukts zwischen der j-ten und der n-ten

Zeile der orthonormalen Matrix R, also €mriRjmRnk = €jnqRq, damit 205 = €jngRniRqi = €jngSlng.

Wir bilden die zweite relative zeitliche Ableitung des Ortsvektors, welche in den Bewegungsgleichungen erscheint,
indem wir sukzessive den Satz (2-20) anwenden; wir haben allerdings zu beachten, dass sich die Ortsvektoren
beziiglich der beiden Systeme unterscheiden. Wir miissen die Geschwindigkeit v bzw. die Beschleunigung a
des Ursprungs des beschleunigten Systems beriicksichtigen.

Korollar 2-21 (Triigheitsterme bei Geschwindigkeit und Beschleunigung):

DI
Speziell fiir die Zeitableitungen des Orts- sowie des Geschwindigkeitsvektors gilt, wenn wir Dy vl und
D' Rel
th/ =: a®*®! abkiirzen
I D Up M Rel v, DT A == M | ~Rel= .
Dy = = v 4 v+ wxp=v"'+ —er — QuTier =V + U €k t+ €wrT€;
Dt Dt
(Na = at 4 2V _ aM tafl f wxp+2wx vt < wp> w—< w, w>p
Dt ’ ’ (2-116)
D2fk - _ Dx _
_ .M = = 5 5 -~ a
= al ek Quzi€r — QleEek + QuQm Trm €k

= aM 4 dkRElék + €ijkW; T i€k + 26ijk@i5f€lék + W T W€ — WW TKEK
| ]

Die Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung werden in der gegebenen Reihenfolge als Anfahrbeschleu-
nigung aM, Relativbeschleunigung a®!, Euler- oder Andrehbeschleunigung a®®e"  Coriolisbeschleunigung a®°"
und Zentripetalbeschleunigung a?*™* bezeichnet.
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Korollar 2-22 :

d’widw
dr'  dt

(2-117)
]

Die Ableitung des Winkelgeschwindigkeitsvektors ist in allen Systemen dieselbe, da das Kreuzprodukt von w
mit sich selbst verschwindet.

Manchmal ist es von Vorteil, noch ein weiteres (drittes) System einzuschalten. Der Winkelgeschwindigkeitsvek-
tor der Erde variiert zeitlich nur sehr wenig; es liegt daher nahe, ihn in die Summe eines konstanten Anteils
und eines kleinen Storanteils zerlegen. Neben dem Inertialsystem und einem System, beziiglich dessen sich die
Massenteilchen der Erde méglichst wenig bewegen (das also, grob gesprochen, an die Erde “angeheftet ist”),
benutzen wir noch ein drittes System, das mit konstantem Winkelgeschwindigkeitsvektor rotiert. Fiir die rela-
tiven Winkelgeschwindigkeitsvektoren dieser drei Systeme gilt:

Satz 2-23 (Addition von Winkelgeschwindigkeitsvektoren):

Seien drei Koordinatensysteme A,B und C stetig differenzierbar, aber sonst beliebig gegeneinander bewegt. Seien
wapbzw. wac die Winkelgeschwindigkeitsvektoren der Systeme B bzw. C beziiglich des Systems A, wpc der
Winkelgeschwindigkeitsvektor des Systems C beziiglich des Systems B. Dann gilt

wAc = waB + WBC (2-118)

Beweis von Satz 2-23 :
Wir bezeichnen hier mit x4(P), xg(P) bzw. x¢(P) den Ortsvektor eines materiellen Punktes P beziiglich des
Systems A, B bzw. C. Den relativen Geschwindigkeitsvektor des Punktes P beziiglich des Systems A, B bzw.
C nennen wir v4(P), vg(P) bzw. vo(P). Den Ortsvektor des Ursprungs des Systems B beziiglich des Systems
A nennen wir 04p, den zugehorigen Geschwindigkeitsvektor v 4y usw. Aus Korollar (2-21), Formel (2-116)
folgt

V(A)(P) = VoB) + waB X xp(P) + V(B)(P)

und entsprechend (2-119)

vp(P) = Vo(Bc) + wBc X xc(P) + ve(P)

va(P) = Voac) + wac X xc(P) 4+ ve(P)
Wir wenden die erste Formel in (2-119) speziell auf die Geschwindigkeit des Ursprungs des dritten Systems an:
Vo(AC) = Vo(aB) T waB X 0pc + Voo (2-120)

Nun setzen wir die zweite Zeile von (2-119) in die erste Zeile dieses Formelsystems ein:

va(P) = Vo(AB) + waB X xg(P) + VoBco) + wBC X xc(P) 4+ ve(P) (2-121)
Mit (2-120) folgt
va(P) = vVo(ac) + wap X (xp(P) —0pc) + wie X xc(P) + ve(P) (2-122)
= Voo) + wap X Xc(P) + wpe x xc(P) +ve(P)
Aus dem Vergleich mit der letzten Zeile in (2-119) folgt die Behauptung.
]

Schliellich geben wir noch eine Formel fiir die relative Zeitableitung der Koordinaten eines Tensors zweiter Stufe
an, die beispielsweise auf den Tragheitstensor angewandt werden kann:
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Satz 2-24 :

Sei J ein Tensor zweiter Stufe. Dann lautet der Zusammenhang zwischen absoluter und relativer Zeitableitung;:

dl d'J d' T - - _
—_— = — Q-QJ={——7—+ mmi — QemJIm 2-12
L v +J { pTT + Ji ! kmJdmi ek ® e ( 3)

2-3.3 Systemdefinitionen: Mittlere Vortizitit, Tisserand- und Hauptachsensystem

Im Falle eines starren Korpers kann immer ein Koordinatensystem gefunden werden, beziiglich dessen sich
die Massenelemente des Korpers nicht bewegen. Falls Anfangsbedingungen vorliegen, ist dieses System sogar
eindeutig. Der Winkelgeschwindigkeitsvektor des Systems heifit dann auch Winkelgeschwindigkeitsvektor des
Korpers.

Im Falle eines deformierbaren Korpers dagegen gibt es i. allg. kein System, beziiglich dessen es keine Verschie-
bungen gibt. Man versucht daher, den globalen Winkelgeschwindigkeitsvektor mit Hilfe von Mittelbildungen
bzw. Minimumsbedingungen zu definieren.

Wir stellen kurz die Varianten vor, die in der Literatur gebréuchlich sind; die Definitionen miissen in der Regel
noch durch Anfangsbedingungen bzw. durch die Festlegung des Systems zu einem gewihlten Zeitpunkt ergénzt
werden.

1. Variante: (Nutationssystem)

Hierbei wird
wy = const. (2-124)

gesetzt. Dies hat den Vorteil, dass sich die Berechnungen vereinfachen; allerdings wird der Ausdruck wy X p
das Geschwindigkeitsfeld des Korpers nur unzureichend beschreiben, da ja selbst fiir einen starren Koérper die
Rotation nicht unbedingt konstant zu sein braucht. Das Nutationssystem bietet sich jedoch als Ndherungssystem
im Rahmen einer Stérungsrechnung an. Es wurde z.B. von M.L. Smith 1974, 1977, 1980, J.M. Wahr 1980, 1981
benutzt.

Beispiel 2-1 (Darstellung der Orientierung der Erde in Cardan-Winkeln):

Wir wihlen das raumfeste System in der Weise, dass die dritte Achse in Richtung des konstanten Winkelgeschwindig-
keitsvektors wn zeigt: wy =: Qez. Die Drehung zwischen Inertialsystem und Nutationssystem ist also durch die Matrix
Ry = R;(9Qt) gegeben. Dieser gleichformigen Rotation der Erde sei nun eine “kleine” Storung iiberlagert, die wir mit
Hilfe der linearisierten Cardan’schen Drehmatriz R (o, B,7) darstellen (die Drehwinkel o, 3, v seien klein). Diese
Matrix iiberfithrt also die kartesischen Basisvektoren des Nutationssystems in diejenigen eines i. allg. nicht gleichférmig
rotierenden “korperfesten” Systems, das noch néher spezifiziert werden muss:

L v =B
Ry n = By(V)By(B)Ry () = | —v 1 o ]
8 -« 1
cos(Q2t + ) sin(Q +~) —-p
Ry =0Rp (o, B,7)Ry; = [ —sin(Qt 4 ) cos(Qt + ) e ‘| (2-125)
a sin(Qt) + B cos(QU) B sin(2) — a cos(Qt) 1

Wiewohl es sich hier um eine multiplikative Zerlegung handelt, lassen sich gem#f (2-118) die zugehorigen Winkelge-
schwindigkeiten addieren. Der gesamte Winkelgeschwindigkeitsvektor kann mit Hilfe von (2-115) konstruiert werden und
lautet aufgelost

& —0p &
im korperfesten System: w,,. = | 8+ Qa im Nutationssystem: w,, = B (2-126)
Q475 Q+7%
dvcos(Qt) — Bsin(Qt)
im Inertialsystem: w;, = | Bcos(Qt) + & sin(Qt)
Q4+

Die z— und die y—Komponente der Gleichungen fiir das Kérpersystem kénnen in komplexer Darstellung zusammengefasst
werden:

d
E(a +i8) +iQ(a + i8) = wix +iwix (2-127)
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Dies sind linearisierte Formen der Euler’schen kinematischen Gleichungen, mit deren Hilfe bei bekanntem Winkelge-
schwindigkeitsvektor die Orientierungswinkel berechnet werden kénnen.

Auch eine modifizierte Darstellung der Cardan’schen Drehmatrix kann von Nutzen sein: Das Korpersystem wird zunéchst
mit Hilfe einer linearisierten Cardan’schen Drehmatrix §Ry; = R4(7)R,(B)R, (@) in das Nutationssystem iiberfiihrt;
anschliefend wird das Nutationssystem mit der Matrix R,(—¢) in das Inertialsystem zuriickgedreht. Anhand des Ver-
gleichs R, = Ry(—Q)0RN, = E};I stellt man fest, dass @ = —a, § = —f3, ¥ = —~ gilt. Mit Hilfe der Winkel &, §
kann in linearer Naherung der dritte Basisvektor des Inertialsystems in der Basis des Korpersystems aufgelost werden.
Es gilt, wenn wir wieder die Basisvektoren des Korpersystems mit Querstrichen kennzeichnen:

ey = fex — aéy + &z = —3ex +aéy +8&z (2-128)

Waihrend das Nutationssystem sich lediglich als 0-te Approximation im Rahmen einer Stérungsrechnung eignet,
stellen die Varianten 2 bis 4 physikalische Definitionen des Winkelgeschwindigkeitsvektors dar.

2.Variante: (System der mittleren Vortizitét)

Fiir den Fall, dass das Kontinuum starr mit dem System Zj; mitrotiert, dass also v¢ fiir alle ¢ verschwindet,
gilt

Dy =vM 4 wx p, 2w=rot Dy, (2-129)
wobei der letztere Ausdruck fiir alle Punkte des Kontinuums derselbe ist. Falls das Kontinuum sich jedoch
deformiert, ist die Vortizitit rot (v i.allg. ortsabhingig; sie kann als Mas fiir die lokale kinematische Rotation
des Kontinuums angesehen werden. In der Praxis wird man versuchen, das System Zj; bzw. dessen Winkelge-

schwindigkeit w so zu wihlen, dass die Abweichungen der lokalen Vortizitit von 2 w gering sind. Durch die
Wahl

1
2wy =47 / o(x,t)rot v (x)d*x (2-130)
V(t)

ist 2 wy als Mittelwert der lokalen Vortizitét, bezogen auf das Volumen des Koérpers, definiert. o(x,t) ist eine zu
wihlende Gewichtsfunktion, fiir die wir im folgenden stets die Massendichte des Kontinuums einsetzen. M ist
daher gerade die Gesamtmasse. Die Definition ist in der Praxis nicht ohne weiteres anwendbar, da Messwerte
nur an der Oberflache vorliegen. Es liegt daher nahe, die 2. Variante in der folgenden Weise zu modifizieren:

3. Variante: (System der mittleren Oberflichenvortizitit)

1
2wo = Y / rot Dv(x)d*x
av(t)

(2-131)

Hier wird das Integral nur iiber die Oberfliche 0V (t) des Kontinuums angesetzt, mit A ist der Fldcheninhalt
der Randfliche bezeichnet. Die Varianten 2 und 3 sind in P. Georgiadou, E. Grafarend (1986) diskutiert.

4. Variante: (Tisserandsystem)
Wir zerlegen das Geschwindigkeitsfeld des Kontinuums gemifl Korollar (2-21) in
Dy =vM 4 uxp+vie (2-132)

Der Winkelgeschwindigkeitsvektor wy des Tisserandsystems wird so gewéhlt, dass die kleinste-Quadrate-Bedingung

K = / o(x,t) < v v > 3% = Minimum (2-133)
V(t)

erfiillt ist. o(x,t) ist wieder die Massendichte. Beim Tisserandsystem wird also die relative kinetische Energie
AR minimiert. Nach Einfiihrung einiger Definitionen lésst sich das System noch in anderer Weise charakteri-
sieren:
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Definition 2-28 (Drehimpulsvektoren, Trigheitstensor):

Der Vektor
HD .= / o(x,t)(Px x Dv)d®x (2-134)
V(t)

heiBt Drehimpulsvektor des Kontinuums beziiglich des Inertialsystems. Ersetzen wir (Ox und v mit Hilfe der
Formeln (2-111) bzw. (2-116), so lisst sich H) in die folgenden Anteile zerlegen:

HOD = MxMxvM 4+ [ ox,t){<x,x>T-x@x}d**. w+ [ o(x,t)(x x vF)d®x
V(t) V(t) (2-135)
HBahn + HSpin + HRel

Diese Anteile heiien der Reihenfolge nach Bahndrehimpuls, Spin und relativer Drehimpuls. Mit H (ohne oberen
Index) kiirzen wir die Differenz H := H() — HB" ab,
Der Tensor

J:= / o(x,t)(< x,x > T - x ®x)d>x; (2-136)
V(t)
heifit Trigheitstensor (bezogen auf den Ursprung des bewegten Systems). Seine Komponenten jij im kartesischen
System {Z;} lauten
Jij = / 0(%, t) (T T 0i5 — TiTj)d°x. (2-137)

Mit Hilfe des Tréagheitstensors lasst sich der Spin in der folgenden Weise darstellen:

H7" = J w (2-138)

Anmerkung 2-6 :

Wird in (2-134) bzw. (2-135) das Kreuzprodukt (‘Vx x Wv) = (x™ + x) x (vM + w x x + vF) ausmultipliziert, so
verschwinden drei der sechs Terme durch die Integralbildung, da als Ursprung des bewegten Systems gerade der Mas-
senmittelpunkt x gewiihlt wurde.

Mit Hilfe der Variationsrechnung lisst sich zeigen, dass das Verschwinden des relativen Drehimpulses

HE = / o(x,t)(x x vEOdBx =0 (2-139)
V(t)

eine dquivalente Definition des Tisserandsystems ist (H. Moritz, I. Mueller 1987). Die Winkelgeschwindigkeit
lasst sich aufgrund von (2-139), (2-135) und (2-138) aus

wr =J'H (2-140)

berechnen. Wir kénnen das Tisserand-System also auch folgendermafien interpretieren: wp wird so bestimmt,
dass es zu jedem Zeitpunkt dem Winkelgeschwindigkeitsvektor w eines starren Korpers gleicht, der denselben
Drehimpulsvektor und denselben Tréigheitstensor besitzt wie das Kontinuum. Das Tisserandsystem wurde bei-
spielsweise von H. Jeffreys, R.O. Vicente 1957a,b , M.S. Molodenskii 1961 und T. Sasao, S. Okubo und M.
Saito 1980 benutzt.

Wihrend das Tisserandsystem durch das Verschwinden des relativen Drehimpulses die Losung der Drehimpuls-
gleichungen erleichtert (vgl. Abschnitt 2-9.2), ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor gemifi der Definition als
mittlerer Oberflachenvortizitét leichter aus Beobachtungen an der Erdoberfliche abzuleiten. Wird jedoch neben
der Rotation der Erde auch deren Verschiebungsfeld modelliert, so lassen sich die verschiedenen Definitionen
ineinander iiberfithren.
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5. Variante: (Hauptachsensystem)

Dieses System ist nicht mit den Varianten 2—4 vergleichbar, da es nicht iiber eine Mittelung der Bewegung
materieller Punkte definiert ist, sondern iiber die Eigenvektoren des Tragheitstensors. J;; ist symmetrisch und
kann durch eine (zeitabhéingige) orthonormale Transformation Q;,, auf Hauptachsenform gebracht werden; wird
also in (2-112) Ry, = Qy; gesetzt, so zeigen die Basisvektoren €, in Richtung der Hauptachsen. Im Gegensatz zu
den iibrigen vier Varianten werden hier keine Anfangsbedingungen benétigt — durch die Definition wird ja nicht
nur der Winkelgeschwindigkeitsvektor des Systems festgelegt, sondern sogar dessen Orientierung. Allerdings ist
das Hauptachsensystem nicht immer eindeutig definiert: Im Fall eines symmetrischen Kreisels sind zwei oder
alle drei Haupttragheitsmomente gleich und die Hauptachsen daher unbestimmt.
Implizit wird das Hauptachsensystem durch die Bedingungsgleichungen

% =0 fiir i # j (2-141)

definiert. Mit Hilfe des Reynold’schen Transport-Theorems (2-151) folgt aus der Definition von J;; gemif (2-136)

dJ;
C‘l]tﬂ = [ o(x, t){2z,06i; — (zivf + ;0 dPx
V() (2-142)
= [ ox, t)(a_:iz_)JRel + ;080 d3x = 0 fir i # j
V(t)

Man vergleiche diese Bedingung mit der Systembedingung (2-139) des Tisserandsystems! Wihrend dort gefor-
dert wird, dass der antisymmetrische Anteil des Tensors des ersten Geschwindigkeitsmomentes

fv( ) 0(x,t) x ® vl d3x verschwindet, muss hier der symmetrische Teil der zugehorigen Matrix verschwinden —
abgesehen von den Diagonalelementen.

Wir bezeichnen die Haupttragheitsmomente mit Jii =: A, Jog =: B, J33 =: C. Leiten wir den Trégheitstensor
absolut nach der Zeit ab, stellen diese Ableitung aber im Hauptachsensystem dar, so gewinnen wir mit Hilfe
von Satz (2-24), Formel (2-123) die Beziehung

A0 0 0 w3(A—B) @(C— A)
0 B0 |+ ws(4-B) 0 o(B-C) | =
00 C 2n(C—A) w(B-C) 0
2(z2 Do+ 23 Dog)  —(21 Dog+ 2 Doy) —(zy Do+ a3 Do) (143)
= / ox,t) | —(Z1 Do+ Zo Doy) 22y Doy 425 Dog)  —(To Do+ 73 D) | dx
Vi) —(@ Doz 423 Doy)  —(22 Doz + 23 Do) 2(z Doy + 70 Do)

Ist beziiglich eines der anderen angefithrten Systeme der Trigheitstensor bekannt, so kann die Richtung der
polaren Haupttriagheitsachse einfach aus der Losung eines Eigenwertproblems bestimmt werden. Die Matrix des
Trégheitstensors ist symmetrisch und kann daher in Diagonalform gebracht werden; der zum grofiten Eigenwert
gehorige Eigenvektor gibt die Richtung der polaren Haupttrégheitsachse beziiglich des gewé&hlten Systems.
Zerlegt man die Matrix des Tragheitstensors in die Matrix des Grundzustandes und einen Storanteil und nimmt
man an, dass im Grundzustand die beiden dquatorialen Haupttrigheitsmomente gleich sind (“symmetrischer
Kreisel”), so lautet das Eigenwertproblem:

A+6J11 0J12 0J13 fi f1
0Jo1 A+ 6J9 6 Jo3 fo =\| fo (2—144)
0J31 0J32 C+6Js33 f3 f3

Im Fall der Erde gilt in linearer Néherung f3 ~ 1, fi1, fo < 1. Nimmt man an, dass durch die Stérung d.J;; die
Haupttragheitsmomente nicht gedndert werden, sondern nur das Haupttrigheitssystem gedreht wird, so bleiben
die Eigenwerte (wie im Grundzustand) A; = A, Ao = A, A3 = C. Aus den ersten beiden Eigenvektorgleichungen

folgt in diesem Fall fiir A3 = C
5J13 5J23

C—A h~E=7 (2-145)

fi=

Wenn sich - wie das bei der Erde tatséchlich der Fall ist - die Haupttrigheitsmomente A, C' nur wenig unter-
scheiden, bedarf es also nur kleiner Stérungen 0.J13, d.J23, um eine grofie Anderung der Richtung der Haupt-
tragheitsachsen herbeizufiihren.

42



Fiir die Varianten 2-4 wurden hier Definitionen des Winkelgeschwindigkeitsvektors angegeben; die zugehorigen
Drehmatrizen miissen daraus erst noch durch Losen der Fuler’schen kinematischen Differentialgleichungen be-
stimmt werden. Dabei handelt es sich um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung, aus
dem drei Parameter (z.B. Euler’sche Winkel) hochintegriert werden miissen (siehe auch Beispiel (2-1)).

2—-4 Massenerhaltung

Im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik ist die Masse eine Erhaltungsgrofe, d.h.

AM =0 baw. %¥~:0. (2-146)
Wegen (2 — 64) und o = dM/d*x, 0o = dM/d*X gilt
det g(xF (X% 1), 1) .
L K L) L K
X7 = X7t 2-14

Mit Hilfe der linearen Nitherung (2-83): d3x = (14 DIV u)d®X und der linearisierten Beziehung (2-85) zwischen
Storung und Anomalie folgen in linearer Naherung Beziehungen zwischen den Inkrementen der Massendichte
und dem Verschiebungsvektor:

Satz 2-25 (Inkremente der Massendichte):

Ao(p,t) + 00 DIVu 0
do(p,t) + 0o DIV u+ < GRAD pp,u >= 0 (2-148)

do(p,t) + DIV(gou) =~ 0.

Diese Formeln konnen auch aus (D-2) hergeleitet werden.

Ist die Divergenz des Verschiebungsvektors gleich null, so verschwinden gemé#8 (2-83) auch die Volumenverzer-
rung und gemiB (2-148) die Dichteanomalie in linearer Ndherung. Ein Material, bei dem dies unabhéngig von
der Belastung stets in allen Punkten gilt, heiflt inkompressibel.

Wenden wir die Formel (2-106 ) fiir die Zeitableitung eines materiellen Volumenintegrals auf die Masse eines
beliebigen Teilvolumens des Kontinuums an, so erhalten wir die globale Bedingung

dM Do(xq(t),t) . 3

W - / (T + Q(XQ (t),t) div V(XQ (t), t) d XQ = 0. (2_149)
V(t)

Da diese Gleichung fiir jedes Teilvolumen des Kontinuums gelten muss, folgen die lokalen Gleichungen

Satz 2-26 (Zeitableitungen der Massendichte):

Do(p(t),1)
Dt

0 +o(p,t) div v+ < grad o,v >=0 (2-150)

+ o(p(t),t) divv =0

0 +div(pv)=0

Im Gegensatz zu (2-148) gelten die Formeln (2-150) streng.
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Anmerkung 2-7 :

(2-148) kann aus (2-150) hergeleitet werden. Dazu nehmen wir an, das Kontinuum befinde sich zu einem Zeitpunkt to
im Grundzustand und deformiere sich ab dann linear in der Zeit, d.h. die Geschwindigkeit aller Massenteilchen sei fiir
t > to konstant. Es gelte also

u=v-At, divu=At- divv
Setzt man diese Beziehungen in (2-150) ein, so folgt in linearer Niherung (2-148). Selbstverstédndlich ist ein linearer
Zeitverlauf unrealistisch, jedoch bleibt die Giiltigkeit von (2-148) davon unberiihrt. ¢t hat hier lediglich die Bedeutung
eines Parameters, der als Hilfsmittel zur Bildung der Gateaux-Ableitung von ¢ nach der Verschiebung u dient.

Setzen wir in (2 — 106) anstelle von o das Produkt ¢ ¥ ein, wobei ¥ ein beliebiges skalares oder tensorwertiges
Attribut des Kontinuums sein kann, so erhalten wir

Satz 2-27 (“Reynold’sches Transport-Theorem”, auch: “Durchziehsatz”):

% oleal$ ) ¥p(0xo0.0 Pxqg = [ olbxalt) ) HUB0O.x0(0).0) d*xo
] = . (2-151)
d—/ ¥(p.xo(t).t) dx0 = [ alxa(t).0) F¥(P.xa(t).1) dxo.
V(t) V(t)
]
Analog dazu folgt aus (D-2) mit (2-83) und (2-148):
A [ elsa(t0) V(B0 xq(00) d'x = [ ofxalt): 1) SroV(pld)xa(t)1) dxo
(2-152)

5 [ o(xq(t),t) - (P, xq(1),t) @®xq = [ o(xq(t),t)  Ag¥(p,xq(t),t) d°xq
V(t) V(t)

2-5 Impulsbilanz

2-5.1 Bewegungsgleichungen und Stress-Tensoren

Wir wihlen vorderhand ein Inertialsystem als Bezugssystem (lassen aber die oberen Indices (! weg). Mit Hilfe
des Reynolds’schen Transporttheorems erhalten wir aus der Formel (2-110), Definition (2-26) die beiden ersten
zeitlichen Ableitungen des Ortsvektors des Massenmittelpunktes des Kontinuums:

M
vM(t) = d dt(t) _ % / o(x,t) v(x,t)d*>x ay(t) ;= dt = / x,t)a(x,t) d*x (2-153)
V(t)

Satz 2-28 (Beschleunigung des Massenmittelpunkts, Impulssatz):

Gemif den grundlegenden Bewegungsgleichungen von Leonhard Euler (1755) ergibt sich die Beschleunigung
aM des Massenmittelpunktes als Summe aus einem Integral iiber die Kraftdichte f (Kraft pro Masseneinheit),
einem Integral iiber die Flachenkraftdichte t(,) sowie Einzelkréften f;:

M _ 3
Ma —Vé)gf(x,t)d x—l—av{t) by (X, t)d?x + 3, f; (2-154)

44



Satz 2-29 (Drehimpulssatz):

Die Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses des Kontinuums ergibt sich aus

dH  d - 3
el o(x,t)(x x v)d°x = / o(x,t)(x x a)d’x
V(t) V(t) (2-155)
= [ oxt)Ax,t) + x x f(x,t))dPx 4+ [ (M) (X, 1) + X X b, (%, 6)d*x + Y, x; ¥ £
V(t) ov(t)

Dabei bedeuten m, eine flichenhafte Momentendichte, 1 eine volumenhafte Momentendichte (Moment pro
Masseneinheit); beide Dichten kénnen nicht einer Kraft, sondern nur einer Dichte von infinitesimal benachbarten
Kriftepaaren zugeordnet werden.

[

Fiir den Fall, dass m(,) und 1 identisch verschwinden, folgt der Drehimpulssatz aus dem Impulssatz, siehe
z.B. C. Truesdell 1964. Die tiefgestellten Indizes (n) bei der Momentendichte m,) und der Flichenkraftdichte
t(n) deuten an, dass m(,) und t(,) nicht nur vom Ort, sondern auch von der Richtung der Flichennormalen
abhéngen. Wir nehmen im folgenden stets an, dass keine Einzelkréfte f; vorhanden sind.

Lokal kann die Fliachenkraftdichte mit Hilfe des Cauchy-Spannungstensors o dargestellt werden:

tn)(x,1) =0 (x,t).n(x,1); (2-156)
n ist wieder der Normalenvektor der Fliche. Ebenso wird m,) durch
m(,) = m(x,t).n(x,t) (2-157)

ausgedriickt. m und o sind Tensoren 2. Stufe. Setzt man (2 — 156) und (2 — 157) in den Impuls- und Dre-
himpulssatz ein, so kénnen mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes die Fléchenintegrale in Volumenintegrale
verwandelt werden:

MaM = [ o(x,t)a(x,t)d*x = [ (o(x,t)f(x,t)+ div o(x,t))d*x
V(t) V(t)
dH
E = V{;) Q(X7 t) (X X a)d3x (2—158)
= [ {o(x,t)(I(x,t) + x x £(x,t)) + gk X (0.8%) + x x dive + divm(x,t)}dx
V(1)

Da (2 — 158) auch fiir beliebige materielle Unterteilungen des Kontinuums gilt, lassen sich die Bewegungsglei-
chungen in Punkten ohne Einzelkréifte bzw. Einzelmomente lokal formulieren:

Satz 2-30 (lokale Impuls- und Drehimpulsbilanz):
oa(x,t) = of(x,t) + div o(x,t)
o(x,t)(x xa) = o(l+xxf)+gi x (0.g") + xxdive + divm(x,t) (2-159)

= ol+gpx(0.g") + divm=0
]
Der zweite Term der letzten Gleichung entspricht dem antisymmetrischen Teil des Spannungstensors; er ver-

schwindet stets, wenn die Momentendichten m und 1 identisch verschwinden, wenn also alle Momente durch
Krifte erzeugt sind; o ist dann symmetrisch. In Komponentenschreibweise lauten die Bewegungsgleichungen:

009 = ok |y + ofi = gIk ;4T ghm 4 Tk gim 4 o fi (2-160)
mjk|k + Qlj + ejklakl — mjkyk +F{kmlk + Fzmmjm + Qlj + ejklgkl = 0.

Anstatt auf den aktuellen Normalenvektor der Fliche kann sich der Spannungstensor auch auf den Normalen-
vektor im Grundzustand beziehen:

tn (x,t) d®x = 7(x(X, 1), 1).N(X, t) d°X (2-161)
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(Die Beziehung zwischen n und N ergibt sich aus (2 — 68).) 7 heiit Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Es ist zu
betonen, dass es sich bei 7 und o tatsédchlich um zwei verschiedene Tensoren handelt; beide Tensoren kénnen in
den eingefiithrten Systemen aufgelost werden, z.B.

o=c*g g, T=1"5CL®Gkr =1g ® Gk (2-162)

Bei 7 wird tatsichlich eine gemischte Darstellung bevorzugt: Nd?X ist ein Vektor, der die Orientierung des
gewihlten Fliachenelementes im Grundzustand ausdriickt; deswegen wird der Basisvektor G als hinterer Teil
der Dyade gewihlt. td?x dagegen ist der Spannungsvektor des aktuellen Zustandes und soll daher in den
Basisvektoren Cx oder gy, ausgedriickt werden. Die Transformationen zwischen den verschiedenen Darstellungen
ergeben sich aus (2-156), (2-161) und (2-68) zu

det g
IK _ XK gk — gl LK
T Vaetg’/® kO TELT

[ det g
LK __ v K L lk _ L IK
T - det G.]X sk X 51 (o} - X sl T (2—163)

1 |detG 1 /d
T s g S et ka,K N7
7\ detg 7\ detg

Die Bewegungsgleichungen, ausgedriickt mit Hilfe des Piola-Kirchhoff- Spannungstensors, lauten:

Satz 2-31 :

00a = gof + DIV T (2-164)
bzw. in Komponentendarstellung
ooa! = {OTY K 4 7K o rm KTl ok e} + oo f!
= {OrM K 4 7K e prmB (gl XM OTE o — 2l e XM )+ 00 f! (2-165)
ooat = {(OTM 7K (@)L pME 4 pLK 4 4 oo L

die letzte Gleichung bezieht sich auf die Basis C¥, man vergleiche hierzu (2 — 162).
[

Dieser Satz ergibt sich wieder mit Hilfe des Satzes von Gaufl aus (2-154). Fiir die Koordinatendarstellung
wurden (2-94) sowie die Transformationsbeziehungen (2-163) benutzt. Statt der aktuellen Dichte o erscheint in
den Gleichungen (2 — 165) auf der linken Seite die Referenzdichte gg.

Bis hierher bezogen sich sdmtliche Beziehungen dieses Abschnitts auf ein Inertialsystem. Die Bewegungsglei-
chungen lassen sich jedoch leicht auf ein beschleunigtes System iibertragen, wenn wir a gemi8 (2-116) in die
relative Beschleunigung a®¢! und die Triigheitbeschleunigungen a’ zerlegen. Letztere werden dann, multipliziert
mit g, auf die rechte Seite der Bewegungsgleichungen verschoben und als Tragheitskraftdichten in der Kraft-
dichtefunktion f mitberiicksichtigt. Wir betrachten die Tragheitskrifte im Abschnitt 2-6.2 néiher.

Bei der Ubertragung des globalen Drehimpulssatzes auf beschleunigte Bezugssysteme setzen wir voraus, dass
keine flichen- oder volumenhaften Momentendichten 1, m vorhanden sind. In diesem Fall gilt

Satz 2-32 (Invarianz des Drehimpulssatzes):

Der globale Drehimpulssatz hat beziiglich aller rein translativ beschleunigten Systeme dieselbe Gestalt.

Beweis von Satz 2-32 :

Wir setzen in den Drehimpulssatz

d DH
dt

/ o(x,t)(Vx x Da)d’x = / o(x,t) Dx x f(x,t)d>x + / Dx x t(n) (x,t)d*x
V(t) V(t) oV (t)
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die Zerlegungen Dx = x +xM, Da = aM + a” ein (aufgrund der Voraussetzungen treten keine rotatorischen
Trégheitsbeschleunigungen auf). Aus dem Impulssatz (2-154) folgt

MxM x aM = xM x / o(x,t) f(x,t) d®x + xM x / o(x, )t () (x, t) d*x.
V(t) V(1)

Beriicksichtigen wir auflerdem fv( " o(x,t)xd*x = 0 (Definition des Massenmittelpunktes), so fallen nach dem
Ausmultiplizieren der duleren Vektorprodukte die meisten Terme weg. Es verbleibt

/ o(x,t)x x af(x, t) d®*x = / o(x,t)x x f(x,t)d>x + / X X t(p) (%, 1) d’x.
V(t) V(t) V(1)
]

Dies bedeutet auch, dass die Drehimpulsbilanz im Prinzip unabhéngig von der Beschleunigung des Massenmit-
telpunktes betrachtet werden kann. Allerdings sind im allgemeinen die Kraftdichten und Randspannungen von
der Position des Kontinuums im Inertialsystem abhingig. Umgekehrt kann die Orientierung des Kontinuums
im Raum auch einen Einfluss auf die Summe der eingepréigten Kréfte austiben. Im allgemeinen besteht also
ungeachtet des obigen Satzes (2-32) eine Kopplung zwischen Impuls- und Drehimpulsbilanz.

2-5.2 Hydrostatischer Grundzustand

Mit der Bezeichnung “Grundzustand” verbinden wir eine “einfache” Massenverteilung des Kontinuums, aber
auch eine Verteilung aller anderen Feldgrofien, insbesondere der Spannung. Der Grundzustand wird als Referenz
fiir die Linearisierung der Bewegungsgleichungen im néchsten Teilabschnitt dienen. Wir wéhlen hier insbesondere
einen hydrostatischen Grundzustand. Dies bedeutet, dass

1. beziiglich eines konstant rotierenden Systems {Z*} keine relative Bewegung stattfindet,

2. daher sdmtliche Kréfte lokal im Gleichgewicht sind:
DIV 2(P,ty) + 0oF =0 (2-166)

(hierin sind mit F und X die Volumenkrifte bzw. der Cauchy-Spannungstensor im Grundzustand bezeich-
net; die Zentrifugalkraft ist in F enthalten).

3. keine Scherspannungen auftreten, d.h. der Spannungstensor (im Grundzustand fallen Cauchy- und Piola-
Kirchhoff-Tensor zusammen) bis auf eine multiplikative Ortsfunktion —pg (dem negativen hydrostatischen
Druck) dem Einheitstensor gleicht:

E(P,to) ZTo(P,to) = —pQ(P,to)I (2-167)
In Komponentenschreibweise gilt, wenn wir die Bedingungen 2) und 3) zusammenfassen,

—po,x GFE 4+ poFY = 0 bzw. — GRAD py + 0oF =0 (2-168)

Aus (2-168) folgt, dass die (auf die Volumeneinheit bezogene) Kraftdichte goF konservativ ist. Zusétzlich werden
wir im folgenden annehmen, dass die (auf die Masseneinheit bezogene) Kraftdichte F ebenfalls konservativ ist
und F damit ein Potential besitzt. Es gilt also

(00Fk)iL = (00FL)|K FrL = Frix (2-169)

Als eingeprégte Kraft wird nur die Schwerkraft berticksichtigt, somit ist F = I'. Dann folgt durch die Anwendung
des ROT-Operators auf (2-168):

GRAD Q()XF:O —— QQ,KFL:Q(),LFK (2-170)

Aus (2-168) und (2-170) folgt, dass die Vektoren F, GRAD py und GRAD pg parallel sind. Das bedeutet, dass
die Flachen gleicher Dichte auch Flidchen gleichen Drucks und Flidchen gleichen Potentials sind. Insbesondere
sind am Rand des Kontinuums F und die Flichennormale N parallel.

Auch im Grundzustand konnen Randspannungen vorhanden sein, vorausgesetzt die oben genannten Kriterien
sind erfiillt.
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2-5.3 Linearisierung der Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt linearisieren wir die Bewegungsgleichungen (2-159) bzw. (2-164) beziiglich der Verschie-
bungskoordinaten. Dabei wird die Abhéngigkeit der Spannungstensoren von der Verschiebung (Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen) noch offengelassen. Die beiden Darstellungsarten (2-159) und (2-164) (es wird alternativ
der Cauchy- oder der Piola-Kirchhoff- Tensor zur Darstellung der Spannungen verwendet) kénnen unabhéingig
voneinander betrachtet werden; jedoch ergibt sich aus den Formeln (2-163), (2-83), (2-11), (2-70) und (2-74) die
linearisierte Beziehung zwischen den Koordinaten des Piola-Kirchhoff- und des Cauchy-Tensors:

oM~ (050 — SR oL UM + 0k 0h UM 40,01 UM i J75E (2-171)

(Es sei nochmals daran erinnert, dass sich der erste Index der Koordinaten des Piola-Kirchhoff-Tensors auf die
Basis Ck bezieht.) I. allg. hingt nicht nur die Beziehung zwischen den Tensorkomponenten, sondern auch die
Beziehung zwischen dem Cauchy- und dem Piola-Kirchhoff-Tensor insgesamt von den Verschiebungen u und
damit von der Zeit ab.
Die Spannungstensoren o bzw. T werden in einen Referenzanteil (Vorspannung) und eine Spannungsanomalie
aufgespalten:

o(p,t) = %(P,t) + Ao (p,t) 7(p,t) =10(P,t) + AT(p, t) (2-172)

Dabei lassen wir hier ausnahmsweise (im Widerspruch zur Definition der Anomalie geméf} (2—27)) zu, dass auch
der Referenzanteil zeitabhéngig ist; er soll aber fiir ¢ = ¢y einen hydrostatischen Spannungszustand darstellen.
Nur durch diese Inkonsequenz in der Definition der Anomalie halten wir die Moglichkeit offen, dass die Beziehung
zwischen den Anomalien von Cauchy- und Piola-Kirchhoff-Tensor unabhéngig von der Vorspannung ist. Der
Operator AYY, der den Piola-Kirchhoff-Tensor auf den Cauchy-Tensor abbildet, ist von den Verschicbungen
abhingig und damit zeitabhéngig; es muss also gelten

¥+ Ao = A7 (t) (1o + A7) (2-173)

Spalten wir daher beide Tensoren in Referenzteil und Anomalie auf, so haben wir uns zwischen zwei nicht mit-
einander zu vereinbarenden Bedingungen zu entscheiden:

a) Wir fordern, dass jeweils die beiden Referenzteile und die beiden Anomalien einander entsprechen sollen; in
diesem Fall muss einer der beiden Referenzteile zeitabhéingig sein:

» =A%) Ao = A7C () AT (2-174)
In Koordinaten ausgedriickt, bedeutet dies
SH s [0k 8L — Sk 0LUN, + 00 UM 0k UM ] 7, (Mo R kL (ANKE (2175)

b) Fordern wir dagegen, dass beide Referenzteile zeitunabhéngig sein sollen, so entsprechen sich die beiden
Anomalien nicht, oder anders ausgedriickt, die Beziehung zwischen den Anomalien beinhaltet dann auch die
Vorspannung. Fiir diesen Fall ist 3 = 7 zu setzen, denn D/ G (to) = 1. Fiir die Anomalien erhalten wir wegen
(2-173) die Beziehung

Ao = (UAPC(t) —ATC (t0)) 70 + ATC (1) AT (2-176)

In Koordinaten ausgedriickt heifit das fiir die Variante b):
S {0500 4 65,00 UM g 050D UN} 75°F

(2-177)
(Aa)¥t ~ [~k 3L U, + Skl U] 7P + 8kal (Am)KE

(vgl. z.B. D. Wolf 1997 Seite 24 Formel 3.56; dort wurde %(X) = — po(X) T gesetzt.) Die komplizierte Um-
rechnung zwischen den Referenzteilen X% und 7/’ kommt nur dadurch zustande, dass sich die Koordinaten
auf die unterschiedlichen Basen g ® g; bzw. Cx ® G beziehen; die entsprechenden Tensoren sind identisch.
Wir haben hier die Formeln (2-163), (2-78) und (2-75) benutzt.

Die linearisierte Spannungs-Dehnungsbeziehung muss sich auf die Anomalie beziehen, nicht auf die Stérung. Dies
wird klar, wenn man an eine homogene Verschiebung eines vorgespannten Korpers denkt. Wire die Stérung des
Spannungstensors homogen linear vom Verzerrungstensor abhingig, so wiirde wegen uk| , = 0Vk,l auch 6o =0
folgen, was falsch ist, wenn eine inhomogene Vorspannung vorliegt. Da Vorspannung und Anomalie beim Cauchy-
Spannungstensor symmetrisch sein miissen, falls keine Momentendichten angreifen (vgl. (2 —159)), miissen auch
die Komponenten Ac* und A75E symmetrisch sein.
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Wir geben zwei Varianten der Linearisierung der Bewegungsgleichungen an. Die erste Variante benutzt den
Cauchy-Tensor und ist die weitaus gebriuchlichste. Die zweite Variante benutzt den Piola-Kirchhoff-Tensor.
Werden die Spannungs-Dehnungsbeziehungen spezifiziert und daraus die Inkremente des Cauchy- und des Piola-
Kirchhoffs-Tensors abgeleitet, so fallen die beiden Varianten wieder zusammen.

1. Variante:
(XK t) = — po(XE, to)I = — pogh ® gk = — po(X K, t0) 9" g1 @ & (2-178)

Hier wird also die Aufspaltung in Referenzanteil und Anomalie gem#f (2 — 27) fiir den Cauchy-Spannungstensor
durchgefiihrt. g¥ ® gy, ist - unabhingig vom Argument! - gleich dem Einheitstensor. Wir nehmen wieder p als
Argument an und berechnen die Divergenz des Cauchy-Spannungstensors zu einem beliebigen Zeitpunkt:

dive =div X +div Ao = —pg,x C¥ +div Ao
(2-179)
~ = po,L G¥ + po,x UK G + DIV Ac.

Wir haben hier (2-87) sowie (2-88) benutzt.
Mit of (zF,t) = o5(XE to) + Ap, f(aF,t) = F(XX, ty) + Af sowie (2 — 147) und (2 — 83) folgt fiir den
“Kraftterm”

of (2%, 1) ~ 0o F (XX 1) + 00(Af — F DIV u). (2-180)

Damit lautet die linearisierte Bewegungsgleichung in “materieller Form” , wenn wir noch die Gleichung (2 —168)
fiir den hydrostatischen Grundzustand beriicksichtigen:

Satz 2-33 (linearisierte Bewegungsgleichungen in materieller Form):

oa =~ —GRAD py + GRAD py. GRAD u+ DIV Ao + goF + 9o(Af — F DIV u) ~

Q

ooa QQFKUTLGLMG]M + AUJWI'{KGM + QQ(A]UW — F]w UI‘{K)GJW (2—181)

Q

00F. GRAD u + DIV Ao + go(Af — F DIV u)

[
(bei “kleinen” Groflen darf div durch DIV ersetzt werden.) Da auf der rechten Seite nur noch Grofien erster
Ordnung erscheinen, darf auf der linken Seite ¢ durch g ersetzt werden (denn die rechte Seite bleibt bis auf
Groflen zweiter Ordnung unveréndert, wenn mit gp/0 = 1 4+ DIV u durchmultipliziert wird). Im Rahmen der

linearen Ndherung darf im {ibrigen bei allen Termen, die eine “kleine” Grofle enthalten, auch p statt P als
Argument verwendet werden.

In der letzten Zeile von (2-181) treten keine Terme mehr auf, die den Druck py im Referenzzustand enthalten.
Alternativ dazu kénnen wir in (2-181) die Kraftdichte im Referenzzustand F durch den Druckterm ersetzen,
der sich aus dem hydrostatischen Gleichgewicht ergibt:

eoa~ po kU G"™MGar — po,p G"M URieGar + Ac™ {5 Gas + 00 AfM Gy (2-182)
(vgl. D. Wolf 1997 Formel (3.37)).

D. Wolf 1997 spricht von der “materiell-lokalen” Formulierung, wenn Af geméf (2 — 85) durch §f ersetzt wird:

F
Af ~ 6f + ;)(—KUK =6f + GRAD F.u = [(0f)M + Fr g UXG"M]Gy

Daraus folgt

%

eod oo Fre UL GMM + AaM i + 00(0f)M — 00 FM U + 00 F 1 UR ]Gy

|
= 0oF. GRAD u + DIV Ac + 006f — 0oF DIV u + 0oGRAD F.u

(2-183)

Da geméf (2-169) sowohl goF als auch F konservativ sind, also (00 Fr) x = (00Fx )|z und Frjx = Fk| gilt,
vereinfacht sich die Gleichung (2-183) zu
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Satz 2-34 (linearisierte Bewegungsgleichungen in materiell-lokaler Form):
ooar [(0FrUR) GEM — FM(0oU") k + 00(6 /)M + AUMﬁ{(]GM
~ GRAD < goF,u> —F DIV (gou) + poéf + DIV Ac
oder (2-184)
ovar  [oo(FkU®),.GFM + AaMfK + 00(6f)M — 0o FM UI\(K]GM

= 9o GRAD < F,u> +DIV Ao + 0¢0f — ooF DIV u
]

(Dies ist die Form der Bewegungsgleichungen, die wir in den folgenden Abschnitten dieser Arbeit hauptséichlich
benutzen. Einerseits lassen sich die Inkremente der eingeprigten Kriifte (Gravitation) und der Tréigheits-
kréfte am einfachsten im Euler-Bild darstellen, andererseits beziehen sich die Materialgleichungen (Spannungs
- Dehnungsbeziehungen) auf die Anomalie des Spannungs-Tensors.)

Auch hier kénnen wieder die Kraftterme durch Druckterme ersetzt werden; M. Smith 1974 p. 494 verwendet
eine gemischte Form, die direkt aus (2-183) folgt:

ooa = [~ po,L UIfK + po,K UIfL + 00FL kUK + 00(6f) L + AUMII(KGML]GL

(2-185)
~ [—(po UIfK)|L + (Po UI|(L)|K + 00Fp kUK + 00(6f) + AO’MIfKGML]GL

Wird in (2-184) auch noch gemifl (2—85) die Anomalie des Cauchy-Spannungstensors durch die Stérung ersetzt,
gelangt man zur “lokalen” Formulierung:

Ao = 60 — po,x UKT, DIV Ao ~ DIV 60 — (po,x UX),, GF —

Satz 2-35 (linearisierte Bewegungsgleichungen in lokaler Form):

ooa ~ DIV do + 0o6f — F DIV (gou) (2-186)
[
Auch bei der lokalen Formulierung, die u.a. V. Dehant, J. Wahr 1991 p. 160 benutzen, wird also mit der Dichte

im Grundzustand gg, nicht mit der aktuellen Dichte g gearbeitet. (2-186) ergibt sich ohne den Umweg iiber die
materielle Formulierung, wenn man o = — p§(z*)I + do in (2-159) einsetzt und (2-89) anwendet.

2. Variante (vegl. D. Wolf (1997, p.23 Formel (3.16))):

Hier wird 78 = —poGEL gewihlt. Obwohl 7L somit konstant ist, ist 7o zeitabhingig, denn der Index K

bezieht sich auf die Basis Cg, die mit der Verschiebung variiert.

T0(X5, 1) = —po(X*,10)CL ® G* = —po(X*,10)G"*CL @ G
~ —po(XK 1) GFE G ® G — p(X 5, 1) GEKUN Gy @ G (157)
Zur Berechnung der Divergenz von 7o(X % t) kann (2-94) verwendet werden:
DIV 79~ —GRAD po — G*¥ (poU) ) kG (2-188)
Damit lauten die linearisierten Bewegungsgleichungen in der “materiellen Darstellung” :
ooa = pof + DIV 7 = gy Af — (poU%)mGLKGM + DIV Ar. (2-189)

Schreiben wir die Anomalien der Kraftdichte und des Spannungstensors mit Hilfe von (2 —85) auf die Stérungen
um, so erhalten wir analog zur ersten Variante die “materiell-lokale” Darstellung

ooa ~ o0f + 0o GRAD F.u — (poU'] ) xG"* G + DIV Ar. (2-190)

sowie die “lokale” Darstellung

20a = 0o6f + 0o GRAD F.u — (poU'}) xG"" Gar + DIV 67 — (po,x U™)[LG". (2-191)
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Im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachten wir hauptséchlich extrem langperiodische oder sékulare Be-
wegungen. Fiir Vorgénge dieser Art wird in der Literatur in der Regel die quasistatische Ndherung benutzt.
Dies bedeutet, dass der inertiale Term gpa vernachlissigt wird. Im Gegensatz zum Fall von kurzperiodischen
Schwingungen wird bei gleichférmig ablaufenden Ausgleichsvorgéingen die Losung hierdurch nicht wesentlich
beeintrachtigt.

26 Eingeprigte Volumenkrifte und Tréagheitskrifte
2-6.1 Gravitation

Gemaf der Newton’schen Gravitationstheorie, auf die wir uns hier beschrénken, lauten die Feldgleichungen fiir
die gravitative Kraftdichte f&rov

rot £ (x) =0 div £f€7(x) = —4rgo(x) (2-192)

in differentieller Formulierung bzw.

rav XQ —Xp
£ (xp) = 9/ Q(XQ)|X1§2—7XQ|3d3XQ (2-193)
3

in integraler Formulierung. ¢ ist die Gravitationskonstante, f¢"* die Gravitationsbeschleunigung (wir werden
spiter f&7% mit der Zentrifugalbeschleunigung zum Schwerevektor y zusammenfassen). Als konservatives Feld
kann & als Gradient einer Funktion v“"%¥(x), des Gravitationspotentials, dargestellt werden:

fGra'U — grad ,UG’I‘IIU(X) 5fG7‘av — grad (S’UGTM)(X)
: Grav _ : Grav - _
div grad v (x) = —4dmgo(x) div grad v (x) 4mrgdo(x) (2-194)
vGra'u(X) — Q(XQ) dBXQ 5,UGrav(X) = g 6Q(XQ) d3XQ

zs [xp —xq] ze [xp —xq|

Wir werden im folgenden stets annehmen, dass sich auflerhalb der Erde keine Massen befinden, so dass die
Volumenintegrale nur iiber den Erdkérper zu bilden sind.

In den weiteren Abschnitten dieser Arbeit werden wir den Effekt von Auflasten an der Erdoberfliche untersu-
chen. Diese Auflasten bewirken eine Randspannung, da sie infolge der Erdanziehung gegen die Erdoberflache
driicken, sie erzeugen jedoch auch selbst ein Gravitationsfeld, durch das die Massenelemente der Erde Kréifte
erfahren. Die inkrementellen Anderungen von Gravitationspotential und Gravitationsvektor bestehen also in
der Summe von

1. (a) den Anderungen durch die gravitative Wirkung dv®*** bzw. sy"** der Auflast selbst

(b) den Anderungen infolge der Massenverlagerungen im Erdinneren bzw. der hierdurch entstehenden
Gravitation 6v”¢/ bzw. syPef

Es gilt also
6vGra'u — 6vLast + 5,UD€f (2—195)

Es erweist sich als zweckméBig, die Auflast als einfache Schichtbelegung (X, t) (flichenhafte Dichte) auf der
Erdoberfliche zu approximieren. Diese Schichtbelegung kann als Kondensation der auflastenden Massen auf die
Erdoberflache verstanden werden; sie gleicht daher in guter Naherung der Hohe der Auflast multipliziert mit
ihrer Massendichte

K(X,t) = QLast(Xat)hLast(Xat)u X e 81)0 (2-196)

Das Gravitationspotential der Auflast wird durch ein Fldchenintegral dargestellt:

t
Svl et (xp) ~ v (xp) = /%d%{Q (2-197)
Vo

(Wir integrieren stets iiber die unverzerrte Erdoberfliche 0Vy; der dadurch entstehende Fehler ist von zweiter
Ordnung, da & selbst eine kleine Grofle ist.)
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Dieses Potential ist unter schwachen Voraussetzungen an die Regularitét der Randfliche 0V, und der Belegung
k stetig. Der Gravitationsvektor, der durch die Auflast erzeugt wird, ist in dieser Approximation dagegen geméfl
der bekannten Sprungrelation des Gradienten eines Einfachschicht-Potentials unstetig:

Lemma 2-36 (Stetigkeit des Potentials einer einfachen Schichtbelegung):

Es sel k eine stetige Belegung auf einer stetig gekriimmten Flidche 0),. Dann ist das Potential (2-197) iiberall
auf und aulerhalb 0V, stetig. ]

Lemma 2-37 (Sprungrelation des Gravitationsvektors einer einfachen Schichtbelegung):

Seien die Fliache 0V sowie die Belegung x analytisch. Dann ist der Gradient des Potentials der einfachen Schicht-
belegung (2-197) auBerhalb der Fliche analytisch. Der innere (+) bzw. duflere (-) Grenzwert des Gradienten in
einem Punkt xp der Schicht lautet

grad v (xp)|= ~ ¢ / k(xq) grad d*xq F 2mgr(xp)Np (2-198)
Vo

Ixp — xq|

Die Differenz zwischen duflerem und innerem Grenzwert betragt daher
grad v, (xp)4 — grad v, (xp)_ & —4mgr(xp)Np (2-199)
|
Beweise dieser beiden Hilfsséitze findet man beispielsweise in E. Martensen (1968). Der Gravitationsvektor

Sy 5t als Volumenintegral ist im iibrigen stetig; unstetig ist nur seine Approximation als Gradient des Flichen-
integrals (2-197).

Wir betrachten nun die Anderung des Schwerefeldes infolge der Massenverlagerungen. Anomalien und Stérungen
von Gravitationspotential und -beschleunigung kénnen in linearer Approximation aus

DF oF¢
AF =~ E'tOAt OF ~ W'%At
berechnet werden, wobei
Dx Dx
Q [, At ~ u(Xg) =: ug, P |t0At ~uXp)=:up

Der Parameter t ist wiederum als Parameter des Gateauz-Differentials von FE bzw. F* beziiglich u zu betrach-
ten. Mit Hilfe des Transport-Theorems (2-151) ergeben sich die folgenden Formeln fiir die lineare N#herung der
Anomalien des Deformationspotentials und des zugehorigen Gravitationsvektors:

Lemma 2-38 (Anomalien von Deformations-Potential und -Gravitationsvektor):

AvPef t)) / d3 At = /%Q) Xp—X - d*X
v (XP( Dt{ |XP xQHto g |X XQ|3 P Q,uQ —up > Q
(2-200)
o\ X
AP (ep (1)~ g / 2 L0 =20 xa) At
Xo - Xp) (2-201)
uQ—up Q — P 3
~ X +3 < Xp—Xg,ug —up >}d°X
géfsg( Q){|XP_XQ|3 Xp — X ~r ~Xeug—ur pd*Xq
| ]

(Zum Beweis des Lemmas miisste zunéchst gezeigt werden, dass Differentiation und Integration vertauscht
werden diirfen; siehe dazu Anhang B.) Setzen wir

|U_Q — up| < Emam|XQ — Xp| vXg, Xp (2—202)

mit einer Konstanten F,,q, < 1 voraus, so ist die Singularitéit des Integralkerns von AvPef einerseits von der
Ordnung |Xo—Xp|™! , von AyP¢/ andererseits von der Ordnung |X¢g — X p|~2. Beide Integrale existieren also
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fiir integrables p(x) und geniigend glattes u als schwach singulire Integrale. Aufgrund der Stetigkeit von u und
aufgrund von (2-202) lisst sich der Integrand von (2-201) als Produkt o(Xg)/|Xp — Xg|*- ¥(ug,up, Xg, Xp)
darstellen, wobei |¥(ug,up,Xg,Xp)| fiir alle in Frage kommenden Xq # Xp, Xg, Xp € R? die Schranke
4F 42 besitzt und stetig ist. Die linearen Niherungen von AvP¢/ und AyP¢f sind daher ebenso wie AvPef
und AyPef selbst stetig.

(2-202) ist beispielsweise verletzt, falls Teilkérper des Kontinuums (der Erde) aneinander vorbeigleiten, wie das
bei Konvektionsstromen oder der differentiellen Rotation zwischen Mantel und Kern tatséchlich auftritt. In
diesem Fall ist u unstetig.

Lemma 2-39 (Storungen von Deformations-Potential und -Gravitationsvektor):

Die Stérungen dvP¢f und &yP¢f ergeben sich in linearer Niherung zu

d o(xq(t)) 00(Xq)
svPel (xp.t) ~ — /7613 At = /7 - X X
v (XP, ) dt{g |XP—XQ(t)| XQ}lto ) |XP—XQ|3 <xp Q,uQ > Q
R3 R3 (2-203)

1
=g /QQ(XQ) < GRADQ (m) ,uQ > d3XQ

R3

&yDef(XP,t { / (t) - Xp)d3XQ}|t0At

|XP - XQ(t)|3

4 . ( ) < XQ —Xp,uQ >
~— t 1 —_—
3 gQ(XP, O)U(XP) + (;E,I(l)g / | XQ|3{ |XP — XQ|2
R3\K?

(Xq —xp)}d’Xq

(2-204)
]

Zum Beweis siche Anhang B. Im letzten Fall durfte die Zeitableitung nicht mehr unter das Integral gezogen
werden. Der Integrand in (2-204) ist singulir von der Ordnung 1/|xp — Xg|3. Das Integral ist als Cauchy-
Hauptwert zu verstehen, d.h. als Grenzwert einer Folge von Integralen, bei denen eine Kugel K° vom Radius
0 — 0 um den Berechnungspunkt aus dem Integrationsgebiet ausgenommen wird.

ef ist als Differenz zweier stetiger Funktionen selbst stetig. Dagegen kann die lineare Niherung von ef
g g geg g
offensichtlich unstetig sein, da ja die Dichtefunktion ¢ in den beiden integralfreien Termen %X go(xp,to)u(xp)
in (2-204) nicht stetig sein muss. Ein einfaches Beispiel ist das folgende:

Der Mittelpunkt x5, einer starren, homogenen, gravitierenden Kugel mit Radius R und Dichte ¢ bewege sich
auf einen Aufpunkt xp zu. Der Gravitationsvektor lautet

4rgoR3
—%2]5 . fir r > Rg
fGTav(XP) — 4 3r
— ﬂ-gmer fir r < R,
wobei wir 7 := |xp — x)/| und e, := (xp — xar)/|xp — Xpr| gesetzt haben. Offensichtlich ist £&7 stetig. Ist

nun r = ro + Ar, so ergibt sich fiir die lineare Niherung von sy”¢f

4
+—= m9oR - 2Are,
oy At ~ 47T3r0
gQA re, fir r < REg,

8fGrau fir r > Rg

S

so dass sich an der Stelle r = Ry, tatsichlich eine Unstetigkeit der linearen Néherung von éyP¢f ergibt.

Um diese Unstetigkeit interpretieren zu kénnen, leiten wir eine weitere Darstellung von (2-203) her, die wir
in Kapitel 3 anwenden werden und die vor allem fiir die Behandlung von Sprungstellen der Dichte (z. B. an
der Erdoberfliche!) von Nutzen ist. Wir nehmen an, die Erde bestehe aus mehreren (i. allg. unregelmiflig
aufgebauten) Schalen B;, innerhalb denen die Dichte stetig differenzierbar sei. An den Schalengrenzen lassen
wir Unstetigkeiten der Dichte zu. Wir betrachten zunéchst das Integral (2-203) iiber eine Schale B gesondert.
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(2-203) lésst sich wie folgt umformen:

1
&Jgef(x;s,t) = g [0(Xg) < GRADg(———=—),ug > d*°Xg
B lxp — Xq]
20(Xq)uXq), / DIV u(Xgq) s
= DIV [—————=2]d°Xg — Xg)——————d°Xg—
gg [ Ixp — Xql I Xa gB o0 (Xe) xp—Xgol ~ ¢
<u(Xg), GRAD ¢y(Xg) >
B Ixp — Xg
und mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes folgt
X Xg),N(X
5’Ugef(XP,t) ~ g f < QO( Q)u( Q)7 ( Q) >d2XQ—
B xp — Xq|
(2-205)
DIV u(X <u(Xg), GRAD pp(Xg) >
B Ixp — Xq| Ixp — Xq|

Dieser Ausdruck ldsst sich besonders einfach interpretieren, falls die Dichte in der Schale konstant (GRAD gy =
0) und das Material inkompressibel ist (DIV u = 0). Fiir diesen Fall entsteht das Stérpotential ausschliellich
durch ein Nach-auflen-dringen oder Zuriickweichen der Massen an der Schalengrenze. Andererseits verschwinden
fiir die genannten Voraussetzungen die beiden Volumenintegrale in (2-205) und es verbleibt nur das Flidchenin-
tegral. Das Potential dieser an der Schalengrenze zusétzlich “angehéduften” oder “abgetragenen” Massen wird
offensichtlich in linearer Ndherung durch das Potential einer einfachen Schichtbelegung approximiert, wobei
diese Schichtbelegung sich aus dem Produkt der Dichte und der Normalkomponente der Verschiebung an
der Schalengrenze ergibt. Man spricht im Zusammenhang mit dem geodétischen Randwertproblem von einer
Helmert-Kondensation der Massen auf die Schichtgrenze. Wir haben hier die entsprechende Formel als lineare
Approximation des Storpotentials infolge von Verformungen eines Kontinuums erhalten.

Addiert man die einzelnen Anteile von v/ aus den verschiedenen Schalen, so heben sich die Flichenintegrale
teilweise wieder auf, da die Normalen zweier benachbarter Schalen unterschiedliches Vorzeichen besitzen. Wir
setzen hier voraus, dass der Verschiebungsvektor an der Schichtgrenze stetig ist. Besteht das Modell aus n
Schalen B;, i=1,2,...,n , so erhalten wir

Lemma 2-40 (Potentialstérung):

: n < ug,Ng >
svPer (xp.t)~ S {g f [oo]5 ug, Ng d2XQ _
i=1 S; Ixp — XQ|

(2-206)

DIV (UQ) 3 < ug, GRAD QQ(XQ) > 3
—g [ 00Xg)——<=d°Xg —g/ d°Xq

E{ Ixp — Xq » xp — Xq
Hier bezeichnen S; die Grenze zwischen der i-ten und ¢+ 1-ten Schicht und [go]+ die Differenz zwischen innerem
und duflerem Grenzwert der Dichte an einer Schichtgrenze. Der Normalenvektor N zeigt hier - im Gegensatz
zu (2-205) - stets in die Richtung der néchstéuBeren Schicht. An der Erdoberfléche, also fiir i = n, ist fiir [go]+

der Dichtewert an der Oberflache einzusetzen. Die Normalkomponente ug wurde als stetig vorausgesetzt. m

Bilden wir nun den Gradienten von év”¢f um die zugehérige Storung des Gravitationsvektors zu erhalten, so
haben wir die Unstetigkeit des Gradienten einer einfachen Schichtbelegung zu beachten, die bereits in (2-198)
und (2-199) bei der Berechnung des Gradienten des Auflastpotentials benutzt wurde. Die Schichtbelegung ist
im vorliegenden Fall offensichtlich < [go]+ ug, Ng >. Es gilt also

Lemma 2-41 (Unstetigkeit der linearen Niherung des Schwerevektors an einer Schichtgrenze):

Unter den genannten Voraussetzungen (insbesondere Stetigkeit des Verschiebungsvektors) betrigt die Unste-
tigkeit des deformatorischen Anteils des Schwerevektors, ndmlich die Differenz zwischen duflerem und innerem
Grenzwert an einer Schichtgrenze

[(S’YDef(Xp)]i ] —47rg[g0]:F < u(Xp),Np > Np. (2—207)

Das Lagrange-Inkrement ist dagegen auch in linearer Naherung stetig. [ ]
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Anmerkung 2-8 :

Def

Die Potentialstérung 6v”¢f bzw. die Potentialanomalie Av erfiillt die Differentialgleichung

div grad 0vP/ (xp) = —4mg So(xp) ~ 4rg div (0oup) ( )
2-208
div grad Av”¢/(Xp) =~ DIV GRAD AvP (Xp) ~ —dmgAo+ (205 Uy + v U0 ) G

Die erste Formelzeile ergibt sich aus der Definition von §v2%f bzw. §o sowie (2-148); die Differentialgleichung fiir Av?f

wird im Anhang (B) gezeigt.
Fiir die Inkremente des Gravitationsvektors gilt

div 3y7 (xp,t) = —4mgo(xp,t)

div AyP*f (xp,1) ~ DIV AP (xp 1) = —dmgo(xp. t) + LU, (2-209)

sowie

rot &y (xp,t) =0

ot AP (xp, 1)~ ROT Aq”(xp, 1) m 54 B U, Gy Gar = K50y U G
rot rot AyPef ~ (GREGME — GRKGML)(”\LNRU]\VK + U‘LNUI\VKR)GM

Beweise hierzu finden sich wieder im Anhang B.

(2-210)

2-6.2 Tragheitskrifte und ihre Linearisierung

Die Beschleunigungen a auf der linken Seite der Bewegungsgleichungen (2-159) sind als inertiale Beschleuni-
gungen zu verstehen. Arbeiten wir in einem rotierenden Bezugssystem, so bleiben die Bewegungsgleichungen
giiltig, wenn wir darin die Beschleunigungen a durch die Relativbeschleunigungen a®®¢! ersetzen und dafiir die
Differenzterme of T := o(af*®! — a) als Trdgheitskraftdichten auf der rechten Seite addieren. Die Kraftdichten
of sind also als Summe von eingepriigten und Triigheitskraftdichten (sowie eventuell Reaktionskraftdichten) zu
verstehen.

Gemif (2-116) gilt

o(x)fT (x) = —p(x) wx x —20(x) wx v (x) - o(x) wx (wxx) (2-211)

Wir linearisieren diese Gleichung beziiglich x = X +u und w = Q + § w, wobei wir hier X und Q als Gréflen
0-ter Ordnung, u und 0 w als Gréflen 1-ter Ordnung verstehen; 2 wird als konstant angenommen. Es ergibt sich

Lemma 2-42 (Linearisierung der Trigheitskraftdichten):

o(x)fT (x) ~ 00FT(X) + AoFT + 0967 (X) + 00GRAD FT .u
mit
0oFT (X) — —0o(X)R2 x (2 x X) = go(X) [22X— < 2, X > Q]
AoFT ~ 00(DIV w)Q x (Q x X) = go(DIV u) [< 2,X > Q — 02X
Q05fT(X) — QoafEuler + Q05fCoriolis + Qo5fZ8”t', wobei
d 2-212
) s ~ o) Y v x 221
dt
o D'u
5fCorzolzs ~ —92 X))
00 QO( ) X Dt
opdfZent: ~ =000 wx (2 xX)— 002 x (f wxX) =

= -0 <QX>Jw—0 <Iw,X>Q+20 <N, 0w>X

00GRADFTu =~ —0oQ2 x (2 x u) = gp [Pu— < Q,u> Q)]
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Der Zentrifugalterm ooF7(X) ist der einzige Term O-ter Ordnung; er wird iiblicherweise im Grundzustand
beriicksichtigt. Er ist ebenso wie der zentrifugale Stérterm 6f%¢™ konservativ, es lassen sich also zugehérige
Zentrifugalpotentiale angeben:

1
VZent = —(PR?*— < Q,X >?) FT = GRAD VvZent
2 (2-213)

?M x (< Q0 w> R?P— < Q,X >< §w,X >) 6f7"" ~ GRAD fvZent

Die iibrigen stérenden Trigheitskraftdichten sind i.allg. nicht konservativ, besitzen also kein Potential. Ublicher-
weise fasst man das Gravitationspotential mit dem Zentrifugalpotential zum Schwerepotential zusammen (und
entsprechend dazu auch die Gradienten):

W = VGrav + VZent r= I‘Grav + FT, (2_214)

analog dazu werden auch die gestorten Grofien zusammengefasst.

In die Trigheitskraftdichte geméf (2-212) gehen neben den Unbekannten u und 6 w auch deren zeitliche Ablei-
tungen ein, was die Losung der Bewegungsgleichungen erschwert. Um von den Zeitableitungen frei zu werden,
fithrt man eine Laplace- Transformation der Bewegungsgleichungen durch. Wolf(1997) stellt in seinem Appendix
A die benotigten Rechenregeln der Laplace-Transformation zusammen; wir iibernehmen die wichtigsten Regeln
in Anhang C. Wir kennzeichnen die Laplace-transformierten Groflen durch eine Tilde (%) oder durch das Symbol
L(+). Fiir die Trégheitskraftdichten entsteht

Lemma 2-43 (Laplace-Transformierte der Trigheitskraftdichten):

E(QfT) ~ QO(X)FT(X) —I—ﬁ(AQFT) + QOCS?EUZBT + goaf-Coriolis + Qodf‘zent'-l-

(2-215)
+00L( GRAD FT u)
mit
00(X)FT(X) ~ égo(X) [*X- < Q,X > Q]
L(AoFT) ~ 00(DIV 1) [< 2,X > Q — Q?X]
0pdfEuler —00(X)sd wx X (2-216)
Qoéfco”‘)lis ~ —200(X)sQ2 x 1
000FZet ~ —00 <X >0w—00<5w,X>Q+20<Q5w>X
00L( GRAD FTu)~ —po [< 2,0 > Q- Q%4
s ist der (eventuell komplexe) Parameter der Laplace-Transformierten.
]
Wenden wir die Operatoren ROT und DIV auf 6f7T an, so ergibt sich
ROT &fFuer  ~ 256w DIV §fFuler  ~0
ROT §fCeriolis  ~ _25(Q DIV t — GRAD u.2) DIV §fCoriclis  ~ 25 < Q ROT u > (2-217)
ROT §fZent- ~0 DIV §fZent: ~4 < Q6w>

Man kann § w zerlegen in einen Term ¢ wy,, der parallel zu Q, und einen Term § wyy, der senkrecht auf €2 steht:

<dw, 2> N

o2 , dwy=0w-0dwy (2-218)

dw=0wr+ 06wy mit O wp =
Der Term § wy, entspricht einer Tageslingenschwankung: die Richtung des Winkelgeschwindigkeitsvektors bleibt
unverdndert, und nur der Betrag dndert sich. Dagegen entspricht § wy einer Polbewegung oder Polwanderung:
Der Betrag des Winkelgeschwindigkeitsvektors bleibt in linearer Naherung konstant, aber es &ndert sich seine
Richtung.
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Aus der letzten Gleichung in (2-217) folgt
Lemma 2-44 (Harmonizitidt des inkrementellen Zentrifugalpotentials):

Das inkrementelle Zentrifugalpotential, das einer Polbewegung bzw. Polwanderung entspricht, ist harmonisch.
Dagegen ist das Zentrifugalpotential, das einer Tagesléingendnderung entspricht, unharmonisch mit der Inho-
mogenitit 490 w). |

2-7 Energiebilanz und konstitutive Gleichungen

2-7.1 Formale Herleitung der konstitutiven Gleichungen aus der Energiebilanz

Um die Bewegungsgleichungen anwenden zu kénnen, benotigt man zusétzlich den Zusammenhang zwischen dem
Spannungstensor und dem Verzerrungstensor. In ein solches Materialgesetz geht i. allg. auch die Temperatur ein.
Als konstitutive Gleichungen werden in der Regel die Zusammenhénge zwischen Temperatur 7' und Verzerrungs-
tensor einerseits und Entropie S und Spannungstensor andererseits bezeichnet. Die konstitutiven Gleichungen
miissen fiir die interessierenden Materialien aus Experimenten bestimmt werden. Jedoch kann die Vielzahl von
denkbaren Materialgesetzen durch iibergeordnete physikalische Prinzipien von vornherein eingeschrénkt werden.
Wir nennen hier nur einige dieser a priori Anforderungen:

1. Der Stress-Tensor im Punkt p zur Zeit ¢ hingt ab vom Verhalten des Kontinuums

(a) bis zur Zeit ¢ (nicht vom Verhalten zu spéterer Zeit)

(b) in einer infinitesimalen Umgebung von p, nicht vom Verhalten von Elementen mit endlicher Entfer-
nung von p.

2. Der Stress-Tensor ist invariant gegen

(a) Koordinatentransformationen (eine Eigenschaft jedes Tensors)

(b) gegen starre Translationen und Rotationen (Objektivitéit)

Diese und weitere einschrinkende Prinzipien sind in C. Eringen 1962 ausfiihrlich erkldrt. Sie sind charakte-
ristisch fiir die kontinuumsmechanische Betrachtungsweise, bei der die Teilchennatur der Materie aufler acht
gelassen wird. So lisst sich das Prinzip 1b) vom Standpunkt der Gittertheorie aus nicht aufrechterhalten; siehe
z.B. D. Kessel (1968). Jedoch ist die Approximation des Gitters durch das Kontinuum fiir geophysikalische An-
wendungen gerechtfertigt, da hierbei das Verhiltnis zwischen der Reichweite der (nichtlokalen) Kohisionskriifte
und der Ausdehnung des Festkorpers (Erde) sehr klein ist.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwenden wir die lineare Viskoelastizititstheorie. Dabei stiitzen wir uns
vor allem auf die Darstellung von R.M. Christensen 1982. Die allgemeine Form der linearen viskoelastischen
Gleichungen kann mit Hilfe eines quadratischen Ansatzes fiir die freie Energie (siehe unten) aus der Energiebilanz
und der Clausius-Duhem-Ungleichung hergeleitet werden.

Die Gesamtenergie & des Systems gliedert sich in die kinetische Energie & und die innere Energie 3L:

E=R/+4U

1 1
mit R:=§ / g<vg(:vk,t),v€(xk,t)>d3x:5/90<V£(XK,t),V£(XK,t)>d3X
V(t) Vo

(2-219)

Die Gesamtenergie éndert sich im Lauf der Zeit infolge von Wdrmezufuhr Qinpye und der Leistung dufSerer
Krdifte und Spannungen ...+
d¢ d] di
= e = D , 2-220
dt dt + dt 9 put +q31nput ( )
Die Leistung PB;,,,,,¢, welche die duferen Kraftdichten ££2t und Spannungen t(n) zur Zeit ¢ an einer beliebigen
materiellen Unterteilung V(t) des Kontinuums verrichten, ist

minput = f < V,t(n) > d2X + f o< wat, v > d3X (2_221)
oV(t) V(t)
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PBinpue 1sst sich als Summe der Anderung der kinetischen Energie und der “Anderung der Verzerrungsenergie’
sowie der negativen Leistung der inneren Kraftdichten £/™* darstellen:

d1l
Binput :E§/g<v,v>d3x+/a:Dd3x—/Q<v,f1"t>d3x

V(t) V(t) V(t)

d1 D
:a§/9<v,v>d3x+/gkl(—ekz+e“}€vm‘l+e’70m‘k) d3x — / Q<V,f1nt>dgx

Dt
V(t) V(t) V()
(2-222)
(Das innere Tensorprodukt o : D ist dabei durch o : D := o*ldy,; definiert.)
Beweis:
PBipur = | vond’x+ [ o<t v>dx= [{<v, dive+of —£") >+ grad v:o} d’x

av(t) V(t) V(t)

D
= f{<v,gﬁv>+gradv:a}d3x—/Q<v,f1"t>d3x
V(1)

V(t)

/ o< vV,v>dx+ / oMdy dPx — / o < v, "t > @3x
V(t) V(t) V(t)

_d1
T dt2

In der letzten Formelzeile wurde benutzt, dass grad v in seinen symmetrischen Anteil D (“deformation rate”)
und seinen antisymmetrischen Anteil (“spin”) zerlegt werden kann; wegen der Symmetrie von o kommt aber nur
der symmetrische Anteil von grad v zum Tragen. Der zweite Ausdruck in (2-222) folgt mit Hilfe von (2-109).m

Fiir kleine Verzerrungen darf dg; in 1. Ndherung durch den linearen Teil von Eekl ~ ﬁe’” ersetzt werden.

Es bietet sich an, B,,,,,,, auf das Referenzvolumen zu transformieren:

d1
2131'npuif - %5 Dt
Vo Vo vV,

D
/m<v%Xﬂw%Xﬂ>fX+/#“—ﬂ%ﬁfX—/@<v%Xﬁj“mmﬁ>JW
(2-223)

Beweis:
Ausgehend von der vorletzten Zeile des Beweises von (2-222) folgt mit (2-163), (2-108) und (2-64)

D D
grad v:o d®x = dyoMd®x = dyv8lak k2!, d3X = TKLE(EKL) dPX ~ TKLE(EKL) é3X. =

Der Ausdruck 7% L%(EKL) lasst sich nicht als “Doppelpunktprodukt” des Euler-Lagrange-Tensors und des
Piola-Kirchhoff-Tensors schreiben, da 75% sich auf Cx ® Gy, %(EKL) dagegen auf G¥ ® G’ bezieht. Die
Darstellung im Referenzvolumen hat aber den Vorteil, dass sich geméfl (2-223) B, streng durch L (Exr)
ausdriicken ldsst; die vergleichbare Darstellung im aktuellen Volumen (2-222) enthélt auler den Komponenten
%(ekl) auch noch quadratische Terme mit den Komponenten vy;.

Die Warmezufuhr £;,p,: setzt sich zusammen aus der Leistung der inneren Wérmequellen und dem Wérmefluss
durch die Oberfliache:

Qinput = — / <q,n>d*x+ / ot d’x = / (— divg+ov) d®x (2-224)
av(t) V(t) V(t)

Darin bedeuten v die Leistung der inneren Wéirmequellen pro Masseneinheit (“heat supply Funktion”), q =
¢"gr den Wirmeflussvektor, der positiv nach auen gezihlt wird. Um die Gleichung auch im Referenzvolumen
darstellen zu konnen, definieren wir

det Inm . 00

kyv K ky K

Q:=¢"X A\ — G =q¢"X -G 2-225
q 'k let G WAS ¢ q 'k K ( )
und erhalten mit Hilfe von (2-68)

Qmmz—/<QN>fX+/@rfxz/@DWQ+mqﬁx (2-226)
oV V(t) Vo
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Im iibrigen ist die Wérmeflussdichte £ - im Gegensatz zur Temperatur 7" und der Entropie S - keine Zustands-
grofle des Kontinuums; es gilt die differentielle Beziehung
dQ =T dS. (2-227)

Wir setzen nun die Ergebnisse (2-222) bzw. (2-223) und (2-224) bzw. (2-226) in (2-220) ein. Die Ableitung der
kinetischen Energie fillt dabei heraus, und wir erhalten Bilanzgleichungen fiir die innere Energie in integraler
Form. Da die Gleichung auch fiir jedes Teilvolumen gelten muss, existieren auch lokale Formulierungen:

D
QF‘: =gr+0:D— divq (2-228)
Du wr D
o — Ex, — DIV Q. 2-229
Q05 = oot +7 D UKL Q ( )

Darin bedeutet u die spezifische innere Energie (innere Energie pro Masseneinheit). Beim Ubergang auf die loka-
len Formulierungen fallen die inneren Krifte heraus. Simtliche Grofien beziehen sich auf ein materielles Element
(das Argument P bzw. X wurde jeweils fortgelassen). Der Energiesatz in der Form (2-228) bzw. (2-229) ist so-
mit eine Kombination der Leistungsbilanz der &ufleren Kréfte und Spannungen sowie der Wéarmebilanz. Im
Allgemeinfall sind noch weitere nichtmechanische Energiefliisse (wie z.B der elektromagnetische Energiefluss)
zu beriicksichtigen.

Anstelle der spezifischen inneren Energie u wird haufig die Helmholtz’sche spezifische freie Energie § geméf
0F = ou— oT'S,, (2-230)

eingefiihrt; S,, bezeichnet hier die spezifische Entropie.

Die fundamentale Ungleichung der lokalen Entropieerzeugung lautet

D dT
QTESm—QY-F div q— <q,& >> 0 bzw.

D GRAD T 2-231
QOTESm—QOY-F DIVQ—<Q7#>Z 0 ( )

(Clausius-Duhem-Ungleichung)

(Die beiden Ungleichungen sind streng équivalent.)

Die “heat-supply-Funktion” kann mit Hilfe des Energiesatzes (2-228) bzw. (2-229) aus der Clausius-Duhem-
Ungleichung eliminiert werden:

D D grad T
o (T(1)) + 0= (F) — 0 : D+ < q, <
0S, Dt( ())+9Dt(3) o: Dt <q—7—> 0
2.932)
D D w1 D GRAD T (
il = _ il YT S <
00Sm T (T(t)) + 00 Dr (& -7 DtEKL+ <Q, T > <0

Werden konstitutive Gleichungen fiir die spezifische freie Energie und den Warmefluss als quadratische Funktio-
nale der Verzerrungs- und Temperaturgeschichte des Kontinuums angesetzt, so ergeben sich aus dem Energiesatz
und der Clausius-Duhem-Ungleichung die konstitutiven Gleichungen fiir den Spannungstensor und die spezifi-
sche Entropie. Wir iibernehmen den Ansatz aus R.M. Christensen (1971), abweichend von diesem beziehen wir
uns jedoch auf das Referenzvolumen:

t

oF —oFo+ [ D)~ [ -0l

—o0

t t
1 IJKL / D D ,
: / / HYSH (@ 1t D) (B () (s (D) di

— 00 — 00

(2-233)

—/ /¢”(t—t’,t—5)5,(E,J(t’))D%(T(i>)dt’df

_1/ /m(t—t’,t—E)DDt,(T(t’))Dﬂf(T(ﬂ)dt’d5+O(E3,(T—To)3).
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Wir fordern dass Er;(t), T(t) im Intervall —co < ¢ < oo stetig seien und dass Er;(t) — 0 fir t - —oo
sowie T(t) — Tp fiir t — —oo gelte. Da Fy; symmetrisch ist, kann a priori angenommen werden, dass auch
HTJEL(t — ¢t — 1) in den vorderen beiden und in den hinteren beiden Indices symmetrisch ist. Da es sich
bei den Integralen mit den Kernen HI/XL(t —#' ¢ —#) und m(t — t',t — ) um quadratische Formen handelt,
diirfen wir diese Kerne als symmetrisch in ihren Argumenten annehmen, und die vorderen beiden Indices in
HTJEL(t — 't — %) diirfen mit den hinteren beiden Indices vertauscht werden. Wir diirfen also die folgenden
Symmetrie-Eigenschaften voraussetzen:

HUKL (¢ 4 7) = HIKL (4,4 —') = HXLI (¢ 1) = HITEL (g 1 0) = HUTLE (' 1) (2-234)

Die Faltungskerne DXL (t—¢t'), B(t—t'), HYEL(t—t' t—t), ¢!/ (t—t',t—1), m(t—t',t—1t) charakterisieren
die Eigenschaften des Materials; sie sind Funktionen der Zeit und des jeweiligen materiellen Punktes. Wir for-
dern dass die Faltungskerne verschwinden, falls eines ihrer Argumente kleiner 0 ist. Der Term 0¢&o beinhaltet
die freie Energie im Grundzustand.

Wir setzen (2-233) in die Clausius-Duhem-Ungleichung (2-232) ein und erhalten:

—-D" (0 /H”KL ’o)DE(EKL Ydt' +/¢”0t—£) _(T(8))dt + 7" %(EU(t)H—
+4 580 /¢”t—t O)DDt/(EU( )t +/mt—t 0)5,( (#))dt' — 00Sm %(T(t)) (2-235)
/ D kL n D NN at / D ~ D PR GRAD T
+{ - /DtD (t—1t) t,(EKL(t))dt+/Eﬁ(t—t)Dt,(T(t))dt+A—<Q7T> >0
wobei
:_%//Dt (HUKD (¢ — ¢ t—f)) (e ))D%(EKL@)dt di+
n / / D (47 0=t = 1) (B () (@) i
= / / D e~ ¢t )2 en 2 (r@)ar

D D
Da die Ungleichung (2-235) fiir beliebige Werte von — [ (Ers(t)), E(T(t)) gilt, miissen die Koeffizienten dieser

Funktionen, also die geschweiften Klammern, verschwinden:

t t

7 =DI0) + /H”KL(t—t’,O)%(EKL(t’))dt’—/gb”((),t—E)DEE(T(ﬂ)df (2-236)
00Sm = B(0) + / (b”(t—t’,O)%(EU(t’))dt’+ / m(t—t’,O)%(T(t’))dt’. (2-237)

Das sind gerade die linearen konstitutiven Gleichungen fiir T und S,,, die sich somit aus dem quadratischen
Ansatz fiir die freien Energie und der Clausius-Duhem-Ungleichung ergeben. Letztere Ungleichung vereinfacht
sich zu

t
D skry P Nt Do GRAD T
- | = — —B(t — — - > 0.
/ DtD (t )Dt’(EKL( ))dt’ + ﬂ(t t)Dt’( )dt' + A— < Q, . > >0
(2-238)
(Weitere Vereinfachungen sind méglich, jedoch fiir die vorliegende Arbeit nicht von Bedeutung.)

Die Kernfunktionen H!/KL(t—¢' 0), ¢!7(0,t—t), ¢!’/ (t—t',0) und m(t—t',0) lassen sich somit als Relazations-
funktionen deuten, die den Zusammenhang zwischen der Verzerrungsgeschichte und der Temperaturgeschichte
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einerseits und dem aktuellen Spannungstensor und der aktuellen Entropie andererseits herstellen. D7 (0) sind
die Komponenten des Piola-Kirchhoff-Stress-Tensors im Grundzustand (Vorspannungen), 5(0) die Entropie pro
Volumeneinheit im Grundzustand. Da wir von einem hydrostatischen Grundzustand (mit isotroper Spannung)
ausgehen, ergibt sich

DIJ(()) — _(O)p GIJ7

was der Variante 2 im Abschnitt 2-5.3 entspricht.

Es vereinfacht die Berechnungen erheblich, wenn die Energieiibergénge isotherm, also bei konstanter Tem-
peratur stattfinden; fiir diesen Fall ist %T = 0 und die konstitutiven Gleichungen fiir den Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor lauten

7_ () DIJ _,’_ J" HI]KL( t/) D

o (Brer (t)dt. (2-239)

— 0o

Das zweite Argument der Funktion H!/KL

im folgenden weg.

ist hier und in Zukunft stets gleich null; wir lassen es daher auch

2-7.2 Konstitutive Gleichungen fiir den Cauchy-Stress-Tensor

Bezieht man sich in der Energiebilanz auf das aktuelle Volumen, indem (2-221) eingefiihrt wird, so lassen sich
analog zu der beschriebenen Vorgehensweise auch konstitutive Gleichungen fiir den Cauchy-Tensor herleiten.
(Dies hat allerdings den Nachteil, dass in der Energiebilanz quadratische Terme auftreten, welche die kovarianten
Ableitungen der Geschwindigkeit vy); enthalten, vgl. (2-109), (2-222) .) Mit einem modifizierten Ansatz fiir die
freie Energie erhalten wir fiir den isothermen Fall in linearer Ndherung

D
Dz] Hz_]KL l
o (1) / s

(Eren ()t (2-240)
Gem#B der 1. Variante in Abschnitt 2-5.3 wihlen wir Dij(O) = —(0p ¢, Das folgende Lemma stellt den
Zusammenhang zwischen den Relaxationsfunktionen HYXE(t — ') und H 1K L(t —#') des Cauchy- und des
Piola-Kirchhoff-Tensors her:

Lemma 2-45 :
Es gelte
ij (0) i [ FKL n D ! !
o = = Opg? + [ HVEE(E =) 7 (Br(t))dt
t
T == OpGl [ HYRE(—t) 2 (B (t)dt!
Wahlt man
ﬁinL(t )_615] [HIJKL( )+ (0) (GIJGKL—GIKGJL—GILGJK)} , (2_241)
so wird durch die Tensoren 7 und o in linearer Naherung derselbe Spannungszustand beschrieben. n

Beweis von Lemma 2-45 :

Einerseits folgt durch Einsetzen von (2-241) in (2-240)

t

(O)pgzj +.’1}Z,]ZL’J7J /HIJKL(t )

ij

(Exc(t))dt'+

R

Dt/

— o0

4 (O)pxi71 Zl’j,J (GIJGKL _ GIKGJL _ GILGJK)%(UK‘L 4 UL‘K)

%

t
ij i j / D / /
(0)pgm + a2t /HIJKL(t_t)Dtl(EKL(t ))dt' +

—o0

+ Opat 2l (GVUYL, - GTPU - GTPUY )
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andererseits folgt aus (2-163) mit Hilfe von (2-78) und (2-83)
o~ (1-DIV u):ci,J SEj,J i

D
Dt

t
(1—DIV wz', 2’ (- Op)GH + 2t a7, f HYRE(— 1)

— o0

(EKL (tl))dtl

R

t
. S . S D
~ —Op (1-DIV u)(g; + U,01) (g} + UY;60,)GY + 2 ral,y [ HYEE (@ —t)

D (EKL (tl))dtl

D
Dt/

R

) ) _ t
_(O)p gu + (O)p(s}(;JJ(GIJUI‘,L _ GJLUI‘L _ GILUJ‘L) +LI)Z,] xij f HIJKL(t _ t/)

— 00

(Exc(t))dt,

so dass also die Transformationsformel (2-241) fiir die Relaxationsfunktionen mit der Transformationsformel
(2-163) kompatibel ist.
|

Es ist bemerkenswert, dass in (2-241) die hydrostatische Spannung erscheint: In die Beziehung der genannten
Relaxationsfunktionen gehen also nicht nur die Eigenschaften des Materials, sondern auch die Vorspannung ein.
Ist beispielsweise die Relaxationsfunktion H*XL(t —t") homogen, so dass es sich in diesem Sinn um “dasselbe
Material” handelt, so ist jedoch in der Regel die Relaxationsfunktion H/%E(t —¢') inhomogen, da ja die hy-
drostatische Spannung i. allg. nicht homogen ist. Vergleiche hierzu auch die Formel (2-176).

2-7.3 Spezialfille der linearen viskoelastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

Die linearen viskoelastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (2-239) und (2-240) beinhalten als Spezialfiille
auch linear-elastische Festkorper und viskose Fliissigkeiten:

1. (a) Setzen wir HI/KL(t —¢') = const. (nicht zeitabhingig), so erhalten wir aus (2-239) unter der Vor-
aussetzung Exr(t = —00) =0

717(t) = D'(0) + H' " Erer (1), (2-242)

also gerade das lineare elastische (Hooke’sche) Gesetz; die Spannungen hingen hier nur von den
Verzerrungen zum selben Zeitpunkt ab.

(b) Es gelte HITEL(t — ') = n(GIEGIL + GILGTE)§(t — ). Dabei sind §(t — t') der Dirac-Puls, n eine
Materialkonstante ( Viskositit). Damit wird aus (2-239):

17 (t) = D!7(0) + 277%13“@). (2-243)

Hier héngen die Spannungen linear von den Zeitableitungen der Verzerrungen zum selben Zeitpunkt
ab. Allerdings muss daran erinnert werden, dass wir “kleine” Verschiebungen vorausgesetzt haben,
was bei einer Fliissigkeit i. allg. nicht der Fall ist. Man wird daher das Verhalten der viskosen Fliissig-
keit i. allg. auch nicht im Lagrange-Bild, sondern im Euler-Bild beschreiben.

In beiden Féllen handelte es sich um Spezialisierungen des zeitlichen Verhaltens der Relaxationsfunktionen.

Gemi allen bekannten Experimenten fallen die Betriige der Relaxationsfunktionen HI7XL(¢), HIEL(t) mo-
noton fiir t > 0 (“fading-memory-Hypothese”). Ebenso fallen sogar die Betrige der ersten Ableitungen dieser
Funktionen %H LTKL (), %ﬁ “KL(¢) monoton. Anschaulich bedeutet dies, dass bei gleichbleibender Deforma-
tion und Temperatur die Spannungen betragsméflig nicht zunehmen.

Die instantane Reaktion des Spannungszustandes des Kérpers auf eine Anderung des Verzerrungszustandes wird
auch als “elastische” Reaktion bezeichnet. Um sie zu isolieren, integrieren wir die Gleichungen (2-240) partiell.
Setzen wir voraus, dass Fxy = 0 Vt < 0 gilt, d.h. vor dem Zeitpunkt ¢t = 0 der Grundzustand besteht, so folgt
mit Hilfe der Substitution ¢ = ¢ — ¢’ aus (2-239), (2-240):

ol (t) = DY(0) + HIEL(0)Ex (1) + fEKL(t - aD%(ﬁinL(f))df (2-244)
0
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Lésst sich die Euler-Lagrange-Matrix in ihrem zeitlichen Verhalten durch eine Heaviside-Funktion modellieren,
d.h. springt Ex zum Zeitpunkt ts von 0 auf einen konstanten Wert EY ;, dann ist die Spannung zur Zeit tg
gerade durch 0% (tg) = Dii (0)+ﬁ WKL (0)ES, gegeben. Allgemein lisst sich zeigen, dass eine sprunghafte Ande-
rung AEk, des Verzerrungszustandes zu einer instantanen Anderung der Koeffizienten des Cauchy-Tensors um
HYKL(0)AEK, fiihrt. Die “elastische” Reaktion des Materials wird also durch die Werte der Relaxationsfunk-
tionen fiir das Argument 0 charakterisiert.

Sind die Relaxationsfunktionen richtungsinvariant, so spricht man von einem isotropen Material. Analog zum
elastischen Fall lassen sich fiir ein isotropes Material die H!/X% durch lediglich zwei unabhingige Funktionen
ausdriicken:

1
HUVKL(f — ) = 2 (8Kt —t")—2M(t -t} GYYGEL 4+ M(t — ') (G EGIE + GILGIEK)
bzw. (2_245)
fyijkl / 1 ’ N i Kl IN( ik gl il jk
HY7(t =) = 3 {8k(t =) = 2u(t =)} ¥ g™ + u(t = )(g"g" +9"9"")
Die Relaxationsfunktionen k(t — ¢'), u(t —t') treten an die Stelle des Schermoduls bzw. des Kompressions-
Moduls im elastischen Fall. Alternativ dazu kénnten auch die Parameter-Paare {E, v} (Young’scher Modul,

Poisson’sches Verhéltnis) oder {\, u} (Lame’sche Parameter) benutzt werden. Wir geben die Beziehungen zwi-
schen diesen Parametern an:

A, k, w E, v
1 E
k - = 2 =
5(3A+20) 3(1—2v)
1 Ev
A =-3k—-2 e
3 W= Ta -
(2-246)
)
K T2 +v)
W 9kp
E|l=——(2 3N | =
NN =g
- A 3k —2u
2\ +p) 203k + p)
Damit lautet beispielsweise das Inkrement des Cauchy-Spannungs-Tensors
t
Ao =~ / A(t—t’)E(DIV u)l + 2u(t—t’)£E dt’ (2-247)
Dt/ Dt ’
und die in den Bewegungsgleichungen erscheinende Divergenz
/ D D
DIV Ao =~ / {()\(t —t') +2u(t — t’))ﬁ(GRAD DIV u) — u(t — t’)ﬁ(ROT ROT u)} dt'+
=, (2-248)
D D
N — _ 4! /.
+ / {GRAD At —t )Dt’ (DIV u) + 2<Dt’E)' GRAD u(t—t )} dt'’;

(Einen entsprechenden Ausdruck erhélt man fiir den Piola-Kirchhoff-Tensor.) Ist das Material zusétzlich ho-
mogen, so fallen die rdumlichen Ableitungen der Relaxationsfunktionen und damit das zweite Integral fort. Es
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sei nochmals betont, dass bei vorgespanntem Material die Homogenitét beziiglich des Cauchy-Tensors von der
Homogenitéat beziiglich des Piola-Kirchhoff-Tensors unterschieden werden muss, vgl. hierzu den vorigen Teilab-
schnitt.

Ist das Material inkompressibel, gilt also DIV u = 0, so geniigt fiir den isotropen Fall die Relaxationsfunktion
w(t — t') zur Beschreibung des Materials. Damit das Kriiftegleichgewicht trotz dieser geometrischen Bindung
erhalten bleibt, muss dann ein (zunéichst unbekanntes) Druckinkrement Ap eingefiihrt werden; fiir ein homogenes
isotropes inkompressibles Material lautet das Inkrement des Cauchy-Tensors

t

Ao~ —Ap(H)I + / {2u(t _ t’)%E} at (2-249)
und dessen Divergenz
/ D
DIV Ao ~ —GRAD Ap(t) — / {u(t — t’)ﬁ(ROT ROT u)} dt'. (2-250)

Fiir ein inkompressibles Material ist insbesondere v = 1/2, k sowie A sind unbestimmt (unendlich) und E = 3pu.
Der inkompressible Fall entsteht bei vorgegebener endlicher Relaxationsfunktion u(t —t¢') durch den Grenziiber-

gang

AMt—t) o0, DIVu(t)—0, ['_ At—t)2(DIVu)dt — —Ap(t).

Unter dem Begriff Druck wird in der Kontinuumsmechanik die mit dem Faktor —1/3 multiplizierte Spur des
Spannungstensors verstanden. Da im Falle eines inkompressiblen Mediums der Euler-Lagrange-Tensor und da-
mit das in (2-249) auftretende Integral spurfrei ist, ist die Bezeichnung “Druckinkrement” fiir die neu eingefiihrte
Unbekannte Ap offensichtlich gerechtfertigt.

In einem elastischen Medium wird keinerlei mechanische Energie in Warmeenergie umgewandelt, vielmehr wird
Energie als Verzerrungsenergie gespeichert. In einem viskoelastischen Medium dagegen wird i. allg. Energie
dissipiert. Konvergieren die Relaxationsfunktionen H!/XE(t — ') fiir t — oo alle gegen 0, so wird dem Medium
zugefiihrte mechanische Energie im Lauf der Zeit vollstindig in Warmeenergie umgesetzt; dieser Fall tritt bei
kompressiblen Medien jedoch nicht auf, es wird vielmehr wenigstens ein Teil der zugefithrten mechanischen Ener-
gie gespeichert. In einem isotropen kompressiblen Medium beispielsweise konvergiert der Kompressions-Modul
k(t) fiir t — oo nicht gegen 0 — dies wiirde bedeuten, dass sich das Medium bei einem konstanten hydrostatischen
Druck auf einen ausdehnungslosen Punkt zusammendriicken liele. Konvergiert p(t) gegen 0, so spricht man von
einer viskoelastischen Fliissigkeit; konvergiert u(t) gegen einen endlichen Wert > 0, so spricht man dagegen von
einem viskoelastischen Festkorper. Eine strengere Definition einer viskoelastischen Fliissigkeit fordert zusétzlich
noch, dass sich bei einer zeitlich konstanten einfachen Scherspannung asymptotisch eine stationdre Stromung
einstellt. Diese Forderung ist mit der hier skizzierten linearen Viskoelastizitétstheorie nicht darzustellen, da die
Verschiebungen im Falle einer stationdren Stromung i.allg. nicht mehr “klein” sind; siehe hierzu C. Truesdell
und W. Noll 1965.

Bei einer elastischen Flissigkeit verschwindet der Schermodul p bzw. dessen Relaxationsfunktion identisch. Es
gilt also

Ao =—-Ap - I=kDIVu-I, DIV Ac =— GRAD Ap= GRAD (kDIV u) (2-251)
Fiir diesen Fall sind statische Zusténde nahe des Referenzzustandes nur unter zusétzlichen Bedingungen méoglich.
Setzt man némlich in den Bewegungsgleichungen (2-184) den inertialen Term gleich null (9o a = 0), dividiert
durch gp und setzt (2-251) ein, so ergibt sich

1
GRAD <F,u>+— GRAD (kDIVu)+déf-FDIVu=0
90
Anwendung des Rotationsoperators ROT ergibt unter der Voraussetzung ROT éf = ROT F =0
1
GRAD (—) x GRAD (k DIVu)— GRADDIVuxF=0
90

Unter der Annahme, dass im Referenzzustand die Fléchen gleicher Dichte auch Fliachen gleichen Kompressions-
moduls & sind, gilt GRAD k& x GRAD gg = 0 und damit

GRAD DIV u x |k GRAD (i) +F| =0 (2-252)
Qo
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Es lassen sich einfache Félle konstruieren, fiir welche die an dem Kreuzprodukt beteiligten Vektoren nicht
parallel sind. Fiir allgemeine Randbedingungen ist also eine notwendige Bedingung fiir die Existenz statischer
Zustidnde nahe des Referenzzustandes

0oF = k GRAD g9 (2-253)

Dies ist die Adams- Williamson-Gleichung (in etwas verallgemeinerter Form). Sie lidsst sich physikalisch in der
Weise interpretieren, dass ein einzelnes Teilchen, das aus seinem Referenzzustand geringfiigig ausgelenkt wird,
infolge der etwas verénderten elastischen Krifte in seiner neuen Umgebung gerade die Dichte der Teilchen sei-
ner neuen Umgebung annimmt (siehe z.B. V.N. Zharkov (1996 p.62)). Ein solches Verhalten der Parameter
lasst sich in der realen Erde (insbesondere im fliissigen Mantel) nicht erwarten. Fiihrt man jedoch Parame-
terfunktionen ein, welche die Adams-Williamson-Gleichung nicht erfiillen, so treten bei der Berechnung der
Auslenkung u Widerspriiche auf (man spricht von Longman’s Paradoz, siehe z.B. .M. Longman (1963), M.A.
Chinnery (1975)). Diese Widerspriiche haben zur Auffassung gefiihrt, es sei nicht gerechtfertigt, die Gleichungen
(2-184) durch Einsetzen von (2-251) auf Fliissigkeiten anzuwenden (a.a.0.). Die Adams-Williamson-Gleichung
(2-253) kann jedoch auch in der Weise hergeleitet werden, dass man von einem gegeniiber dem Referenzzustand
leicht gestorten hydrostatischen Gleichgewichtszustand ausgeht und diesen ausgehend vom Referenzzustand li-
nearisiert. Tatséchlich existieren also nur in Ausnahmeféllen hydrostatische Gleichgewichtszusténde nahe dem
Referenzzustand. Dies fiihrt zu Problemen insbesondere bei der Aufstellung von Randbedingungen an der Kern-
Mantel-Grenze.

2-7.4 Laplace-Transformation der konstitutiven Gleichungen; das Biot’sche Korrespondenz-
prinzip

Wenden wir auf die konstitutiven Gleichungen eine Laplace-Transformation an, so vereinfachen sich die Fal-
tungsintegrale zu Produkten der Laplace-transformierten Relaxationsfunktionen und Verzerrungskomponenten.
Wir fordern im folgenden stets

Et<0)=0 (2-254)

Dann folgt fiir den isotropen Fall aus (2-239), (2-245), (C-2) und (C-3):

A,?‘;IJ = g- 1{3R(S) — 2M(S)}EKLGKLGIJ + 2s - M(S)EI] =
3
: (2-255)
= 5 5{3K(s) = 2M(s)} DIV & G/ 425 - N (s) E"/

sowie ein entsprechender Ausdruck fiir das Inkrement des Cauchy-Tensors; speziell fiir inkompressibles Material
folgt aus (2-249) mit Hilfe der Rechenregeln (C-2), (C-3)

A (s) = —Ap(s)I + 2sji(s)E
(2-256)
DIV Ag(s) ® —GRAD Ap(s) — sii(s)ROT ROT u.

s ist der (eventuell komplexe) Parameter der Laplace-Transformierten; die Laplace-transformierten Gréfen sind
durch eine Tilde * gekennzeichnet. Wihlt man eine feste, aber beliebige Frequenz s, so gleichen die Laplace-
transformierten viskoelastischen konstitutiven Gleichungen formal den linear elastischen, wobei die Komponen-
ten des Hooke-Tensors nun allerdings frequenzabhéngig sind. Man spricht vom Biot’schen Korrespondenzprin-
zip. Es ist daher moglich, Losungsprinzipien aus der linearen Elastizitédtstheorie auf den viskoelastischen Fall zu
iibertragen.

2-7.5 Maxwell-Viskoelastizitét

Wir benutzen in dieser Arbeit durchgehend das Mazwell-Modell fiir die Relaxationsfunktion u(t —¢') (vgl. etwa
R.M. Christensen, 1982, pp. 16-20):

pu(t —t") = peexp(—a(t —t')H(t — 1) (2-257)

Dabei heifit p. (elastischer) Schermodul, « inverse Maxwell-Zeit. H(t — ') ist wieder die Heaviside-Funktion.
Haufig wird o geméf
a="He (2-258)



zerlegt; n heifit dynamische Viskositit. Offensichtlich klingt geméf (2-257) fiir ¢t — oo die Relaxationsfunktion
u(t —t') gegen 0 ab; Medien, die durch das Maxwell-Modell beschrieben werden kénnen, erfiillen also die wich-
tigste Voraussetzung einer wviskoelastischen Fliissigkeit.

Aus (2-257) ergibt sich durch Laplace-Transformation

(5) = M _ MM

fi(s = 2-259
fi sto - me i ( )

2-7.6 Ein eindimensionales Beispiel zur Benutzung des Korrespondenzprinzips

In diesem Unterabschnitt zeigen wir an einem eindimensionalen Beispiel, wie mit Hilfe des Biot’schen Korre-
spondenzprinzips Anfangs-Randwertprobleme viskoelastischer Kontinua gelost werden kénnen. Vor allem wird
jedoch an diesem Beispiel offensichtlich, dass durch die quasistatische Néherung Defekte entstehen kénnen,
durch die das jeweilige Problem unterbestimmt wird.

Wir betrachten eine nichtvorgespannte, nichtgravitierende viskoelastische Feder der Lénge 2L, die an beiden En-
den auf Zug belastet wird. Der Ursprung der Koordinatenachse liege im Mittelpunkt der Feder. Das Spannungs-
Dehnungsgesetz der Feder laute (E(t) ist die Relaxationsfunktion des Young’schen Moduls, u(X) die gesuchte
Auslenkung)

0%y

t
o(X,t) = [ B~ )5 (Xt dt
0

Dieses Spannungs-Dehnungs-Gesetz ist das eindimensionale Analogon zu (2-240): Statt den Relaxationsfunktio-
nen HYEL(t —¢') tritt im eindimensionalen Fall nur die Relaxationsfunktion des Young’schen Moduls E(t — t')
auf. Der Vorspannungsterm verschwindet im vorliegenden Beispiel. Damit ergibt sich die folgende Bewegungs-

gleichung der Feder:
t
0%u do &3u
— (X, t) === = [ B(t —t)—==—=(X,t) dt'
0o (X0 = g% = [ Bt~ )5 (.0
0

Die Anfangs- und Randbedingungen sollen folgendermaflen lauten:

ou
J— < =
S (X.t<0)=0

o(X =Lt)=f(t), o(X =—Lt)=f(t

u(X,t <0)=0,

mit der vorgegebenen Funktion (“Boxcar-Funktion”)

fo fir0<t<l1
o~ }

0 sonst

Wir haben damit eine konstante Belastung der Feder im Zeitraum 0 < ¢ < 1 angenommen. Die Laplace-
Transformierte dieser Funktion ist

F) =221~ exp(s)
Fiir die Relaxationsfunktion wéhlen wir nach dem Maxwell-Modell
E(t—1t):=Eyexp(—at —t)H({t—1t) mita >0, FEy>O0;
die Laplace-Transformierte dieser Funktion ist

8 E,
E(s) = Pl

(Das Maxwell-Modell wurde im vorigen Abschnitt fiir die Relaxationfunktion des Schermoduls p eingefiihrt; es
ist jedoch auch fiir die Relaxationsfunktion des Young’schen Moduls E realistisch: Beispielsweise ergibt sich fiir
den inkompressiblen Fall (k — oo) aus der Tabelle (2-246) die Beziehung E(t) = 3u(t).)
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Unter den genannten Voraussetzungen soll die Verschiebung u(X,t) der Feder bestimmt werden.

Anwendung der quasistatischen Niherung Q%% = 0 und Laplace-Transformation der Bewegungsgleichungen

ergibt mit Hilfe der Rechenregeln (C-2), (C-3) und Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

0%u -~

woraus fiir s # 0
0%
X2 0

folgt. Die allgemeine Losung dieser partiellen Differentialgleichung lautet
(X, s) = a(s)X +b(s)
Die Laplace-Transformierte der Spannungsfunktion wird damit

g(X,s) = sg—iE(s) = sa(s)E(s).

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die Randbedingungen ergibt sich jeweils dieselbe Gleichung, ndmlich
5(L,s) = 6(—L,s) = sa(s)E(s) = f(s),

woraus N
f(s) fo (s+0a)

o) = Fo = a1 el

folgt. Offensichtlich ist l;(s) aus den Randbedingungen nicht bestimmbar! Hétten wir an den beiden Enden ver-
schiedene Randspannungen eingefiihrt, so wire sogar bei der Bestimmung von a(s) ein Widerspruch aufgetreten.
Der Defekt ldsst sich heben, wenn wir beispielsweise die Zusatzforderung

w(X=0,t) =0Vt = (X =0,s)=0Vs

aufstellen, die sich aus dem Satz vom Massenmittelpunkt ergibt, da wir ja an beiden Enden der Feder dieselbe
Spannung vorausgesetzt haben. Einsetzen dieser Zusatzbedingung in die allgemeine Losung fithrt auf

b(s) =0 Vs

Einsetzen der Koeffizientenfunktionen a(s), l;(s) in die allgemeine Losung und inverse Laplace-Transformation
ergibt

%X(l—i—at) firo<t<1
WX, ) =4 °

ﬁXa firl <t<oo

Eq

Schliellich kann zur Kontrolle die Losung in das Spannungs-Dehnungsgesetz eingesetzt werden. Dabei ist der
Sprung von u an der Stelle t = 0 in der Ableitung du/dt’ als Dirac-Puls zu beriicksichtigen. Es ergibt sich

fo fir0<t<1
o(X,t) =
0 sonst

so dass die quasistatische Gleichgewichtsbedingung und die Randbedingungen fiir die Spannung offensichtlich
erfiillt sind.

Wihrend etwa bei einer geddmpften elastischen Feder die Auslenkung nach dem Verschwinden der Belastung
wieder gegen null geht, bleibt im Fall der viskoelastischen Feder eine konstante Auslenkung zuriick.

Wird der inertiale Term nicht vernachléssigt, so ist im Laplace-Bereich die Gleichung

_ 0%u -
051 = WSE(S)
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zu 16sen. Die allgemeine Losung dieser Gleichung fiir s # 0 ist

ﬁ(X,s)_C’l(s)cosh[ /E@(Z)X +C*2(s)smh[ /EQ(SS)X];

daraus ergibt sich die Spannungsfunktion
~ QS
+ C5(s) cosh — X
oo || [ |

5(X,5) = s(s) O = s\[osEE(s) {al(s)smh [ J?Z)X

Durch Einsetzen der beiden Randbedingungen erhalten wir die Gleichungen

- ~ , 0S o5 |
s\/ 0sE(s) {Cl(s) sinh l— E(S)L - B L— }

+ Cy(s) cosh

I
~,
—~

»
~

+ Cy(s) cosh

E(s)

s gsE(s){C’l(s)sinh[ ey

So[l P
[ VA
S~—

b‘ 1
—
I
\2
—

V)
~—

Durch Losung dieses Gleichungssystems folgt

51/ 0sE(s) cosh { Ef’(ss) L]

R e
o\ esB () cosh | 5|

Verzichtet man also auf die quasistatische Niherung, so tritt keinerlei Defekt auf! Auch fiir den Fall unterschied-
licher Randspannungen an den Enden der Feder wiirde sich hier eine Losung ergeben; der Massenmittelpunkt
wiirde sich dann aus dem Koordinatenursprung herausbewegen. Ein erheblicher Vorteil der quasistatischen
Néiherung ist hier indessen, dass eine Riicktransformation in den Zeitbereich leicht moglich ist. Dagegen wird
sich die eben hergeleitete Losung kaum elementar in den Zeitbereich transformieren lassen.

Die quasistatische Ndherung wird hier auch durch den Grenziibergang ¢ — 0 realisiert. Wir konnen leicht zei-
gen, dass sich die vorher hergeleitete Losung des Problems in quasistatischer Ndherung ergibt, wenn wir diesen
Grenziibergang in der vollstdndigen Losung durchfithren. Es ist ndmlich

-5
] )
E(s)

) Y _J6)
=0 s\ JosE(s) cosh{ E"(SS)L] sE(s)

Das ist gerade die Losung, die wir vorher in quasistatischer Naherung erhalten hatten.

und damit

u(X,s) =

~QS
E(s)

lim cosh |, /=2 L| =1, lim { sinh
0—0 E(s) 0—0

und daher

Physikalisch l4sst sich der aufgetretene Defekt in folgender Weise deuten: Aufgrund der vernachléssigten Tréagheits-
kraft sind starre Verschiebungen der Feder moglich, ohne dass dadurch die quasistatische Gleichgewichtsbedin-
gung verletzt wiirde, da diese ja nur das differentielle Verhalten der Feder bzw. die Relativbewegungen ihrer
Teilchen festlegt.

68



2-7.7 Linearisierte Bewegungsgleichungen fiir ein isotropes, homogen geschichtetes viskoelasti-
sches Kontinuum

Wir setzen nun das erlduterte Materialgesetz eines isotropen, viskoelastischen Kontinuums in die linearisierten
Bewegungsgleichungen des Abschnitts 2-5.3 ein. Wir beschrénken uns dabei auf 1. Variante; wir benutzen
die Gleichungen (2-184) und (2-186). Zusitzlich wird eine homogene Schichtung vorausgesetzt, so dass die
Ableitungen der Relaxationsfunktionen in (2-248) verschwinden.

Satz 2-46 :

Die linearisierten Bewegungsgleichungen fiir ein isotropes, homogen geschichtetes, kompressibles viskoelastisches
Kontinuum lauten im Zeitbereich

ovar  [oo(FgUR) LG + 09 (6 f)M — oo FM UIfK]GM+
n P LM n D LM KL /
+ f At =) +2M(t_t))Dt’ (U%k1)G _u(t_t)Dt’( T GMM = U, GRE) § dt Gy
= 0o GRAD < F,u> +4poéf — goF DIV u

+ f{ (t—t' +2u(t—t’))%(GRAD DIVu)—u(t—t)D—(ROTROTu)}dt’

(2-260)
Die linearisierten Bewegungsgleichungen fiir ein isotropes, homogen geschichtetes, inkompressibles viskoelasti-
sches Kontinuum lauten im Zeitbereich

¢ D
EES Q05fMGM—5P,KGKM—7f {u(t—t')Dt,( K, G — UKLGKL)}dt’GM
(2-261)
t
= 006f — GRAD ép(t) — [ {u(t—t)D,(ROT ROT )}dt’

— 00

Die Laplace-transformierten linearisierten Bewegungsgleichungen fiir ein isotropes, homogen geschichtetes, kom-
pressibles viskoelastisches Kontinuum lauten

o0s*u~  [oo(FxUX) ,GEM + 00(8 /)M — oo FM UIfK]GM+

5 { (A(s) + 20(5) 0, GHY = ls) (0 Hye , GHY = O, GRE) ) Gy
(2-262)
= 09 GRAD <F,u> +0y0f — ooF DIV u+

+5(A(s) + 2/(s))GRAD DIV @ — s/i(s)ROT ROT @

Die Laplace-transformierten linearisierten Bewegungsgleichungen fiir ein isotropes, homogen geschichtetes, in-
kompressibles viskoelastisches Kontinuum lauten

os*u~ 006 MG — 6p,x GEM — Sﬂ(s)(UI\(KLGLM U]YKLGKL)GM
(2-263)
= — GRAD §j(s) — sji(s)ROT ROT @ + go0f

In der Literatur finden sich bereits Losungen fiir kompressible geschichtete Erdmodelle, vgl. B. Vermeersen et al.
1996. Allerdings wird dort eine lineare Abhéngigkeit der Schwere vom Radius vorausgesetzt, was eigentlich nur
bei homogenen sphérischen Modellen zutrifft. Zudem ist fiir den Fall von homogen geschichteten kompressiblen
Modellen i.allg. die Adams-Williamson-Gleichung (2-253) verletzt. Diese beiden Probleme sollten in zukiinfti-
gen Untersuchungen noch ndher betrachtet werden. In der vorliegenden Arbeit beschrédnken wir uns auf den
inkompressiblen Fall.
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2-8 Randbedingungen
2-8.1 Randbedingungen an der Erdoberfliche

Die Fliachenkrifte bzw. Spannungen, die an der Erdoberfliche angreifen, sind iiberaus vielféltig; sie reichen von
Auflasten aller Art (Eis, Ozeane, Gebirge usw.) bis zu Scherkriiften, z.B. Windschubspannungen an Gebirgen.
Dariiber hinaus kénnen aber auch Kréfte im Inneren der Erde als Flachenkrifte modelliert werden, man denke
an Spannungen, die an geophysikalischen Diskontinuitéten iibertragen werden (z.B. Reibungskopplung an der
Kern-Mantel-Grenze). In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns in erster Linie mit Auflasten an der
Erdoberfliche. Diese werden durch die von der Erde selbst erzeugten Schwere gegen die Erdoberfliche gedriickt,
so dass die Richtung des Randspannungsvektors mit der Richtung des Schwerevektors identisch ist. Da wir
von einem hydrostatischen Grundzustand ausgehen, fillt diese Richtung in linearer N&herung auch mit der
Richtung des unverzerrten Normalenvektors der Erdoberfliche zusammen. Die durch eine Auflast verursachte
Randspannung ist in guter Ndherung durch

t(n) =00 = Qrasthpas T’ =: KT (2-264)

gegeben. Hier ist mit gr,45 die mittlere Dichte der Auflast, mit hy,s deren Méchtigkeit bezeichnet. (Bei strenger
Rechnung miisste die Spannung durch eine Integration iiber die Auflast bestimmt werden; der Fehler bleibt
jedoch Kklein, falls T' und gr4st im Bereich der Auflast wenig variieren. Auch miissten bei strenger Rechnung
aufler der Zentrifugalkraft weitere Triigheitskriifte beriicksichtigt werden.) Das Produkt k := ALast0Last kann
als Fldachenbelegung mit der Dimension Masse pro Flacheneinheit betrachtet werden. Es ist zu beachten, dass
auch im Grundzustand eine Auflast vorhanden sein kann, falls das hydrostatische Gleichgewicht gewéhrleistet
bleibt. Es sei aber angenommen, dass x im gestorten ebenso wie im Grundzustand eine kleine Grofle sei, so dass
k dieselbe Groflenordnung besitzt wie Ax.

Wir bezeichnen mit xp einen Randpunkt im gestorten Zustand, mit Xp denselben Randpunkt im ungestorten
Zustand und linearisieren die Randspannung im Lagrange-Bild:

Lemma 2-47 (Linearisierung der Randspannung):

At(n) (X) ~ F(X)AK(X) = F(X)QLastAhLast ~ AO’N(X) X e 8V0 (2—265)

Beweis von Lemma 2-47 :
Mit Hilfe von 3 = —©)p(Xp)I wird

Aty (xp) ~ 2(Xp).An(Xp) + Ac(Xp).N(Xp) = —=Op(Xp)An(Xp) + Ac(Xp).N(Xp), (2-266)

andererseits ist
At(n)(Xp) ~ Iio(Xp)A’y(Xp) + AH(XP)F(XP) ~ Ak - F(Xp) (2—267)

Wir haben hier die lineare Ndherung der Rechenregel 1.) in (D-1) benutzt; da ko und A« beide klein erster
Ordnung sind, verschwindet ihr Produkt. Wegen 1 =< n,n >~< N,N > 42 < N;An >= 142 < N, An >
ist N L An. Da N gem#f (2-170) zu I' parallel ist, gilt auch An L T. ]

(2-265) liefert drei Randbedingungen. Dariiber hinaus existiert eine Randbedingung fiir das inkrementelle Schwe-
repotential, die i.allg. jedoch nicht lokal darstellbar ist. Mit Hilfe der dritten Green’schen Identitdt findet man
beispielsweise fiir das inkrementelle Gravitationspotential

1 1 dov d 1 9
Vo

. dév dov
wobei %|+ ~ %|_ —4drgoo < u(Xp),Np > —drgr(Xp)

Wir verzichten hier darauf, diese Linie weiterzuverfolgen; statt dessen verweisen wir auf das Kapitel 3, wo
sdmtliche beteiligten Feldgrofien in Kugelflichenfunktionen entwickelt werden und sich die gesuchte Randbe-
dingung zwanglos ergibt: Das inkrementelle Gravitationspotential im Innern eines Korpers lasst sich zerlegen in
einen Schalen- und einen Kern-Anteil, wobei der erstere durch Stérmassen oberhalb des Aufpunktes, der letzte-
re durch Stérmassen unterhalb des Aufpunktes verursacht wird. (In der Kugelfunktionsentwicklung entspricht
dem Schalenanteil eine Reihe mit ansteigenden Potenzen von R, dem Kernanteil eine Reihe mit absteigenden
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Potenzen von R. Die Koeffizienten dieser Reihen sind i.allg. selbst noch von R abhéngig; ist der Korper in-
kompressibel geschichtet, so sind die Koeffizienten innerhalb einer Schicht konstant.) Am Rand der duBersten
Schicht (Erdoberfliche) wird der Schalenanteil nur durch die Auflast sowie durch die Normalkomponente des
Verschiebungsvektors am Rand erzeugt (siehe hierzu auch (2-206)). Die Trennung von Schalen- und Kernanteil
ist aber nicht mit lokalen Grolen moglich.

2-8.2 Randbedingungen an inneren Schichtgrenzen

Um die unbekannten Zustandsgréfien der verschiedenen Schichten miteinander in Beziehung setzen zu kénnen,
werden Randbedingungen auch an den inneren Schichtgrenzen benotigt.

1.) Es liegt nahe zu fordern, dass zumindest der Normalanteil des Verschiebungsvektors stetig sein soll. (Wire
diese Bedingung verletzt, so konnten im Erdinneren entweder Hohlrdume oder Bereiche entstehen, in denen sich
Materie durchdringt.) Einige Autoren untersuchen den Fall, dass nicht der Normalanteil des Verschiebungsvek-
tors selbst, sondern dessen Produkt mit der Massendichte stetig ist, vgl. V. Corrieu et al. (1995), A.M. Forte
und W.R. Peltier (1991). Dieses Modell kénnte angebracht sein, wenn Material wihrend der Bewegung seine
Phase dndert, beispielsweise aufschmilzt.

2.) Was den Tangentialanteil des Verschiebungsvektors betrifft, so muss unterschieden werden, ob Haft- oder
Gleitreibung vorliegt (vgl. Z. Martinec (1984)). Bei den meisten Grenzen mag das erstere zutreffen, jedoch
kommt gelegentlich auch das letztere vor, insbesondere an Schichtgrenzen zwischen festem und fliissigem oder
fliissigem und fliissigem Material. So unterscheiden sich die Winkelgeschwindigkeitsvektoren von Mantel und
Kern (vgl. H. Jochmann (1991)), und auch am Meeresboden tritt Gleitreibung auf. Diese Schichtgrenzen, an
denen der Verschiebungsvektor i. allg. unstetig ist, verursachen bei der Modellierung erhebliche Schwierigkei-
ten. (Bereits die Existenz eines Ozeans, der die Erde nicht gleichm#Big bedeckt, fithrt zu Problemen, da sie zu
lateralen Inhomogenititen im Grundzustand fiihrt.) Geht man von Haftreibung an der Schichtgrenze aus, so
muss auch der Tangentialanteil des Verschiebungsvektors stetig sein. In der vorliegenden Arbeit fordern wir fiir
samtliche inneren Schichtgrenzen die Stetigkeit des Verschiebungsvektors u.

3.) Wie in Abschnitt 2-6.1 ausgefiihrt, ist sowohl das Euler’sche als auch das Lagrange’sche Inkrement des Gra-
vitationspotentials iiberall stetig. Dasselbe gilt fiir die Inkremente des Schwerepotentials.

4.) Die lineare Nidherung des Euler’schen Inkrements des Gravitationsvektors ist auch an inneren Schichtgrenzen
i.allg. unstetig; in Abschnitt 2-6.1 wurde die entsprechende Sprungrelation angegeben. Darin kommt nur der
deformatorische Anteil zum Tragen, da wir annehmen, dass nur an der Erdoberfliche eine Auflast vorhanden
ist. In Kapitel 3 wird diese Unstetigkeitsbedingung noch etwas modifiziert.

5.) Aus dem Prinzip “actio gleich reactio” ergibt sich die Stetigkeit des Spannungsvektors t(,) sowie seines
Lagrange’schen Inkrementes an der Schichtgrenze.

Wir setzen fiir sémtliche Schichten von der Erdoberflidche bis zur Kern-Mantel-Grenze viskoelastisches Verhal-
ten mit nichtverschwindenden Relaxationsfunktion p(¢) voraus. In der Literatur wird héufig die Erdkruste als
elastisch angenommen. Wir setzen hier auch die Erdkruste viskoelastisch mit sehr kleiner inverser Relaxations-
zeit a im Maxwell-Modell an. Das fithrt auf nahezu dieselben Ergebnisse, jedoch wird der Rechengang dadurch
iibersichtlicher, und es ergeben sich zusétzliche Moglichkeiten der Rechenkontrolle.

Zusammengefasst lauten also die Randbedingungen zunéchst

uX)]x =0 (At (X)]e =0 [fw(X)]x =0 2268
[GRAD dw(X)]+ ~ —dnglools < u(X),Np>Np. X€ S,

2-8.3 Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze

Der untere Mantel ist die tiefste Schicht, die in der einschlégigen Literatur und auch in der vorliegenden Arbeit
bei der Berechnung auflastinduzierter Deformationen modelliert wird. Der fliissige Kern wiirde eine gesonder-
te Behandlung erfordern: Wegen der fehlenden viskoelastischen Riickstellkréfte kann nicht mehr angenommen
werden, dass die Verschiebungen materieller Teilchen gegeniiber dem Referenzzustand “klein” bleiben. Die La-
grange’sche Betrachtungsweise wire also nicht mehr zuléssig. Eine dynamische Behandlung des fliissigen Kerns
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wird wegen der damit verbundenen Schwierigkeiten mit Hilfe gewisser vereinfachender Annahmen in der Regel
umgangen, siehe z.B. M.A. Chinnery (1975). In der vorliegenden Arbeit verwenden wir die folgenden Annahmen:

1.) Die Kern-Mantel-Grenze ist die unterste Schichtgrenze, die durch die Oberflichenlast bzw. die durch sie
verursachte inkrementelle Gravitationskraft eine Deformation erleidet.

2.) Im fliissigen Kern besteht zu jeder Zeit hydrostatisches Gleichgewicht.

Unter diesen Annahmen kénnen Randbedingungen formuliert werden, welche nur noch die unbekannten Feld-
groflen des unteren Mantels, nicht aber die des fliissigen Kerns enthalten. Aus der ersten Annahme lésst sich eine
Randbedingung herleiten, die den “Kern”-Anteil des inkrementellen Potentials im unteren Mantel beschreibt.
Diese Bedingung kann nicht lokal formuliert werden; wir geben sie deshalb in Kapitel 3 an.

Die zweite Annahme ermdoglicht es, eine Stetigkeitsbedingung fiir den Normalanteil der Spannung zu formulieren:
Aus (2-168) folgt fiir den Kern )
GRAD 6p(s) = 0o0f = Op = godw

(Die Integrationskonstante verschwindet, weil es sich um inkrementelle Gréfien handelt und mit gpdw = 0 auch
0p = 0 gelten muss.) Aufgrund der zweiten Annahme gilt aber auch

Aty = —ApN = —6pN — oo < GRAD W, > N = —go6wN — g9y < GRAD W,a >N (2-269)

Aufgrund der Stetigkeit des Lagrange’schen Inkrementes der Normalspannung, der Stetigkeit des Stérpotentials
und der Stetigkeit des Normalanteils der Radialverschiebung lésst sich diese Gleichung auch durch die ent-
sprechenden Groen des unteren Mantels an der Kern-Mantel-Grenze ausdriicken. Die Grofien des Kerns (mit
Ausnahme der bekannten Massendichte) kénnen also vollstéindig aus der Gleichung eliminiert werden.

Eine weitere Randbedingung ergibt sich aus dem Verschwinden der Tangentialspannung an der Kern-Mantel-
Grenze.

Die erste Annahme stellt eine starke Einschrinkung dar, obwohl die Auflast am meisten die Erdkruste, die
tieferliegenden Schichten aber in abnehmendem Mafle beeinflussen wird. Die zweite Annahme unterbindet die
Trégheitskrafte mit Ausnahme der Zentrifugalkraft an der Kern-Mantel-Grenze. Inwieweit die Losungen fiir die
Verschiebungen und das inkrementelle Gravitationspotential sowie die inkrementelle Rotation durch die An-
nahmen beeintriachtigt werden, sollte in zukiinftigen Untersuchungen néher geklirt werden. Fine Auswirkung
besteht darin, dass eine Resonanzstelle der Erdrotation, der “nearly diurnal free wobble”, im beschriebenen
Modell nicht erscheint.

2-9 Globale Drehimpulsbilanz
2-9.1 Defekte der quasistatischen Bewegungsgleichungen

Durch die Vernachldssigung des Trigheitsterms treten in den quasistatischen Bewegungsgleichungen Defekte
auf (siehe hierzu das Beispiel in Abschnitt 2-7.6). Sowohl die Darstellung der inkrementellen Flichenkrifte
als auch die der inkrementellen Gravitationskrifte in einem “korperfesten” Koordinatensystem hangt nur vom
Verzerrungszustand, nicht etwa von der Position und der Orientierung des Korpers im inertialen Raum ab. Das
bedeutet, im Gegensatz zu den originalen Bewegungsgleichungen unterscheiden die quasistatischen nicht zwi-
schen Zustdnden mit demselben Verzerrungszustand; werden die “quasistatischen” Feldgleichungen durch ein
bestimmtes Verschiebungsfeld gelost, so erhélt man weitere Losungen durch Superposition starrer Translatio-
nen und Rotationen. Um diese Defekte zu beheben, miissen die erwidhnten Defekte durch Hinzunahme weiterer
Gleichungen behoben werden (wodurch allerdings die gesamte Formulierung inkonsistent wird).

Zum ersten gehen wir im folgenden davon aus, dass sich die Lage des Massenmittelpunktes durch eine angrei-

fende Auflast nicht verdindert. Mit dieser Annahme ist der “translative Defekt” behoben. Dass sie nicht ganz
der Realitédt entspricht, zeigt der folgende Satz:
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Satz 2-48 :

Im Rahmen der obengenannten Néherungen ist die Summe der von den aufliegenden Massen erzeugten Kréfte
auf den Erdkorper gerade gleich dem Randintegral iiber die Flichenbelegung x multipliziert mit der Zentrifu-
galbeschleunigung. [

Beweis von Satz 2-48 :
Die Kréftesumme, die nach dem Impulssatz der Gesamtmasse mal der Beschleunigung des Massenmittelpunktes
gleicht, ist hier durch die Summe der beiden Integrale in (2-154) gegeben:

MaM = /Qf(x,t)d3x+ / t(n)(x,t)dQX. (2-270)
V(t) oV(t)

Wir setzen hier gemi$ (2-264) die Randspannung

b (xp) = K(xp) D) = w(xr)(g [ l0xq) gradpr———d’xq + gradpVew (xr)

d
—xq|

und als Volumenkraftdichte die von den aufliegenden Massen erzeugte Gravitationskraft

1
f(xp) = /mx rad p —————d*x
(xp) =g [ K(xq) & Plxp —xg|" @
Y
ein. Berticksichtigt man gradp = —gradg und vertauscht in dem ersten Summanden in (2-154) das Volumen-
und das Fldchenintegral, so ergibt sich
MaM = / (%) grad Vzen: (x)d*x. (2-271)
av(t)

Zur tatséchlichen Anderung des Massenmittelpunktes siehe z.B. D. Dong et al. 1997.

Der “rotatorische Defekt” wird {iblicherweise behoben, indem man die ersten integralen Momente der originalen
Bewegungsgleichungen bildet. Die drei antisymmetrischen Momente, die durch Integration des Kreuzproduk-
tes des Ortsvektors mit den Bewegungsgleichungen entstehen, heiflen Drehimpulsgleichungen. Noch einmal sei
betont: Bei Verwendung der originalen Bewegungsgleichungen mit geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen
sind die Drehimpulsgleichungen iiberfliissig.

Die Hinzunahme dieser Gleichungen hat freilich den Vorteil, dass sich daraus der Winkelgeschwindigkeitsvektor
des jeweiligen “korperfesten” Systems ergibt, der sonst in einem weiteren Schritt aus den Definitionsgleichungen
des gewéhlten Systems berechnet werden miisste, siehe Abschnitt 2-3. Diese Definitionsgleichungen gehen iiber
die spezielle Form des relativen Drehimpulses H?! implizit in die Drehimpulsgleichungen ein.

2-9.2 Linearisierung der Drehimpulsbilanz, Euler-Liouville-Gleichungen

In Abschnitt 2-3.3 wurden verschiedene rotierende Systeme eingefiihrt, deren Orientierung bzw. Winkelgeschwin-
digkeitsvektor beziiglich des Inertialsystems als Funktional des (von vornherein unbekannten) Geschwindigkeits-
feldes definiert ist. Mit Hilfe von vereinfachenden Annahmen lassen sich jedoch fiir einen Teil der Systeme aus
Abschnitt 2-3.3 die Winkelgeschwindigkeitsvektoren aus der globalen Drehimpulsbilanz berechnen, ohne dass
hierzu die Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes notwendig wiire; es geniigt vielmehr die Kenntnis der Tragheits-
momente und ihrer zeitlichen Anderungen sowie der angreifenden #dufleren Momente. Wir setzen hier wieder
voraus, dass alle Systeme orthonormiert sind.
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Wir zerlegen den Drehimpulsvektor H geméif
H=Jw+H¥ =Jw+ / o(x,t)(x x v d3x, (2-272)
V()

wobei der erste Teil einer starren Rotation entspricht. Geméf (2-114) l4sst sich die Zeitableitung von H beziiglich
des Inertialsystems wiederum mit

dH  dH d Rel Rel
d'J dw  dHER (2)
w Rel

in das korperfeste System iiberfithren. Wir linearisieren diese Gleichung beziiglich eines ungestorten Zustandes:

J=Jo+4J mit J, = diag (4, B,C),

(2-274)
w = Qég + 5 w =: Q(m1é1 —+ m2é2 + (1 —+ mg)ég).

m; sollte nicht mit den Momentendichten aus Abschnitt 2-5.1 verwechselt werden. ms gibt die Anderung der po-
laren Komponente der Winkelgeschwindigkeit, also der Tagesldnge an; aus mj, mq lisst sich die Richtungsidnde-
rung des Winkelgeschwindigkeitsvektors beziiglich des mitrotierenden Systems, also die Polbewegung ableiten.

Im ungestorten Zustand wird also der Trigheitstensor im rotierenden System durch eine Diagonalmatrix mit
den Haupttrigheitsmomenten A, B, C' dargestellt; der Winkelgeschwindigkeitsvektor ist im ungestorten Zustand
konstant, hat die Richtung der €3-Achse und den Betrag 2. Beziiglich des rotierenden Systems lautet die
Drehimpulsbilanz, aufgelost in kartesischen Koordinaten (wir lassen ab hier jeweils die oberen Querstriche

weg):
Satz 2-49 (nichtlineare Drehimpulsbilanz):
§J1s 4+ Ara + Q(C — BYma — Q823 + HE — QHE
Q| 8Jag + Brina + Q(A — C)ma + Q6J15 + HE + QHE | +
833 + Crng + HE

i (5j11m1 + 8J1ama + 5j13m3) + (8J11m1 + §J12me + 8 Jismhg) — Q(dJ21ma + dJ22me + §J23ms)
+Q (5j21m1 + 8J2ama + 5j23m3) + (0J21m1 + 8 J22m2 + dJagmng) + Q(dJ11ma + dJi2me + dJ1z3ms) | +
L +(5j31m1 + 8.J32ma + 5j33m3) + (0J31mm1 + 8 J3212 + dJ33103)

(2-275)
[ Qmams(C — B) 4+ Q(8Jssma — §Jasms) + (maH5 — msHy™)
+Q | Qmami(A - C) + Q(8Jizms — 8Jzzma) + (maH — mi HEY) | +
L Qmima(B — A) + Q(8J2smy — §J13mz) + (maHs™ — maH{)
§Js1mima + 8Jzam3 + 8Jszmams — §Jormims — dJzamams — 0Jazm3 M,
+0Q% | §Jiimams + 6J1amams + 6J13m§ — 6J31m% — 0J3amime — 8§ J33mims = Mo
5J21m% + 8 Joomimsa + dJagmamy — dJiimime — 5J12m§ — 8J13mams Ms
]

Dabei bedeuten My, Ms, M3 die Komponenten des Gesamtmomentes, dargestellt im rotierenden System.

Betrachten wir §J und § w als kleine Grofien 1. Ordnung, so ergibt die oberste Spaltenmatrix des Systems gerade
die linke Seite der Drehimpulsbilanz in linearer Néherung .

Je nach Wahl des bewegten Systems lisst sich der lineare Anteil der Gleichungen (2-275) noch weiter vereinfa-
chen. Fiir die 4. Variante in Abschnitt 2-3.3 (Tisserand-System) gilt H ¢! = ¢'Hf*! /dt' = 0, daher in linearer
Naherung
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Satz 2-50 :

Fiir das Tisserand-System gilt:

d d'éJ
AQ—E H(C - B)®Pmy 40— —0%0y ~ M,
d d'éJ.
B2 (A= O)0my +Q—E 40% ~ My (2-276)
d'ms d'6.J33
O HRrT ~Ms
|
fiir die 5. Variante (Hauptachsen-System) ist §.J;; = 0, also
d d/HRel
AT (0 - B)Pmy +oL . _QHP =M
dat’ dat’
d d/HRel
BQ dZ? HA-C)2my +=2— HQH[ =My (2-277)
d'mg d’ Hi
R T =M

In der vorliegenden Arbeit wird hauptsichlich das Tisserandsystem benutzt; wir gehen von einer im Grundzu-
stand rotationssymmetrischen Erde aus, so dass A = B gilt. Fiihrt man die komplexen Groflen

m = myq + ima, 8J := §J13 + i 0Ja3 sowie M := My + iMs ein (i ist die imagindre Einheit), so lassen sich die
ersten beiden Gleichungen der linearisierten Drehimpulsbilanz in einfacher Weise zusammenfassen:

U !
408 o= my02m + 0 L iazss = m
at’ at’
d/mg d/6J33 (2-278)
CQ—dt’ +Q e Ms

In linearer Ndherung sind offensichtlich die Gleichungen fiir die Tagesldngenéinderung und die Polbewegung
entkoppelt.

Wir werden in den folgenden Abschnitten die Impuls- und Drehimpulsbilanz im Laplace-Bereich 16sen. Die
wichtigsten Rechenregeln der Laplace-Transformation sind im Anhang C zusammengefasst. Fiir die Laplace-
Transformierte einer Funktion f(t) schreiben wir £(f)(s) oder kiirzer f(s). Die Laplace-Transformation der
Drehimpulsbilanz ergibt

AsQin —i(C — A)Q2m + sQ0J +iQ%6J = M
) ) (2-279)
CSQTh3 + 896J33 = M3

2-9.3 Anderung des Trigheitstensors und #uflere Momente

Wird die Rotation einer gleichférmig rotierenden, viskoelastischen Erde durch Einwirkung von Auflasten (z.B.
Eis) gestort, so erlauben die Gleichungen der Drehimpulsbilanz zwei verschiedene Interpretationen:

1.) Eine mogliche Modellannahme ist, bei der Auflast handele es sich um eine dufere Randspannung, die ein
zugehdriges dufleres Moment erzeugt. Da ja die Auflast aus einer Massenumlagerung nahe der Erdoberfliche
entsteht (beispielsweise verdunstet Wasser aus den Ozeanen und wird auf dem Festland als Schnee oder Eis
abgelagert), treten positive und negative Randspannungen auf. Durch die Auflast werden Spannungen und
dadurch Verschiebungen erzeugt, so dass sich auch der Triagheitstensor dndert. Jedoch wird die Auflast selbst
gemiB dieser Modellvorstellung nicht in die Anderung des Trigheitstensors einbezogen.

2.) Die Auflast wird als zum Erdkoérper gehorig betrachtet und daher ihr Effekt in der Anderung des Trigheits-
tensors beriicksichtigt — zusitzlich zu der Anderung, die durch Verschiebungen im Erdinneren entstehen. Nach
dieser Modellvorstellung gibt es keine duleren Momente (falls nicht zusétzlich die Gezeitenwirkungen der Him-
melskorper betrachtet werden), die Euler-Liouville-Gleichungen sind in diesem Sinne homogen.
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Diese Annahme wird nur fiir die Drehimpulsbilanz getroffen; in der linearisierten Impulsbilanz muss die Auflast
also durch eine duflere Randspannung approximiert werden.

Beide Interpretationen lassen offen, welche Ubertragungen von Drehimpuls — beispielsweise zwischen Sonne und
Erde oder zwischen Ozean und Atmosphéire — wihrend der Umlagerung selbst stattfinden. Es handelt sich
dabei um einen komplexen meteorologischen Vorgang, der in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet
werden soll. Wir nehmen hier an, dass die Last momentan umgelagert wird und sich am neuen Ort (zumindest
eine kurze Zeit lang) in Ruhe befindet. Es stellt sich jedoch die Frage, ob die beiden genannten Interpretatio-
nen der Drehimpulsbilanz auf dasselbe Ergebnis fiihren. Antwort darauf gibt ein Satz, der die Gleichheit der
entsprechenden Ausdriicke in der Drehimpulsbilanz sicherstellt:

Satz 2-51 :

Fiir die Drehimpulsbilanz ist es in linearer Naherung gleichbedeutend, ob die Auflast in den inkrementellen
Tréigheitstensor einbezogen wird oder ob die Auflast als momenterzeugende duflere Kraftdichte behandelt wird.
Ebenso ist die Definition des Tisserandsystems von dieser Entscheidung in linearer N&herung unabhéngig.

]

Beweis von Satz 2-51 :

Wie vorher néher erldutert, modellieren wir die Auflast als Flichendichte x(X) mit der Dimension Masse pro
Flécheneinheit. Betrachten wir das Moment der Auflast, so haben wir den Anteil der Fldchenkraft (Auflast
driickt auf die Erdoberfliche) und den gravitativen Anteil (Auflast zieht die Massenelemente der Erde an) zu
beriicksichtigen.

Der von der Auflast erzeugte Gravitationsvektor in einem beliebigen Massenelement der Erde lautet

ast _ K(X/) (X/ B X) 2
Ft(X) = / Wd X’ (2-280)
v
Das dadurch erzeugte duflere Moment ist

K(X') (X! — X)

Moras = 0. oK) X Xy (X)X = g X)X | [ 200000 ] o
% Vv N -
(X — X) (2-281)
= — f H(X’) X’/ x {QIQ(X) Wcﬁx} E2X = — f K(X’) X/ X'Yva(X/) d2X!
oV’ v | - | A

Die Kraft pro Fliacheneinheit, welche die Auflast erzeugt, ist in linearer Néherung x7y, das zugehdrige Moment
lautet

MRandspannung = /H(X) X x 'Y(X) d*X (2—282)
2%

Im resultierenden Moment als der Summe aus gravitativem Moment und Flachenkraft-Moment verbleibt somit
gerade das Moment des Zentrifugal-Anteils des Schwerevektors:

M = MGrav + MRandspannung ~ /K(X) X x VZent (X) d2X (2'283)
oV

In linearer Ndherung geniigt es, den Term O-ter Ordnung fiir 7y,,,,, einzufiithren, der einem konstanten Winkel-
geschwindigkeitsvektor entspricht; wir wihlen wieder 2 = Qe,. Damit wird
Tzent = 2X— < QX >0 =0%X - Ze,) und

M ~ O? / K(X) (=Y Ze, + X Ze,) d®X (2-284)
oV

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit dem Term, den wir in der Drehimpulsbilanz erhalten, wenn wir statt
dessen die Auflast als zum Korper gehorig betrachten. Auf der linken Seite der Gleichungen (2-276) erscheinen

die Ausdriicke Q% —Q26.J53 in der ersten Zeile (x-Komponente) bzw. Q% +Q26J13 in der zweiten Zeile
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(y-Komponente). Mit der Definition (2-137) wird

§Jas = | k(X) (=Y Z)d*X, 813 = | k(X)) (=X 2Z)d*X,
/ /

so dass diese Ausdriicke bis auf das Vorzeichen gerade gleich den Momenten M, bzw. M, sind. Die Terme
mit den relativen Zeitableitungen der Trigheitsmomente verschwinden in linearer Niherung, denn geméfl dem

Durchziehsatz ist beispielsweise
d'0J1s

at’

= //{(X) (—Xv, — Yv,) d*X,
ov

wobei sowohl k als auch v,, vy kleine GroBlen sind. Entsprechend ist auch das Tisserand-System in linearer

Niherung unabhingig davon, ob die Auflast bei der Definition beriicksichtigt wird oder nicht.
]
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3. Kontinuumsmechanische Elemente eines viskoelastischen,
homogen geschichteten, sphiroidischen Erdmodells —
dargestellt in Kugelflichenfunktionen

Wir entwickeln die im Kapitel 2 auftretenden FeldgroBen in skalaren, vektoriellen bzw. tensoriellen Kugel-
flichenfunktionen (im folgenden abgekiirzt mit Kff). Die Definitionen der Kff sind im Anhang A aufgefiihrt.
Die skalaren und vektoriellen Kff werden jeweils alternativ reell und komplex definiert. Die Zahl der Kff —
ebenso wie die der zugehorigen Koeffizienten — eines bestimmten Grades ist bei der reellen und der komplexen
Definition dieselbe. Die Trennung der komplexen Kff-Koeflizienten eines Grades in Real- und Imaginérteile
ergibt eine redundante Information: Die Real- und Imaginérteile der Koeffizienten von negativer Ordnung m
lassen sich durch die Real- und Imaginérteile der Koeffizienten der positiven Ordnung |m| ausdriicken. Die nega-
tiven Ordnungen kénnen daher bei den komplexen Kff weggelassen oder zur Rechenkontrolle verwendet werden.

Wihrend die reellen Kff einfacher zu berechnen und zu interpretieren sind, erlauben die komplexen Kff ei-
ne einfachere Rekombination: Produkte von Kff lassen sich i. allg. wieder als endliche gewichtete Summe von
Kff darstellen. Die zugehorigen Koeffizienten besitzen im Falle der komplexen Kff angenehme Symmetrieei-
genschaften, welche insbesondere die Berechnung nichtsphérischer Erdmodelle erleichtern. Zudem lésst sich die
Polbewegung bzw. Polwanderung durch nur einen einzigen komplexen Kff-Koeffizienten darstellen (ndmlich
denjenigen vom Grad 2 und der Ordnung +1). Wir benutzen daher in dieser Arbeit im wesentlichen die komple-
xen Kff (die skalaren komplexen Kff werden hier mit Y; ,, bezeichnet). Neben den im Anhang A angegebenen
Definitionen sind in der Literatur noch alternative Definitionen gebrauchlich, die sich aber meist nur durch die
Normierung (also einen konstanten Faktor) unterscheiden.

Fast alle Formeln dieses und der folgenden Abschnitte gelten nur in linearer, sphéroidischer Approximation.
Wir verzichten im folgenden auf das Ndherungszeichen ~ und verwenden das Gleichheitszeichen.

3—-1 Das sphirische Koordinatensystem {R, A, ®} und das quasisphérische System
{R, A, o}
Wir benutzen im folgenden hiufig das sphérische Koordinatensystem. Da wir stets im Lagrange-Bild arbeiten,

notieren wir die Koordinaten mit Grofibuchstaben. Es bedeuten wie iiblich A die zentrische Lénge, ® die zen-
trische Breite, R den zentrischen Abstand.

Zusétzlich fithren wir ein Koordinatensystem ein, das sich besser als das Kugelkoordinatensystem zur Darstellung
der Randbedingungen eignet. Die Aquipotentialfliichen des Schwerepotentials im hydrostatischen Grundzustand
sowie die Grenzflichen der Dichte (die, wie im Abschnitt 2-5.2 gezeigt, mit Aquipotentialflichen zusammen-
fallen) sind fiir den Fall eines rotierenden Erdmodelles keine Kugeln, sondern Rotations-Sphéroide. In linearer
Naherung ergeben sich Flachen, deren zentrischer Abstand durch eine Linearkombination der zonalen Kff vom
Grad 2 und vom Grad 0 als Funktion der zentrischen Breite dargestellt werden kann. Insbesondere ist im
hydrostatischen Grundzustand die Erdoberfliche ein Rotationssphéroid. Die Sphéroide unterscheiden sich von
Rotationsellipsoiden nur durch Terme quadratischer und hoherer Ordnung in der Exzentrizitdt bzw. Abplattung.

Fiir die Darstellung der Randbedingungen ist es von Vorteil, wenn die Rand- bzw. Grenzflichen gerade mit Ko-
ordinatenflichen zusammenfallen. Bei den Kugelkoordinaten gilt dies i. allg. nicht. Wir behalten die zentrische
Linge und Breite als Koordinaten A, ® bei, ersetzen jedoch den Abstand vom Ursprung R durch eine Koordina-
te R, welche auf sphéroidischen Koordinatenflichen konstant ist. Fiir beliebige Punkte gilt A = A, ® = ®. Wir
benutzen verschiedene Symbole, weil sich beispielsweise die partiellen Ableitungen nach ® und ® unterscheiden.
(Bei den partiellen Ableitungen nach ® werden A und R, bei den partiellen Ableitungen nach ® werden A
und R festgehalten.) So liegt etwa der Basisvektor G in der Tangentialebene an eine zentrische Kugel, der
Basisvektor Gg dagegen in der Tangentialebene an ein zentrisches Sphéroid.

Das gewéhlte Koordinatensystem hat den Nachteil, dass es i. allg. nicht orthogonal ist, dass sich also die Koordi-
natenlinien nicht senkrecht schneiden und die Matrix des Metriktensors auch nichtverschwindende Auflerdiagonal-
elemente besitzt. In der Geodisie sind durchaus auch ellipsoidische orthogonale Koordinatensysteme gebrauch-
lich, vgl. N.C. Thong, E.W. Grafarend (1989) sowie die dort aufgefiihrte Literatur. Bei diesen Systemen kann
aber jeweils nur ein Parameter frei gewéhlt werden, beispielsweise die Exzentrizitét einer bestimmten Rand- bzw.
Grenzfliche. Damit liegen dann die Exzentrizitdten sdmtlicher Koordinatenflichen fest. I. allg. kann damit also
nur erreicht werden, dass eine einzige Grenzfliche Koordinatenfliche ist. Diese Einschrinkung ist beispielsweise
bei den geodétischen Randwertproblemen fiir den Auflenraum der Erde ohne Belang, da nur eine Randfliche
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auftritt. Dagegen sind bei realistischen Erdmodellen eine Vielzahl von inneren Grenzflichen zu beachten, deren
Exzentrizitdt durch den hydrostatischen Grundzustand festgelegt wird.

Wir wihlen R als den mittleren Abstand der sphiroidischen Koordinatenflichen vom Ursprung im Sinne von
(A-106). Mit (A-107) lautet die Transformation zwischen den Kugel- und den quasisphirischen Koordinaten:

s memem—in C0
A=A ®=3% R=R(® R)=R( e

Dabei ist die Exzentrizitit e? der sphiroidischen Koordinatenflichen i. allg. selbst eine Funktion von R. Die
Jacobi-Matrix J;, der Transformation zwischen quasisphérischen und kartesischen Koordinaten lautet

Ya.0(A, ®)). (3-1)

—Rcos®sin A a—]:zcosfi)cos/i— Rsin ® cos A a—]?cosfi)cos/_x
oo OR

Jg = | Rcos®cosA %cos@sin]\—]%sin@sin]& %Cosfi)sinf\ , (3-2)
0 g—gsin@—l-Rcos(i) %sin@

die Jacobi-Matrix J,, der Transformation zwischen quasisphérischen und Kugel-Koordinaten ist

oA O 0A 1 0 0
OAN 0P OR
2
OR OR OR _Re” 9z Y20(2+Rdi)
oA 0% OR 3v5 00 3V5
Die Gauf3’schen Basisvektoren lauten:
oxX - e?Ya - A e?Ya 1
G; = — =R(1-—* o Gr=1(1
AT AN ( 3v5 ) cos dex (1+ 35 )Rcosfb A
oX Re? 9Ya = e*Ya o 5 1 e*Ya
Gy = —==——~—=2=erp+ R(1- G®=—(1+
*T 9% 35 00 ¢ ( 3\/_) R 3f) )
X Y20 _ de? Ya,0 de? e? 9Yap _
Grp=—=5=(1- +R—e GE = 1+— +R—e + —=—=e
de R20 2 2
_R00+(e +RdR)3\/_ 156 Sg)o

Das quasisphérische System ist i. allg. nicht orthogonal. Die Koordinatendarstellung des kovarianten Metrik-
tensors lautet

R2cos?2® 0 0 R2cos?2® 0 0
OR, ., OROR , OR
OROR OR., OR OR.,
0 Roe R 0 % R

Daraus folgt in linearer Naherung das Volumenelement

e? v, R de?

Der Normalenvektor N eines Koordinaten-Sphéroids ist in linearer Ndherung

PX = 322_; cos dA db ARt — R2(1 — 9y, o) cos® dA db dR (3-6)

o [2
N = G" /|G| = Rgo — 56252,0 (3-7)
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3-2 DModifizierte vektorielle Kugelfunktionen (vektorielle Sphiroidfunktionen)

Bei der Betrachtung radialsymmetrischer Erdmodelle und ihrer Deformationen erweisen sich die vektoriellen
Kugelfunktionen {Ry 1, Sim, Tim}, wie sie in Anhang A-2 definiert sind, als méchtiges Hilfsmittel. Wird bei-
spielsweise ein Verschiebungsfeld als Summe vektorieller Kugelfunktionen dargestellt, so lassen sich zum einen
die flichennormalen und die tangentialen Anteile des Verschiebungsfeldes direkt ablesen; zum anderen fithrt die
Anwendung des Divergenz- und des Rotationsoperators auf die Bewegungsgleichungen zu teilweise entkoppel-
ten Gleichungssystemen. Dank der letztgenannten Eigenschaft konnen die vektoriellen Kugelfunktionen auch
im Fall eines Erdmodells mit homogenen sphéroidischen Schichten benutzt werden, um die allgemeine Losung
der Bewegungsgleichungen zu konstruieren. Die Abweichung des Modells von der Radialsymmetrie kann dabei
mittels einer Storungsrechnung beriicksichtigt werden.

Dennoch erscheint es wiinschenswert, zusétzlich vektorielle Basisfunktionen zur Verfiigung zu haben, die sich
an der Richtung der Flichennormalenvektoren der sphiroidischen Koordinatenflichen R = const orientieren.
Zum einen moéchte man Vektorfelder zur geophysikalischen Interpretation in normale und tangentiale Antei-
le zerlegen kénnen, zum anderen vereinfachen sich dadurch in manchen Féllen die Randbedingungen an den
Schichtgrenzen. Dies gilt z.B. an der Grenze zwischen dem Mantel und dem fliissigen Kern, wo die Scherspan-
nung verschwindet, oder an der Erdoberfliche, wo im Fall einer Belastung durch aufliegende Massen ebenfalls
nur Normalspannungen vorhanden sind.

Aus diesen Griinden definieren wir in diesem Abschnitt Basisfunktionen {le, Sl)m, Tl,m}. Insbesondere
fordern wir, dass die “Sphiroidfunktionen” Ry, orthogonal zum jeweiligen Koordinaten-Sphiroid R = const
des quasi-sphérischen Systems stehen und dass die Sphéroidfunktionen Sl,mv Tl,m tangential zum Koordinaten-
Sphiiroid sein sollen. Dadurch wird folgende zu (A-30) analoge Definition nahegelegt:

Rim(A,®):= Y (A, ®) N
_ R o
Slym(A,(I)) = — GRADS }/l,m(A; ‘I)) (3_8)

VIT+1)

Tl)m(A,(I)) = N x Sl,m

Dabei bezeichnet GRADg den Flichengradienten beziiglich der jeweiligen Sphéroidfliche. (Der Flichengradient
wird analog zum rédumlichen Gradienten durch

GRADg F(y*) := F,3 G"' G,

definiert, wobei jedoch «, 8,7 € {1,2} gilt. y® sind die Gaufi’schen Parameter der jeweiligen Fliche, auf die
sich der Flichengradient bezieht, im vorliegenden Falle also ' = A, y?> = ®. Die Matrix [G”?] enthilt die
kontravarianten Metrikkoeffizienten der Fliche, ergibt sich im vorliegenden Fall somit als die Inverse der linken
oberen 2 x 2-Untermatrix von (3-5). Der Flichengradient liegt in der Tangentialebene des jeweiligen Koordina-
tensphéroids.

Die drei Basisfunktionen mit gleichem Grad ! und gleicher Ordnung m sind orthogonal. Analog zum sphérischen

Fall gilt auch - -
Sl,m = —N x Tl,m
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Abgesehen von Gliedern der Ordnung e* ergibt sich aus den obigen Definitionen mit Hilfe von (A-87), (A-93),
(A-95) :

o / ~2) 5 im
= R, m(A7 <I?' { 1)0 l 2,1 —2; m70)51727m + \/;WC(L 1,1 —1;m, O)Tl—l,m_
3 5 m
C(,2,l;m,0)S;,m + \/j—c' LLI+1,m,0)Tiv1,m—
2(1+1) ) 2 U+ 1)(+2) ( ST
2(1 + 3)
l+2 l2l—|—2m0)Sl+2m}
_ o —-R 2 o
Si,m(A, @) := Tl) GRADs Yi,m =Sim + 1—56 < Sim, S2,0 > er =
_|_
_ o N EE | 3 |
= Sim+ 156 { 3 C(l,2,1 —2;m,0)Ri—2,m + A0+ 1) C(1,2,l;m,0)Ry,m

21
—/575——C, 2,14+ 2;m,0)Riy2,m
EEaTRE }

_ o _ 2 im, e2
Tl,m(Ay q)) = Nx Sl,m = Tl,m - _62(82,0 X Sl,m) - Tl,m + &YI,ORLM =
V 15 311+ 1)

.2
= Tym+ —C (O, 1,1 — 1;m, 0)Ry—rm + C(1, 1,1+ 1,1, 0) Ry 1 1]
311+ 1)
(3-9)
Eine genauere Berechnung (mit Gliedern der Ordnung e?) eriibrigt sich, da das quasisphérische Koordinaten-

system selbst nur bis zur Ordnung e? festgelegt wurde.
Man kann im {ibrigen S; ,,, bzw. T, auch so definieren, dass man von S, ,,, bzw. T} ,, die Anteile abzieht, die
in Richtung des Normalenvektors des Sphéroids zeigen:

Sl,m - Sl,m_ < Sl,rrm N>N

Tim =Tim— < Tim, N>N

Wie man leicht nachrechnet, kommt man damit auf dasselbe Ergebnis wie vorher.

3—-3 Hydrostatischer Grundzustand und Normalschwerefeld

Die Bestimmung der Feldgroflen des hydrostatischen Grundzustandes lédsst sich in linearer Ndherung auf die
Losung der Clairaut’schen Differentialgleichung zuriickfithren. Wir verweisen auf die ausfiihrlichen Darstellungen
in A.C. Clairaut (1743), Z. Kopal (1960), HW. Mikolaiski (1989), J. Wahr (1980), F.A.Dahlen (1972) und
beschranken uns hier darauf, die wichtigsten Ergebnisse aufzufithren und ihre Herleitung kurz zu skizzieren.
Im Detail betrachten wir einen Spezialfall, ndmlich das Modell eines ellipsoidisch geschichteten Korpers, dessen
Schichten konstante Massendichte aufweisen.
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Das hydrostatische Gleichgewicht ist durch die Gleichungen (2-167), (2-170) sowie (2-194) charakterisiert:

Grav _ Qo0 XQ 3
VGran(X) = G/|X X

VZent(x) — E(QQRQ_ < Q,X >2)
P(X) = GRAD W(X) = GRAD (VG”“J(X) + VZent(X)) (3—10)
3(P,ty) = T0(P,t0) = —po(P, o) I

—GRAD Po + Q()I‘I =0

Als Randbedingung kann gefordert werden, dass der Druck py an der Erdoberfliche verschwindet.
Da die Abhéngigkeit der Massendichte der Erde vom Radius aus seismischen Beobachtungen relativ gut bekannt
ist, liegt es nahe, die Massendichte gy als bekannt vorzugeben. Aus der abgeleiteten Gleichung (2-170)

GRAD gy xI'=0 (3-11)

geht jedoch hervor, dass die Funktion go(A, ®, R) nicht frei gewéhlt werden kann, da bei bekannter Winkelge-
schwindigkeit der Schwerevektor nur noch von der Massenverteilung im Erdinneren abhéngt.

Fiir eine “nichtrotierende” Erde mit radialsymmetrischer Massenverteilung ist (2-170) offensichtlich erfiillt, da
in diesem Fall sowohl die Flichen gleicher Dichte als auch die Aquipotentialflichen Kugeln sind. Somit sind
Dichtegradient und Schwerevektor parallel. Es bietet sich daher bei der Konstruktion einer hydrostatischen
Gleichgewichtsfigur an, von einem radialsymmetrischen Modell fiir die Dichte und das Potential auszugehen:

or = 0(R)
B Rg 22
W, = W(R) = %/ o(Rq) R dRQ+47TG/ 0(Rg) Rg dRg + R
0 R (3-12)

REp _
pri= Pp(R)=— / @(RQ)%]ZQ) dRq

REg bedeutet den Erdradius. Im Schwerepotential dieses fiktiven Modells ist der radialsymmetrische Teil des
Zentrifugalpotentials (der Term vom Grad 0 in der Kugelfunktionsentwicklung des Zentrifugalpotentials) bereits
enthalten (insofern ist der Ausdruck “nichtrotierend” unzutreffend). Das Zentrifugalpotential VZ¢" eines mit
dem konstanten Winkelgeschwindigkeitsvektor 2 = Q ez rotierenden Systems lautet gemifl (2-213)

1 OPR?  Yao(®)
VZent — —Q2R2 COS2 P = 1— >
2 ==

3
(Die Entwicklung der Tréigheitskraftdichten in Kugelfunktionen findet sich in Abschnitt 3-4.2)

) (3-13)

Die Massendichte g, = g(R) wird als Funktion des Radius vorgegeben; ein hiufig verwendetes Modell ist PREM
von A. Dziewonski, D. Anderson (1981). Das Schwerepotential W, und die Dichte p, ergeben sich dann aus der
gewihlten Dichteverteilung gemés (3-12).

Die Abweichung von der Kugelsymmetrie wird (in der Natur wie im Modell) durch die Rotation der Erde bzw.
der daraus resultierenden Zentrifugalkraft erzeugt. Sie wird mit Hilfe einer Stérungsrechnung modelliert:

Durch den stérenden Anteil der Zentrifugalkraft werden die sphérischen Isoflichen der Feldgréfien zu Rotati-
onssphiroiden deformiert. Aus (2-168) und (2-170) geht hervor, dass die Flichen gleicher Dichte auch Flichen
gleichen Potentials und Flidchen gleichen Drucks sind. Jedes Sphéroid ist also eine Isofliche aller drei Feld-
groflen. Man definiert nun das quasisphérische Koordinatensystem in der Weise, dass die gestorten Isoflichen
der FeldgroBen die Koordinatenflichen R = const sind. Daraus folgt, dass die FeldgroBen op, po und W als
Funktionen nur der Veriinderlichen R dargestellt werden konnen. Die Aufgabe besteht dann im wesentlichen
darin, die Abweichungen der Isoflichen von Kugeln, i.e. die Exzentrizitit der Rotationssphéroide zu bestimmen.
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Lemma 3-1 :

Es sei die Massendichte oo = g(R) als Funktion der quasisphirischen Koordinate R vorgegeben. Dann erfiillt
die Exzentrizitdt der sphéiroidischen Isoflichen von Dichte, Schwerepotential und Druck die Clairaut’sche Dif-
ferentialgleichung

d2e? o(R) (Rd_e_2+62(R))—662(R) -0 (3-14)

R*— -
dR®> " om(R)\dR

mit den Randbedingungen

2¢2(RE) 1 de? de?
GM{——+ —5—= = 50?2 —|g=g = 0. 3-15
Dabei ist
RE
M :47r/ o(R) R*dR
0

die Gesamtmasse des Modells und B
R

= 3 / (Rg) R4 dR
0

ein Mittelwert der Dichte zwischen Mittelpunkt und aktueller Koordinatenfliiche R.
Fiir das Schwerepotential und den Druck gilt:

po=p(R), W=W(R) (3-16)
(wobei die Funktionen p, W durch (3-12) definiert sind). ]
Der Beweis des Lemmas findet sich in der zu Anfang des Unterabschnitts angegebenen Literatur.

Beweisskizze:

Das Newton-Integral der vorgegebenen Dichteverteilung oo = o(R) wird als Kugelfunktions-Entwicklung dar-
gestellt, indem der reziproke Abstand geméf (A-19), (A-20) entwickelt wird. Das Ergebnis wird mit Hilfe von
(3-1) in linearer Ndherung auf quasisphirische Koordinaten transformiert. Es folgt

Rp Rp
B 1 o B o B 2 p2
W(Rp) = 4G R—/@(RQ)RE2 dRQ+/§(RQ)RQ dRg p + +
P
0 Rp
, Rr Rp
YQQ(‘I:'P) ep _ 2 1 _ 4 2 RQ Q D
4G — Ro)R) dRg — =+ Ro)R — —)dRgo—
+ G T (RQ)Rg °~ g Q(Q)Q(Q+5dR) Q
0 0
=9 R 2
Rp 5 d 2 2)/20((PP)
- R — dR —Q’R
5 ( Q)dR 3\/—
Rp

Da das Ergebnis nicht von ®, sondern nur von R abhéngen darf, muss die Summe der Ausdriicke in der zweiten
und der dritten Zeile verschwinden. Dies ergibt eine Integro-Differentialgleichung fiir e2, die durch geeignetes
Differenzieren in die Clairaut-Gleichung iiberfiihrt werden kann. Als Ergebnis fiir das Schwerepotential verbleibt
die erste Zeile, die offensichtlich mit W (R) iibereinstimmt. Die Randbedingung an der Erdoberfliche folgt aus
der urspriinglichen Integro-Differentialgleichung, die zweite Randbedingung aus der Clairaut’schen Dgl. und der
Differenzierbarkeit von gy im Erdmittelpunkt.

Das Ergebnis fiir den Druck ergibt sich unmittelbar aus (2-168) und der Randbedingung po(R = Rg) =0. =

Aus den Gleichungen (3-1), (3-16) folgt, dass der mittlere Radius der Isoflichen im Sinne von (A-106) durch
die Storung des radialsymmetrischen Modells nicht geéindert wird. Dies gilt nur, falls das “radialsymmetrische”

Schwerepotential geméf (3-12) bereits den radialsymmetrischen Anteil des Zentrifugalpotentials enthilt.

Selbstverstindlich kann auf die physikalische Interpretation der Herleitung des Referenzzustandes (“Anschalten
der Rotation und Berechnung deren Auswirkung auf das radialsymmetrische Modell”) ganz verzichtet werden.
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Falls die Funktion e?(R) die Clairaut’sche Gleichung erfiillt, ist mit gy = 8(R) ein hydrostatischer Grundzustand
gegeben, was sich durch Einsetzen in das Newton-Integral beweisen lésst.

Die Zusatzterme gy — o, usw, die sich infolge der Zentrifugalkraft ergeben, lassen sich durch eine Taylor-
Entwicklung der Losung (3-16) isolieren. In linearer Nidherung folgt

00 = 00(A,®, R) = o(R) = 6(R) +

und durch Kombination mit (3-1) erhilt man

90(R) ,¢*(R)

QO(Av (I)vR) = @(R) + OR 3\/5 YZ,O((i))
wia 2. = o) + 2 Ry, @) (3-17)
W e, R) = Wi+ 25 Uy, )

vgl. J. Wahr (1980, Seite 11 Formel 2.4). Diese Formel versagt allerdings in der Nihe von Sprungstellen der
Massendichte, da dort die Massendichte nicht differenzierbar und damit eine Taylor-Entwicklung nicht zulédssig
ist. Bei der quasisphérischen Darstellung tritt dieses Problem nicht auf. An den Formeln (3-17) wird deutlich,

dass es sich bei g(R), W(R), p(R) usw. tatséichlich um die Mittelwerte der Feldgréfien oo, W, po im Sinne von
(A-106) entlang der Kugel mit Radius R handelt.

Die Clairaut’sche Dfferentialgleichung wurde fiir das PREM-Modell in Mikolaiski (1989) numerisch geldst; eine
Entwicklung dieser Lésung nach kubischen Polynomen findet sich in J. Engels (1991).

Wir betrachten im folgenden das Schwerefeld, das von einem rotationssphéroidisch geschichteten Erdmodell er-
zeugt wird. Wir nehmen an, innerhalb der n Schichten sei die Dichte jeweils konstant; die sphéiroidischen Grenz-
flichen besitzen denselben Mittelpunkt und dieselbe Rotationsachse, aber unterschiedliche Exzentrizitéiten. Fiir
diesen Fall braucht die Clairaut’sche Dgl. nicht gelost zu werden; man erhélt vielmehr ein lineares Gleichungs-
system fiir die Exzentrizitéiten der einzelnen Schichtgrenzen.

Lemma 3-2 :

Unter den genannten Voraussetzungen lauten das Potential und die Feldstérke der Eigengravitation in der j-ten
Schicht (1 <j <n, Rj—1 < R < R;):

47Tg R3 2R} R? - _,  2R%?
Grav __ (i) _ P . 2 — 2 =
v = E { — 0i+1)] = 5\/5R3Y2'0] 2mgoj— +2mg E (0i — 0i+1)[R; 575 Y2,0]

i=j

4 R®
= 3 Z i — 0iv1) = — 2Tmgo;— 3 27ng — o) Ri+
i=j
j—1

4ﬂ'g Yo ,0 62R? efR? 62151,2 R2 =
+— { E (i —oit1)l—55 — —55) T @ 3 5 ‘(Qi —oit1)e;
=J

3 V5 3R b5R®
Grav __ g - R? ZRO
GRAD V& = TZ{ — 0i1)[~ 5 Roo + N —=—(3Ra,0 + V6S2,0)] p —
47gR 2R — V6S2,0 - 2
i {QjROO + (T) ;[(Qi — Oit1)e;]
(3-18)
[
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Beweis von Lemma 3-2 :

Das Potential eines homogenen Rotationsellipsoides sowie sein Gradient lauten bis auf Terme der Ordnung et
(vgl. F.R. Helmert 1884, p. 124, J. Engels 1991, p. 68, mit Rp ist wieder der mittlere Radius des Ellipsoids
im Sinne von (A-106) bezeichnet):

auflerhalb desselben:

4rgo R3,  €*R%
VGrav _ gg{_E' _ E }/’270}

3 "R 5V5R3 (3-19)
Grav 47‘-99 RE’ 2R5
GRAD VErer = —={——ZRoo + 5\/_R4(3R20+\/—Szo)}
innerhalb desselben
VO — omgo( RS — R2[E + 2y, )}
ST A (3-20)
4mgoR 2
GRAD VO™ — _ ”99 {Roo + ;/g(mm—\/ész,o)}.

Daraus entsteht (3-18), wenn die Anteile superponiert werden, welche von den einzelnen ellipsoidischen Schichten
erzeugt werden. Die alternative Darstellung von V7% in (3-18) entsteht durch Einsetzen von (3-1).

]
Das ungestorte Zentrifugalpotential und sein Gradient lauten
02 Yoo QR 1
vZent — — R(1 - =2 GRAD VZemt = ——{9Rgp — —=(2Ra,0 — V6S 3-21
5 B \/5) 5 {2Roo \/5( 2,0 2,0)} (3-21)

Wir erhalten das gesamte Referenz-Schwerepotential in quasisphérischen Koordinaten, wenn wir zur zweiten
Darstellung von V&7 in (3-18) das Zentrifugalpotential addieren:

dmg '= R3 R? O2R?
W= Tg Z(Q 0i+1) = 7 2779&? + 27792 ,— 0ir1)RY + 3T
i=1 -
. i o (3-22)
4rg Yoo | e?R}  e?R? e’R? R* ) 02 _,Yay
A b i — 0i _t _ r_ . _ i — 0i 2 — — R
3 5 ;(9 0i+1)] 30 503 ]+ o 3 5 i:j(é’ 0i41)e€; 3 /5

Da wir von einem hydrostatischen Referenzzustand ausgehen, bei dem die Aquipotentialflichen auch Flichen
gleicher Dichte sind, darf im Potential keine Abhéngigkeit von ® auftreten. Wir erhalten daher das Referenz-
potential sowie mit Hilfe von (3-4) dessen Gradienten in der j-ten Schicht zu

dmg A R? . Q%R?
W= T3>l — 0B - 2mg0, - + 2ng — o) R+ —
i=1 =j
GRAD W = 2 (W)GE =
= o5 =
drg [32 R0 2 202R
= T 55 i — 0i R R R— - 2S R
3R2{i_1[(9 0i+1)Rj] + ;R }( 00 + (e + dR)3\/_ ¢ 2,0) + 00
gM(R) de R2 0 2 2 2QQR
—. g RE )220 [ 2 2g 2 R
2 (Roo + (e + dR)?,\/_ 5¢ 20) + 3 00
_ ) (3-23)
Dabei ist M (R) die Masse, welche die Koordinatenfliche R = const einschliefit.
Dagegen muss die von Y3 o(A, ®) abhiingige Komponente im Potential verschwinden:
il R3e?  €e2R° 0;€? & e? 02
P — 0i L — = - i — Oit1)— — — =0 -
PCEFIRY [ S5~ B } =D (e —0in) po (3-24)

i=j
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Wir kénnen die Bedingung (3-24) nutzen, um ein Gleichungssystem zur Berechnung der Exzentrizitéiten der
Grenzflachen zu erzeugen, indem wir die Bedingung an den Grenzfldchen spezialisieren, also statt €2, R die
Randgrofien e R einsetzen. Indem man der Reihe nach j = 1,2, ..., n wihlt, erhdlt man n Glelchungen fiir die
n Unbekannten e . Ist dieses Glelchungssystem gelost und sind damlt die Exzentrizitéten e? an den Grenzflichen
bekannt, so konnen wir (3-24) nach e? auflésen und erhalten die Exzentrizitiit e? fiir einen beliebigen mittleren
Radius:

il _ _ I 15R50?
3 2 [0 — 0it1)ef R + 3R 30 [(0i — oiv1)e] + Irg
2(R) = = : = (3-25)
Jj—1

5R2 > [(0i — 0i+1) R3] + 5R%0

i=1

Insbesondere gilt bei einem homogenen Erdmodell (das nur aus einer einzigen Schicht besteht) fiir die Exzen-
trizitit e?(Rp) an der Erdoberfliche

1502 5RpQ?2

2 2
Rg) =: = = .
€ ( E) ‘B 87TgQ 21—‘070

(3-26)

Die Bedingung (3-24) lisst sich auch auf einem anderen Weg herleiten: Wegen des hydrostatischen Gleichgewichts
gilt allgemein

[2
GRAD W = GRAD (V& . yZenty —T = TN = -T(Rg — E628270) (3-27)

Der Normalenvektor IN steht auf dem Gaufi’schen Tangentenvektor Gg senkrecht. Setzen wir GRAD W aus
den Gradientendarstellungen in (3-18) und (3-21) zusammen und setzen das Innenprodukt zwischen GRAD W
und Gg gleich null, so erhalten wir wieder (3-24).

Der Betrag des Schwerevektors I' lasst sich aus
I'=—- < GRAD W,N > (3-28)

berechnen. Wenn wir (3-23) fiir die Bestimmung von I" heranziehen, erhalten wir einen einfachen Ausdruck, der
jedoch die Ableitung de? /dR enthilt. Um dies zu vermeiden, benutzen wir (3-18) und (3-21).

J—1 =3 255 n 2p
47rg Ri 36iRiY20 47TgR 2Y20 2 QQ Y20
I'=- —E i — 0i = ~| — j : E i — 0i i 1-—x), =
{ 3 2\ Q“)[ " T55R ] 3 lgﬁ 5v5 22 9“)61 Ty U

i=j

_4mg R} 4mgo;R 20°R
- TZI(Q Tt Ty T
izt 205\ B3 255 . 2/ 5 n 25
dmrg 2¢*(R) Ry  3eiR; drgR | o0je”(R) 2 2 20°R
+<9 - i — Qi = — — | + - + —= i — Qi+1)e; | + Y20 =
{ 3 Z:I(Q Q+1){ 3v5 R2  5V5R* 3 3v5 5\/5;(9 0i+1) 35 2,0

= T3 (R) + T} (R)Yz,0

(3-29)
Insbesondere ergibt sich an den Schichtgrenzen von innen und von auflen derselbe Grenzwert.
Mit den Abkiirzungen
47r _4rm — efRE’
(1) ang Z Qz+1 3 (2) arg Z Qz‘+1)
(3-30)
27Tg:Q' Q2 (4) 262 Qz (5) n —5
w® .= 21985 + — W -2 ip1) —— W =2nr i — 0i+1)R;
j 3 3 QZ Byt S g;(g 0it1)
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folgen die Darstellungen (wieder giiltig fiir die j-te Schicht)

_ w1 (2 Y2,0 (3) p2 @) p2 6 _ gl (3) p2 (5)
W= W+ WP S A WER A W R Y0+ WY = WiV = + WY R? W

w1 ®) w;? @
= Wj ﬁ — 2Wj R+ Yz’o(q)) 3R— W R

@) 203y )
1 _ W, 2¢2(R) W, 3) =
= W= —2WIR+Ya0(®){ 32— —2W R+ Z—=(—4- + W'R 3-31
= ; B+ Ya0(®) 437 N R (3-31)
N5 n 1 3) 5
= TR =W/ = —2W;R
bW 2(R) W
U) (R = @ (R) (3)
To(R) = 32 — 2] R4+ 22D S5 tWUR)

Im Falle eines homogenen Erdmodells (das aus einer einzigen Schicht besteht) gilt an der Erdoberfliche

drgoRr  20°Rp 4rgRr o  29°Rp  V5Q%Rg e

: Dao(Rp) = —9F 062, + = = Too(Rp)—E
3 3 20(RE) 575 oeE 375 5 oo E)?)\/5

Loo(RE) = (3-32)
Die letzten beiden Beziehungen folgen aus (3-26).

Die Parameter sind so zu wéihlen, dass das Modell die Gesamtmasse der Erde sowie ihr dquatoriales und
polares Tragheitsmoment reproduziert. Die Gesamtmasse der Modellerde erhilt man durch Integration iber die
Massendichte mit dem Volumenelement (3-6)

47
= [ o(R) X =— Zgz R} —R},) (3-33)
Erde i=1

Schliellich berechnen wir die Trigheitsmomente. Es ist Jp,; = C = Jzz. Aus Symmetriegriinden gibt es nur
ein dquatoriales Tragheitsmoment Jaeq = A = Jxx = Jyy = (Jxx + Jyy)/2. Es erweist sich hier als giinstig,
die Integration in Kugelkoordinaten und nicht in quasisphérischen Koordinaten durchzufithren, da bei den
letzteren das Volumenelement den unhandlichen Ausdruck de?/dR enthilt; dagegen ist die etwas kompliziertere
Darstellung der Integralgrenzen bei den Kugelkoordinaten kein Problem. Das Ergebnis lautet

n X2 + Y2 An n -
Jacg = 2 oi | [% + 22X = =) (0 = 0is1) RY(6 = €f)
=t i=1
87 & (3-34)
L T _
Tro = X 0 [ (X?+Y)dX = —5 > (o —0ir)RIB+€3)
=1 D i=1
Die Differenz dieser Triagheitsmomente sowie das mittlere Tragheitsmoment sind
: An p5 2
Ip = Jpol = Jaeg =C — A= 15 ;( — 0i+1)Rje€;
(3-35)
JPol + 2JAeq C + 2A 8 n
Ta = 3 = = _5 —0i+1)R
Insbesondere ist beim homogenen Modell
4r 47T R$.O? R5 02
C— A= fzoRiek 3-36
15° 3 %00 29 (3-36)
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3—4 Die quasistatischen Bewegungsgleichungen eines inkompressiblen Materials
und ihre Losung in vektoriellen Kugelfunktionen

In Abschnitt 2-7.7 wurden die linearisierten Bewegungsgleichungen fiir ein isotropes, viskoelastisches, homogen
geschichtetes Kontinuum angegeben. Wir stellen nun diese Gleichungen in vektoriellen Kff dar und leiten die
allgemeine Losung fiir die radiusabhéngigen Koeffizientenfunktionen her. Zur Losung der Gleichungen werden
wir deren Divergenz und Rotation bilden, weil sich dadurch die Gleichungen trotz der Erhchung der Differen-
tiationsordnung vereinfachen (da die Unbekannten entkoppeln). Wir {ibertragen daher auch diese Ausdriicke in
vektorielle Kff. Dabei vernachléssigen wir die relative Beschleunigung, betrachten also die quasistatische Nihe-
rung. Von den eingepriagten Kréften beriicksichtigen wir nur die Schwerkraft.

Die Laplace-transformierten Gleichungen fiir ein homogen geschichtetes, isotropes viskoelastisches Medium lau-
ten in linearer, quasistatischer Ndherung gemif (2-263), (2-148), (2-194), (2-214) und (2-217):

— GRAD 65(s) — sfi(s) ROT ROT @1+ godf = 0
DIVd = 0 (3-37)

DIV GRAD éw =4< Q,6 w>
Die Storkraftdichten podf werden wieder aufgespalten in
000F = 00677t + 0007° + 000fT = 09 GRAD 6w + 006£C°" + godfPuler (3-38)

wobei die Tragheitskraftdichten in linearer Niherung durch (2-216), die von der Last erzeugte Gravitation durch
den Gradienten von (2-197) und die deformatorische Gravitation durch den Gradienten von (2-206) gegeben
sind. Durch Anwenden des Rotations- bzw. des Divergenzoperators auf die erste Gleichung von (3-37) erhalten
wir

—ii(s) ROT ROT ROT u — 206 w+ 20GRAD u.2 =0

—DIV GRAD 6p + 205 < @, ROT @ > +40 < Q, 5w >=0
(3-39)
DIV @t =0

DIVGRAD v =4 < Q6w >

Offensichtlich fallt die inkrementelle Gravitation aus den quasistatischen Bewegungsgleichungen heraus. Infolge
der Inkompressibilitdt und der Homogenitét der betrachteten Schicht ist die gravitative Kraftdichte im Inneren
der Schicht quellenfrei — inkrementelle Gravitation entsteht nur durch ein Nach-auflen-dringen oder Zuriick-
weichen der Massen an den Schichtgrenzen; durch die Massenverlagerungen im Inneren der Schicht wird keine
Gravitation erzeugt (vgl. Abschnitt 2-6.1). Die Last war ebenfalls als fliichenhafte Verteilung vorausgesetzt. Hier
erweist sich die Annahme der Inkompressibilitédt als entscheidende Vereinfachung. Eine Inhomogenitét entsteht
nur durch den “Tagesldngenanteil” des inkrementellen Zentrifugalpotentials.

Der zweite Summand der ersten Gleichung ergibt sich aus der Andrehkraft, der dritte aus der Corioliskraft. In
der zweiten Gleichung stammt der zweite Summand von der Corioliskraft, der dritte von der Zentrifugalkraft.
Diese Terme konnen als “kleine Grofien” aufgefasst werden. Sie werden durch eine Stérungsrechnung beriick-
sichtigt, die wir im folgenden Unterabschnitt kurz erliutern. (Mit der Methode der Stérungsrechnung wird
spiter auch der Einfluss des nichtsphérischen Randes behandelt.) In der Literatur findet von den genannten
“Storgroflen” in der Regel nur die Zentrifugalkraftdichte Beachtung.

Da die erste Gleichung in (3-39) vektorwertig ist, haben wir mit (3-39) sechs Gleichungen fiir die fiinf unbekann-
ten Feldgroflen u, 6p, dw zur Verfiigung. Es wird sich jedoch herausstellen, dass nur fiinf dieser Gleichungen
linear unabhéngig sind. Zudem kann, wie bereits in Abschnitt 2-9.1 ausgefiihrt wurde, die ortsunabhéngige Un-
bekannte § w nicht allein mit Hilfe einer geeigneten Systemdefinition bestimmt werden; aufgrund des Defektes
durch die quasistatische N&dherung wird auch die Drehimpulsbilanz benétigt.
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3—-4.1 Die Methode der Stérungsrechnung

Wir benutzen fiir alle Schichten jeweils einen Losungsansatz der Form

fl(A, P, R, S) = ’I:l)m(R, S)R[)m(A, (I)) + §l)m(R, S)Slﬂn (A, (I)) =+ fl,m (R, S)Tl,m (A, (I))

5p(A, @, R, s) = 0p1m(R, 5)Yim(A, ®) (3-40)

OW(A, @, R, s) = 6w, m (R, s)Ym (A, P)

Fiir eine beliebige aber feste Frequenz s erhalten wir Differentialgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen
Tlms Slm, tNZ_Vm. Infolge des Coriolisterms entstehen hier Kopplungen zwischen den Koeffizientenfunktionen,
welche eine analytische Losung aussichtslos erscheinen lassen. Da es sich dabei jedoch um vergleichsweise “kleine”
Terme handelt, fithren wir eine Storungsrechnung durch: Wir sammeln die unbekannten Koeffizientenfunktionen
in einem Spaltenarray y = [Fim, Si,m, t~l7m, 0D, m, 61[)1,m]T, 0 <[l <Imazx, —I < m <. Dann lisst sich das System
der Differentialgleichungen und der Rand- bzw. Zusatzbedingungen in der Form

Ay=a By=1b (3-41)

darstellen. Dabei sind A, B Matrizen, deren Koeffizienten Differentialoperatoren sind, a, b sind Spaltenmatrizen.
Wir zerlegen diese Arrays in einen sphérischen, nichtrotatorischen und einen sphéroidischen bzw. rotatorischen
Zusatzterm. Ebenso wird die Spaltenmatrix der Unbekannten in einen sphérischen und einen Storterm zerlegt:

A:AO+5A3 §:§0+5§7 Q:QO+5Q3 Q:bo+6b; gzgo—i_ag

. (3-42)
mit Aogo = qy EOQO = by.
Insbesondere verwenden wir die Bezeichnungen
(R, s) =7, (R, 5) + 071m(R.5)  dprm(R,s) = 0p, %) (R, 5) + 80p1.m(R, 5) (3-43)

Das System Aogo = a, lésst sich analytisch 16sen; die konstanten Koeffizienten, die in dieser Losung auftreten,
kénnen aus dem System Bgy = by numerisch bestimmt werden. Setzen wir (3-42) in (3-41) ein, so ergibt die
lineare Storungsrechnung

Aoy = 0a — 6Ag0 Boy = b — 5§g0. (3-44)

Die Drehimpulsbilanz wird zunéchst nicht in diese Storungsrechnung einbezogen. Die inkrementelle Rotation
0 w wird zun#chst als bekannt angesehen. Erst wenn die Losungen der iibrigen Unbekannten in Abh#ngigkeit

vom Lastpotential §57%** und von § w gefunden sind, werden sie in die Drehimpulsbilanz eingesetzt.

3-4.2 Darstellung der Trigheitsterme in vektoriellen Kugelfunktionen

Wir entwickeln die Stérungen der Trigheitsterme gemifl (2-215) nach vektoriellen Kugelfunktionen. Wir nehmen
dabei an, dass die Z-Achse die Richtung des ungestérten Rotationsvektors €2 besitzt. Mit Hilfe von (A-44), (A-
45), (A-40), (A-95), (A-69)-(A-71) und (A-81)-(A-83) ergibt sich:

SEEYeT = sRep x (801, Ri,m + 007 1, S1,m) = SRODY 1, T1,m = —V2sR6DT, T1,m (3-45)
. ' _ 1+2 - 1-1 .
5FCr = 2500 5 LTS O 1,1+ 1 m, 0) o1, = 1m, 0) i S Ry —
8 { TR e Rtk O g B
250 M m_g WH2) o1+ 1m, 0)F
- —F—7lm — lLm — ) Ly ) ) I+1,m—
1(l+1) I(1+1) V3 (1+1) *
I—D)(+1 N
VDY G 0)f g b S
V31
im - 1(1+2) (I-1)(1+1)
—2508 ———— Ty + ~——LC(, 1,1+ 1;m, 0) 51 1m + ——— 2 C(1, 1,1 — 1;m,0)1 1, —
{ l(l—i—l)l V3 (1+1) ( )S1+1 /31 ( )Si-1
! 4 . (1+1) 4 N
ETGE) C,1,14+1;m,0)F141,m + 3 c(l,1,1 1am>0)rl1,m}Tl,m

(3-46)
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5F Zent — —QR&quoo - %C(l, 1,2;m, 00667, Rao.m + VEQRC(1,1,2;m, 0)66%,, Sa.m =
QR

- 4 2 - -
= QROOz gRO,O — 3—\/5(2R2,0 — \/gsz,o) — ﬁ [514){%,1 (2R2,1 — \/652,1) + 50}{?71(2112,71 - \/652,71)]
2

= GRAD [329(55@2 2 55s Ve - Léaz{’f,m,,l -

1 g
0011Y:
35 Sy 1,1Y2,1)]

V5
2 1 1
— = Yo — ——mYa 1 + —
3 \/5 zY2,0 \/% 2, \/%
(3-47)
Offensichtlich ergibt sich hier die Trennung zwischen Tagesldngendnderung und Polbewegung von selbst. myz

entspricht der ersteren, m der letzteren. Die Anwendung der Operatoren DIV bzw. ROT auf die Triagheitsterme
ergibt die folgenden Ausdriicke:

—  GRAD [RQQQ(gﬁzz L et Y2)]

DIV §fFuler =
DIV §f Cer = 2s<Q, ROT o >=
250 1+2 - dtis1,m
- W —=C(, 1,1+ 1; I+ 2it1m :
R\[{ O(,,+ ;m, 0) (L4 2)ti41,m + R iR )+
1-1 - dt—1.m
/= C L= Lm 0)(( = Diiam — R ldé )—
—M( l(l+1)rlm+5l m"’RdSlm) Yz,m
W(l+1) (3-48)
DIV §f2e"t = 4080,
ROT &£ P¥er = 256w
ROT 6f¢" = —2s5(Q DIV a— GRAD a.Q) = 2393—;
ROT §f2e"t = 0.

ou
Der Ausdruck —— 7 , dargestellt in vektoriellen Kugelfunktionen, findet sich in (A-68).

3—4.3 Die Bewegungsgleichungen nach Anwendung der Operatoren DIV und ROT in vektoriel-
len Kugelfunktionen

Wir entwickeln die Gleichungen (3-39) mit Hilfe von (A-57), (A-43) und (A-53) in komplexe vektorielle Kugel-
funktionen; insbesondere wahlen wir das Koordinatensystem so, dass die Z-Achse die R1chtung des ungestorten
Rotationsvektors €2 besitzt. Unter dieser Annahme kann der Coriolisterm 20GRAD u.Q2 = 298 7 mit (A-68)
konstruiert werden. Wir erhalten

{ 0+1) [z(z+1)~ ol _Rdzfz,m} B

R2 R "™ 4R dR?
2000 | 1 +2_ drlH m 1+2 im tim
I S + + C(, 1,1+ 1;m,0) + ——e— . (3-49)
f(s) |° R I+ 1 (1+1) B

—(l — 1) - drl 1,m . — 20 s-R
+ [ R rl*l,m l 3 l 1 [ - 17m70) Rl,m = [L(S) 5w1,mR1,7n
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{_l [_1(z+1)IE +l(l+1)dﬁm 11 m Pty

R Rz R drR S are  ame
_ QQQ [ 7’l+1 m \/ + 2 )Sl+l,m + d§l+1,m )]_ (l 1, 1+ Iim 0) m [gl,m dlgl,m]_
a(s) l+ R [+1 R dR V3 l(l—|—1) R dR
l+17“l Lm I-Dl+1) Sicim dSi—1m .y 1 20 .5
- 1)Z=lm O, 1,1 — 1 Sim = ——250% Sim
[ R 1 (( ) R dR )]\/50(7 9 m 0) l }L(S) wl, 1,

(3-50)

(I +1))%2 VIA+1) @2 Fim I1+1) . 11 +1) déim
R3 Tl,m — R dR2 R3 Sl,m + R2

35w dPEim
dR R dR? dR?

202

£l+1 m d£l+1 m l(l + 2)
— [+2 — + -
=5 |+ )

. m Fli §l,m dgl,m 5
= iR \/g(l+1)0(l717l+1,m70)+ —l(l+1)[ I(1+1) = TR Yt 4R 1+ (3-51)

£ [—1)(+1
+[_(l_1)tl7];m +dtgﬂi’m] ( l\/)g( i )C(l7l7l_1am>0)]}TZ,m:0

dPpim | 2 déprm U1 + 1) 250 | [142 4 diigi,m
-1 ~ dflfl’m zm\/g dSl m ~
+1/—C, 1,1 —1;m,0)(({ — V)tj—1,m — R ) — W+ D)7 m+ Si,m + R ) Yi,m = 400007
! dR 1(1+1)
(3-52)
2 dF1,m I(+1) _ (3-53)
(Erl,m"'_ dR + R Sl m)i/lm =0

In den Gleichungen (3-49)-(3-52) sind die von den Coriolistermen hervorgerufenen Kopplungen der verschiede-
nen Grade offensichtlich.

Wir setzen die Koeffizienten der linear unabhéngigen Basisfunktionen Ry ,,,, Si 1, Ti,mm und Y7 5, gleich. Zunéchst

nutzen wir (3-53), um die Funktionen §; ,,, aus dem System (3-49)-(3-52) zu eliminieren. Dabei erweist sich, dass
die Komponenten von R, und S; ,, linear abhéngig sind. Das vereinfachte System lautet

dz{l,m 2 dgl,m l(l + 1)
{dR2 TRar @ eyt

+25(2‘;% [(z +1 51/ 30 l+ Sl+3) m]%,m + df%”"]o(uLH 1:m, 0)+ (3-54)
l(lifl) glgl L (RNt {(if‘s“’l i
{1(11;;1) (42— D — 41(1;3 1) dzlén L0 +3})%(21 —2) dfi;ﬁm %dzzém dzrii” } B
—;52) [(l+2)t~”};”" + dtg]_}zm] Y O(1, 1,14 1;m,0)+ l(li%l)[(lw)(l - 1)7:%” - 4d211'__;” - R%H
= - 1)5“1;"‘ + dt;é””] (L %‘fmca, 11— 1:m,0)| =0
(3-55)
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dzdﬁl,m 3 dfsﬁl,m l(l —+ 1) 6~ B
dR? R dR Rz PLm

25052 [+ 2 tl+1 m d£l+1 m -1 ti—1,m dii—1,m
— L1, 1+ 1; I+ : - 1,1 —1; -1 — — —)—
¥ g Ol L+ 5m, 0)( 4+ 2) =5 4+ =)+ [ = C L L1 = 1m, 0)((L = 1) = an )
imvV3 Tlm dry,m P | _ ~
Tl AU DT AT~ R ]} = 40807000
(3-56)
2 d7,m (l+1)_ B (3-57)
(Fiim+ g+~ 5m) =0

Diese Gleichungen miissen fiir alle Grade [ gelten. Wir haben jeweils den Term, der dem “sphérischen, nichtro-
tierenden” Hauptteil A, des Differentialoperators entspricht, in geschweifte Klammern gesetzt. Es treten dabei
keine Absolutglieder auf, d.h. das Bphérische, nichtrotierende” Dgl-System ist homogen.

3—4.4 Allgemeine Lésung der Bewegungsgleichungen nach Anwendung der Operatoren DIV und
ROT mit Hilfe der Stérungsrechnung

Bei dem “ungestorten” System AOQD = ag = 0 handelt es sich im wesentlichen um Euler’sche Differentialglei-
chungen. Die allgemeine Losung des Systems lautet

FO(R) = & RUD 4 5B RE-D 4 g W=ty & O p-(+2)

1

Q) (R) = ————— |(1+3)§ (1)R(l+1) + (14 1) (Q)R(l D_(1-2)¢ G p=t _ 1z W p-0+2)

l,m l,m l,m
I(1+1)

B (R) = %R + &2 R™0+D (3-58)

S = &R+ R RTIHY

S 0) _ 6[,($1)Rl + &L(:::?)Rf(lJrl)

Wir fithren diese allgemeinen Losung wiederum in die nichtsphérischen Glieder ein, um die Stérung dy zu
berechnen, welche geméf (3-44) A,dy = da — 5Ay0 erfiillen soll. Da y nunmehr - abgesehen von nur frequenz-
abhéngigen Koeffizienten ¢ ,,, - bekannt ist, kann der Term da — 6Ay0 somit als Inhomogenitit des Dgl-Systems

(3-44) angesehen werden. Wenn wir die allgemeine Losung (3-58) in die Storterme von (3-54)-(3-56) einsetzen,
so erhalten wir das - nun ebenfalls entkoppelte - System

{dzaﬁm 2dot,,  11+1) - }
, - 6tl,m

drR? " R dR R?
2QQ 142 2l +5 l . ~ (1) 2l + 3 l ~ (2)
e { TV saep O L bm Oasdnt Rl s b h I Lm0t
mmo . [+1 - ~
T g 42 T O L -1 ym, 008 1+ R —+ O 1,1+ 1;m, 080+ (3-59)

m 5(t2)_2l_1 [+1

TR I 3l

oo, —1;,m,06W 1+

C- 1,m

2-3 [ 20R
+R*<l*1>[—T ;Fl (1,1 1;m,0)6,%) ] +ﬁ9) 8ot 61
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~ _ 2 ¢~ 3o~ 4 ¢~
{l(l+ D (1421 — 1o — 4l D 0t o (43 =2) d*0Fim 8 L0, d cm,m} _

R4 R  dR R? dR*> " R dR3 dR*
2052 I—1 \/ ) - (t1) 2im (1)
=—= |R Q2+3)[—=CU LI+ 1,m,0)¢ 1, — Croml 1+ (3-60)
(I+Dvi-1

+R-UD (21 — 1)[—

)
Cl,1,1— 1;m, 006D, 4+ 20 ”(”]]

V3l l(l+1)“"

d*56p1m 2 d66Prm  1(1+1) . _
{ i "R dR IR

25002
V3

+ @2 -1)R™ (Hl)[\/ = I C(l,l,l —-Lm O)Ez(tf)m - 12(2171\/1_)~ (3)]] + 4002002 01,0

Zur Losung dieses Systems wenden wir die Methode der Variation der Konstanten an und erhalten:

[+ 2 ~ (t1 2zm\/_~1
21 ! 1,1,0+1; (t1) W
[( AR G LI+ mo)cl+17”+l(l+1) b

-+ (3-61)

SFim(R) = 86, )R +66, DR + 65 Q R + 62,V RTIFD 4

m

2im .
CU LT+ 1m, 008, — == a1+

+QQ R“S[ IVI+2
20+5", /3 l_|_1

R 4+ )VI-T1
20— 3 V3l

= 7™ (R) + 677" (R)

(3-62)

+ C(l,1,1— 1;m,0)5l“12>m 4 2m (3)]}

10+ 1)

551.m(R) = —ﬁ[uw)aéﬁim”l + U+ 18ED R - (1 - 2058 R — 165,V R

CU 1,1+ 15m, 0051 — 2z (0]

09 (I+5)R™ IVI+2 :
20+5 30+1) +1m l(l+1)

TNIED)

_ g\ R-0-2) = .
_(U-YR L DVE Lo 1,1 - 1,m,006,02, + 20z 6]
20-3 V3l m 1)

= 85" (R) + 657" (R)

(3-63)

8t1.m(R) = 6él(t1)Rl + 68, (t2)R (+1)_

m

25082 Ic,1,14+ 1;m, O) 1) I+a
- l+1 mR
10+ 1) A(L+1)V3
1IC(1, 1,14+ 1;m,0) _ (2 im 2o, (+DOGLI=1m,0) ) piva
+[ Cl+1,m + l m l 1, m]R
21+ 1)V3 2(20 + 3)\/I(1 + 1) (20 +3)V3
IC, 1,14+ 1;m, 0)~ (3) m : (tg) (+1C(,1,1—1;m,0) _ (4) —(-1)
—[ Cii1m T Clﬂ,m]R +
(+1)(2-1)v3 2020 — 1)/1(1 + 1) 21v/3
" (+1)C(, 1,1 -1;,m,0) 6@ R \/_95~1 DRSS
413 :

= L™ (R) + 6820 (R)

I,m

(3-64)
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00p1,m(R) = 55l(p1)Rl + 4z, (p2)R ()

m

oY ) Lipop [U+2 ~ (t1) 2imv/3 _ (1)
+\/§{R W C(l,l,l+1m0)cl+1m+l(l+1)lm]
(3-65)
e, [1—1 _ 2im/3 z 200607 R?
RO P T o 1] — 1 (t2) (3) 4 2@0wziv 6
R [ 1 C(: ) ,m,O)CZ 1,m l(l+ ) ] 3 1,0
= 00p(" (B) + 6857 (R)
58wnm(R) = 68V R! 1 55 @D R-0+) 4 2R2025 5,
’ ' 3 (3-66)

= 66w "™ (R) + 663, (R)

Wy im,

Das inkrementelle Storpotential dw beinhaltet das Lastpotential, das deformatorische Potential und das inkre-
mentelle Zentrifugalpotential. Das inkrementelle Zentrifugalpotential kann aus (3-47) bereits abgelesen werden;
dabei zeigt sich, dass es bis auf den ersten Term formal dieselbe Gestalt besitzt wie die homogene Losung des in-
krementellen Schwerepotentials. Es besteht also die Moglichkeit, die restlichen Terme entweder in 55wl (Lart) ()
oder im homogenen Teil aufzunehmen. Die letztere Moglichkeit bietet den Vorteil, dass spéter in den Rand-
bedingungen der Koeffizient /i des inkrementellen Winkelgeschwindigkeitsvektors nicht explizit erscheint. Aus
noch zu erlduternden Griinden werden die “homogenen” Terme des Zentrifugalpotentials sogar als der un-
gestdrten Losung 6w () zugehorig betrachtet. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten des inkrementellen
Gravitations- und des inkrementellen Schwerepotentials lautet somit

él w! Eliirll(gra'u) +é vl(Zent) Elzrll(Last) +é 'ul(Dej) + ~l1;711(Zent) él,lfng _ El'tfl(grav) o élz;Ql(Last) ~ 1;721(Def)
~ vl(Zent) _ 202 g ; vl(Zent) 02 ) G vl(Zent) _ 02 m*
2,0 3\/5 2,—1 \/@ 2,1 m
~2é}i(2Zent) _ é27;;21(Zem£) -0 Eliirll(Zent) 0 Vi 75 2

(3-67)
Diese Zusammenhénge werden spéter benétigt, wenn die inkrementellen Tréagheitsmomente mit den Koeffizien-
ten des inkrementellen Gravitationspotentials ausgedriickt werden.

3-4.5 Die originalen Bewegungsgleichungen in vektoriellen Kugelfunktionen

Durch die Anwendung der Operatoren DIV und ROT auf die Bewegungsgleichungen wurde die Losung erleich-
tert, aber auch die Losungsmenge vergrofert. Mit Hilfe der originalen Bewegungsgleichungen schrinken wir die
gefundene Losungsmenge daher wieder ein. Als Komponenten der Basisfunktionen Ry ,,, Sim, Tim finden wir:

Komponente von Ry p,:

doprm AU+ 1) ~ N d51,m dS@1,m
—m UL+ )Ftm + 8im : m
dr A W D 4 81m + R ] + o
(3-68)
im - l+2 - -1 -
=280 ——581,m — ¢/ =—=C(, 1,1+ 1;m,0)t141,m + 4/ ——C(, 1,1 — 1;m,0)t;—1,m] =0
/1(1+ 1) 3(1+1) 3l
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Komponente von S; ,,:

11+ 1) sji dim o dSim o d%E0m W(it+1) im
~— Pim — —= [/l +1 22— R ] — OWy,m — 280 ——=T1.m—
7 Pm — VIl ) iR qRe e 0w, 509 *l(lJrl)n’
im 1(1+2) N I-1DI+1) . (3-69)
e S = 2O 1,1+ 1;m, 0) g — 2 C(1, 1,1 — 1;m, 0)F_1.m] = 0
M+ (+1)v3 ( e V3 ( Joi=i,m]
Komponente von T ,,:
_i e _ dgl,m _ 2d2£l,m _
7l Dt — 2R — R =]
im o 11+ 2) (I—1)(I+1)
—250Q— tim + Cl, 1,14+ 1;m,0)8141,m + ——————C(, 1,1 — 1;m,0)81—1,m—
09 0+ I (l+1)\/§ ( )8141 3 ( )81-1 (3.70)
- l C(l, 1,1+ 1;m, 0)F + H_—IC’(lll—l'mO)F ] — V25Rpé0f 611 =0
3(l+1) ) Ly ) 3 +1,m 3] )Ly ) ) I—1m Y 1,m9,1 —

Wir setzen die allgemeinen Losungen (3-58) bzw.(3-62), (3-63), (3-64), (3-65) in diese Gleichungen ein und
erhalten die Zusatzbedingungen

w . ] _ -1 _
16,7V = 106,V +2(21 + 3)sE, ) + 2?sggclfjj — 2500/ = C(L. L1~ L;m, 0,1,
~ (p2 - (w2 ~ (3 im (4 [+2 )
1+ 1)017(51 ) = 1+ 1)901,(m ) 4 2(20 — 1)8/1017(“1) + 21—1-—18090[*(’”) — 2509 mC(l, 1,14+ 1;m, O)clJ(rL)m
(3-71)

Wir werden diese Zusatzbedingungen benutzen, um die Koeffizienten des Druckinkrementes 65 aus den Rand-
bedingungen zu eliminieren.
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3-4.6 Transformation der Lésungen auf quasisphirische Koordinaten
Wir transformieren die allgemeine Losung (3-58) in linearer Nidherung auf quasisphérische Koordinaten:

u= T, ( )Rl m(A (I)) + 5 m( )gl,m(A; ‘i)) =+ flym(R)TLm(]\, ‘i))
55 = 5p1m (R)Vim(A, ) (3-72)

51 = 6wy 1 (R) Y m (A, D).

Um diese Darstellung zu erreichen, ersetzen wir zunéichst mit Hilfe von (3-9) die vektoriellen Kugelfunktionen
durch die vektoriellen Sphéaroidfunktionen und sortieren die entstehenden Komponenten nach den Basisfunktio-
nen (eventuell miissen die Summenindices verschoben werden). Weiterhin entwickeln wir die radiusabhéingigen
Koeffizientenfunktionen 7 ,,,(R), si.m(R), t;.m(R) usw. in Taylorreihen an der Stelle R und brechen jeweils
nach dem linearen Term ab. (Wegen (3-1) sind die linearen Terme jeweils auch von Y o(A, ®) abhiingig. Po-
tenzen R! usw. werden durch den linearen Term der Binomialentwicklung der Potenz von (3-1) approximiert:
R!' = R'(1 —1e%/(3v/5)Y20).) Nun werden diese Taylorentwicklungen jeweils mit den zugehorigen lingen- und
breitenabhéngigen Basisfunktionen Rl "o Sl "o Tl m bzw. Y], multipliziert, so dass die Feldgréflen @, 6p, 60
rekonstruiert sind. SchlieBlich werden die auftretenden Produkte Yao - Ry, Y20 - Sim, Y20 - Tim gemés (A-
28), (A-75), (A-76), (A-77) wieder in skalaren bzw. vektoriellen Kff rekombiniert und die radiusabhingigen

Koeflizienten nach den zugehorigen Basisfunktionen geordnet. Das Ergebnis lautet

Fl,m(R) _ ~(1)R(l+1) +é (2)R(l DI (S)R +é (4)R +2) 4 5 (hom) (RH—

I+3 .
00 L B VR 1 1m, 008D - o
dspp | 2145 /3(1+1) (r+1)

R U2 (14+1)/I—1 (t2) 2im (3
— 1,1,1 —1; ¢ —C
+ 21 — 3 \/g C(7 ’ ,TTL,O)CZ 1m+l(l ) m]

2
e (1) BU+3) (2) (I+1)
+3\/5 { |:_(l + S)Cl+ R - (l + 1)Cl+2 mR +

+(+2)85) B 4+ (1 4+ 4)e) RV O +2,2,1,m,0)+

+[ 1+ 1) R — (1= 12 R 416V R+ (1 +2)&( 0 R™ “*ﬂ C(1,2,1;m,0)+

[ (-1)et, RUY —(1-3)&2, R +(1-2), R +15}f;’mR*l} C(l—2,2,1;m, o)} +

e® [20(1,2,142;m,0) 1 143 2 41 ;=(3)  B—(l42 (4) (144
+F (l ¥ 2) [(l + 5)Cl(+)2 mR * + (l + 3)Cl(+)2 mR - lcl(Jr)Z,mR +2) _ (l + Q)Cl 2, mR o )]+
[,2,1; _ _
30(1(71;717)71—’0) [(+3)e R + 1+ 1) R — (1-2)&! Y R — 16 R™)—

20C(1,2,1 — 2;m,0)
(1-1)

[(l + 1)Cl(1)2 le71 + (l 1)01(2)2 le73 - (l 4) l(3)2 mRi(l72) - (l 2) l(4)2 le]} -

ime? | C(1,1,1+ 1;m,0 _ C(,1,1—1;m,0 _ _
_Zme ( i ) |:Cl(i11)le+1 + l(J?l)mR (l+2)j| + ( o ) |: l(tll)le ! + Cl(i21),mR l:|
V3 I+1D(1+2) 1(1—1)

=1 70) (R) + 67"™ (R) + 677" (R) + 67,2V (R)

(3-73)

Innerhalb des Stérterms.ﬁﬁym(}?) durfte in linearer Ndherung R = R gesetzt werden. Der erste _62 enthaltende
Term entsteht aus dem Ubergang von R nach R, der zweite aus dem Ubergang von R, ,,, nach Ry ,,.
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s (R) = 1 {(l +3)8 (1)R(l+1) +(1+1)g (2) R(l 1) — (- 2)51(:21?4 _ lél(;lr)LR%Hz)} + 5§l(i::m)(R)_
0+1) ' ' ’
1+3 ]
500 (I+5)R Wi+2 C(,1,1+1;m, 008", — _2m_g &'-
dsfin/1I0+1) | 20+5 3(+1) i+
(I—4HR 2 (1+1)VT—1 ~ (#2) 2im ~(3)
— — 1,1, —1;
51 —3 [ \/g 0(7 ) 7m70)cl 1m+l(l ) ]
2 1 2 =
L€ { [(z +5)(1+ 351, REY + 1+ 1)1 +3)63,, ROV +
3v6
=) p—(l+2) s p—(l+4) L C(t+2,2,5m,0) —
+H(l+2)¢, R +({+2)(l+4)¢,,,, 1 } (1+1) 1+2
15 m

-~ [—(z + 1)) W R + (14 2)al<ﬁ{mR*<l+2)} C(l+1,1,5;m,0)+

0+2) 1+1

DR + (= )+ DR w1 -2 DR +

H(L+2)6 D R™ “*ﬂ ! (1— 0 3 >c(l,2,l;m,o)—

1(1+1) +1)
- 15 i
— |:—(l 1)Cl(t11) R(l D + lcl(tzl)7nR7lj| m . ?C(l — 17 17 l7 m, 0)+

U= D+ R+ (- D=3)87, BV + (=20 - 95 R +

_ 1+1C(1—2,2,;m,0
-t [EEC sz

2

3if{ ~24/7 l O 21+ 2m,0) { R e ROV 4, R 4 g R*“*‘”} +

3
+ l(l I)O(l ,2,1m, 0)[ (1)R(l+1)+ (2)R(l 1)+ (S)R +é (4)R (l+2):| +
+

+2,/lJlrlc(z 2,1—2m o){ ) WRITD 48, RUZY 450 R0 2)+*}4)2le}}

~(0)( ) + 65 (hom)( ) + 63 (part)( ) + 63 (Ell)(R)

(3-74)
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fn(R) = &3, R + &2, R 4617 (R)—

25082 IC, 1,14+ 1;m 0)~ (1) plta
- Crt1, mR +
10+ 1) AL+1)V3
1C(1,1,1 + 1:m, 0) _ ; ) 1+ 1)C(, 1,1 - 1;m,0)
H (LLI+1m )lel)’er im (t1)+( +1)C( m )Cl(fl),m]RHz—
201+ 1)V/3 2(20 +3)\/1(1 + 1) 121 +3)V/3
lC(l 1, l+1 m 0) : (3) m ~ (t2) (l =+ 1)0(17 Ll— l;m, 0) : (4) —(-1)
[ l+1 m+ Cl,m - l lm]R +
(I+1D)2-1)v3 2(21—1),/10 + 1) 21v/3
(l+1)C’(l71,l—1;m,0)~(3) (1—3) \/_Q ~R 3
+ R 1079 R R3S+
V3 wq, 1,1
e’ (t1) 142 2)  5—(1+3 I(1+3)
+ [—l+2~ R 4 (14 3)6®) R”)} Ut o42,2,1:m,0) +
35 (+2)&05 (+3)85,m, T+ Dl +2) ( m, 0)

+ [(l +2)(1+ 4 B 11+ 2)8D) R+ (- 1)+ 1)), B~ 4

15 im
I+22(1+1)1+1

(3-75)

FI D 3)5};”17”11?2*(“3)} CU+1,1,1;m,0)+

+ [—1e/, R+ (1+ 1), R~ Y] (1— i 3

[+ 230, R 1= 282 R+ (- D= 98 B

15 o —1,1,1;m,0)+

+(I-1(+ 1)5l(f)1’mR7(l+1)} =120 +1) 1

4 [-- 205, R 4 (- 1, B0 Wca—mz;m,m}—

im e?

—Efsﬁuuﬂmmﬁmﬂm%ﬁw%*>ﬁwwﬁmﬁwh
+

+C(1,1,1 — 1;m,0) {Cz(l)l mRz+~(2) R~ 2)+~(3) R - 1)+~(4) R*““)}}

t(O)( )+5t(hom)( )+6t(part)( )+5t(Ell)(R)

(5]317,” = [él(,z:r})Rl (P2)R (l+1)} + (Sép (hom)( ) + 65pl(part)(R)

e’ (R)
3v5

+CO(1,2,1;m, 0)(—IR' P + (1 + 1) R~ D2y 4 (3-76)

+ [Cw21+2mﬁx—u+mﬁ”%£&n + 1+ 3R

+ O, 2,0 = 2;m, 0)(~(1 — 2)R' 2"} + (1 - )R~V

= 050 (R) + 865, (R) + 685" (R) + 66, 2 (R)
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w D ~(w —— 2 D, ~
Sy = [5l§m”Rl +e“PR <l+”} + ngﬂsz 1o+

e’(R)
3v5
+O(1,2,1;m, 0)(—IR'E WY + (1 + )R+ (D)4

+

[C(z,z,l+2;m,0)( I+ 2)R*2D 4+ (1+3)R a2 )4+

(3-77)

+ O 2= %m0~ - DR, + (- DR )]

=t 8t,m(R) + 06w 2 (R) + 65w, 2V (R)

3-5 Die Spannung an sphiroidischen Grenzflichen

In diesem Abschnitt berechnen wir die Spannung auf einer im Grundzustand sphéroidischen Grenzfliche als
Funktion der Verschiebungskoeflizienten sowie des Druck- bzw. des Potentialinkrementes. Fiir diese Grofie
kénnen Randbedingungen (an der Erdoberfliche) bzw. Stetigkeitsbedingungen (an inneren Grenzflichen) for-
muliert werden. Mit (2-265), (2-256) sowie (2-85), (2-168) findet man

Aty = AG.N = —5pN — 0 < GRAD (V + Vzent), @ > N + 2s/i(s)E(s).N . (3-78)

Wir betrachten die einzelnen Terme gesondert. Die Storung des Druckterms konstruieren wir mit (3-76), indem
wir geméf (3-71) die “Druckkoeffizienten” durch die “Potentialkoeffizienten” ersetzen. Wir erhalten

—5ﬁN = { 5pl(0) f{dp}l(Ell) + 65 (part)} Rl,m

= —{ 00Wi,m + 25—~

+25@Q B (Z)Rl 28;)Q\/ 3 C’(lll 1;m,0)5l(t11)le+

(21+3) ~ (1)Rl + 28 ((21 1)~ (3)R (l+1)_|_

Mm@ p-an) 2800 [ 142 (2) i+
“FQSQQ(ZJ'_I)ZCL"LR ) 3(l+1)C’(l1l+1m0) R +
+% lRHz[ /51200 Li+1:m 0)015:11)m + l2(zlm\/; (1)]_ (3-79)

~RUVEEO L - 1m0, - f{mf)zi?l}

2
+3eﬁ [C(l, 2,1+ 2;m,0)[~2si(2L + 7)&,\ B+ 2520 + 3)6, %) R™TI]4

+O(1,2,1;m, 0)[~2sf(2L + 3)¢, WV R' + 2sfu(2l — 1)¢, Y R~ )+

+O(1,2,1 - 2;m, 0)[-2s(2l — 1)&") | R + 2s(2l - 5)¢,%) R*“*”]} } Rim

Wir berechnen den konvektiven Term —p < GRAD (V + Vzent), 1 > N mit Hilfe des Normalschwerefeldes
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(3-27),(3-29) und der Darstellung des Verschiebungsfeldes in quasisphirischen Koordinaten (3-72), (3-73):

—0 < GRAD (V + Vzent), 0 >= o' < N, u >= ol'7, pn (R) Yy =

= {eroo [ Q)R + @R 48 SR+ DR 4

+07, 2™ (R) + 672 (R) + o7 2V (R) | +

(3-80)
telao [CL2, 1+ 2m 060, B + 6 R4 6 R0 46 R-0+0]4
+O(1L,2,1;m, 0)[6 W RF + ¢ DR + 6 YR 4 & R+
C(l 2 l— 2 m 0)[Cl(l) Rl ! + Cl(22) le 3 + ~l(32) 77LR7(Z72) + 51(742),7”R7l]:| }Rl’m
Mit (A-100) und (A-103)-(A-105) findet man
297()B(5)}N = 257(5) § T Rum + 1| eVimSaa] | (L 4 VU 1) ) VimS20) -
SH(S S). = SH(s dR l,m 156 1,m2,0 156 R R 1,m2,0
1 Tim  dStm | Simyie 2 o
2( (l+1) R iR + T )[St,m 24/ B¢ < Sim,S2,0 > er]+
(3-81)

1 dtlm tlm = 2 2
- e I | - 24/ = I S
+2( iR R )NTe,m 156 < Ti,m,S2,0 > er|+

2 m t m
1—562\/0—1)(14—2)/2%’1‘%.52)04—“ \/ +2 l_Tl2SQO}

diese Terme lauten in der Darstellung in quasisphérischen Koordinaten:
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dary.m = 2
dl}'% [Rim + 1—562Yl,m52,0] =

- [(z + 1) WR + (1 - 1) PRI — 15 DR+ — (14 2)51’333}?*(“3)} Rym+
+ [(z +1)3¢, )R+ (1 - 1)66, 2 R — 156, R=0FD — (1.4 2)5517(331%*(“@} Rim—

62

57 L0+ D+ DaE, B 11+, B

~(3) B @ p-(+5
+ (1421 +3)88 R 4 1+ 4)(1 +5)8 Y R )} C(1,2,1+2;m,0)+ (3-82)
+ i+ Da QR+ 0 - ) -2 QR+

10+ 1)@ R 4 (14 2)(1 + 3)515:1,3}?*(“3)} C(1,2,1;m,0)+

+e=20-nal, B2+ =50 - 937, R

—4

+ (=20 - DAY, B 10+ D5 Y, R 00,20 - 2%m,0)} Rt

Q) R*2 VT2 2i
5082 ) (L4 3)R 2 C 1,0+ 15m, 005 - g ()
4sf 2145 3(1+1) ' i+1"

C(=2RTUY 1+ )VT-T
20 -3 V3l

- Zim 5
O(l7 17l - 17 m, O)Clglz,)m + l(l Tl)cz,(jz)]} Rl,m"’

2 2l _ _
+4/ 1—562 {— mc(h 2,14 2;m, 0)[(I + 3)515:2?,le+2 +(+ 1)5153,le—

~(+2) 3 R — 1+ 4)gy R4

+ ﬁcw 2, Lm, 0)[(1+ & VR + (1 - 152 R 15, R — (14 2)5, O R4
2(1+1 ~ )
* %C(ly 2,1—-2;m,0)[(1 - )&, R+ (1-3)§ %, R~
R I S P
; 2
~—m e (O L im0+ 25, B 4 16 BT 4 08 B - 38 BT
3l(1+1) , y , |
O L= m 018 ) B 4+ (=298, R = =105 B - @+ 105 R T,
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1 Tl,m dsl,m Slym & 2 2 _
5(VI+1) 7 =t h )[Stm 21/156 < Sim,S20 > egr] =

= —ﬁ [0+ 2@ + 08 DR + (= )+ D@ + 07, R -+ (3-83)
+

(=D + 1)@ + 0 SHR D 111 +2)(E, ) + 66, SR 81—

e? 1 C(,2,14+2;m,0 _ _ ~ _
EVALIES ( 2 ){—(l+2)2(l+4)cl(+12)’mR”2—l(l+1)(l+3)cl(+22))le+

FA+3)2(1+ 185 R (1 + 2+ (1 + 5)él(+42)7mR*(”5)} +

3 )C’(l,2,l;m,0)
W(r+1) I(1+1)

+(1— [—12(1 +2)5 VR — (1 -2) -+ 15 PR+

+(+1)%(1 - 1)51,(331?*““) FUl+2)(+ 3)517(:1)]-%7(1%)} I

/! “ZL 10021 = 2%m, 0) [—l(l ~225% R7TP (-1 -3)(1- 483, R+

(-1

== 3)8 B0 4 =2+ 18 Y, R | 8-

2 ; .
e® imyV15 {C’(l,l,l+1,m,0) [_(H1)2(l+3)6l(+11)’le+1_
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—l-1)+2) 3 R 10 +2)268) R+ ((+ D)+ 3+ 45 R+
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2¢? {20(@ 2,1+ 2;m,0)

t3 )

e [(z +2)(1+ 480 R+ 1+ 1)1 +3)8 3, R+

+(l+3)(l+1)51132)’7”}?7(#3) +(l+2)(l+4)5zi42),mR7(l+5)} I

3C(1,2,1;m, 0)
(l+1)
_20(1,2,1—2,m,0)
(-1
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1, dtim  tim, = 2
5( dl}'% - I’T)[Tz,m — 2\/;5@2 < Tim,S20 > €er] =

(= D@ + 66 SRT = 1+ 2)@ 2 + 665D R T

N —

e I(1+3) 25 (t1) pitl 8D f+y (3-84)
2 = 2,04 2,m,0 [l+1 VR 1+ 9283 R }+

+(1— ﬁ)ca, 2,1;m,0) [(z - 1% VR + (1 + 2)2@}3)1%*“*2)}

A G| (s D) ()(ZS 1)C(l727l—2;m70) [(1—3)2~(“) R +126 7 R~ ”Tl,mJr

i 21 c1,14+1;m,0 - ~
_’_Zm € (7 b+ 1im ) |:12 l$11)7yLRl+(l+3)2 15:12) R (l+3):| +
2V3 | 1+ 1)/ +2)

C(l,1,1 —1;m,0) [(l 2)2~l(t11)mRz 2 (l+1)26lfffm}?’(l+l)} Sim—
N =T

ICL 1,14+ 1;m,0) _
SQQ lC(lv 17l+1 m 0)~ (1) (l +3)Rl+3 [ C( 5 Ly + ;1 )Cl(+21)’m+
2(1+1)V3

0+1) I VR
n m ~l(7tn1) n (l + I)C(l, 1,I—1;m 0)6 (1) ](l n 1)Rl+1
2(20 4 3)\/1(1 + 1) (20 +3)V3
1C(1, 1,14 1;m,0) _ j B} I+ 1)C(, 1,1 —1;m,0) _ o
+[ ( ’ +1Lm )Clil,m + m Cl,(:nZ) _ ( ) ( )61(741),7”]”% t_
(I+1)2l-1)v3 2(2l — 1)\/1(1 + 1) 21v3

- (HI)C(Z;\’/%_hm’o)él(?m(l—?)ﬁ“”}T +Q5~WR P

. 2 .
_”\T;g {C(ZE;i;’;;l’:_n;(;) |: ~lJ(:11)mR ( +3)~ (752) R (l+3):| 4
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[ 2 5 Tim Sl,m
- 156( R + l(l+ )2R)YVLmSZO*

2
——{2 ! C(l,2,l+2;m,0)(m%+ (I+2)(1 +3)2x2m)

3v5 (i+1) 2R
3 Tlm Slm
s C(1,2,1;m, 0)( + /(1
VIl+1)
[+1 Ti—2,m S1—2,m Q
-2 ( i )C(Z,Q,Z—Q;m,o)(Tf—&- (1-2)(1-1) 2; )}Sz,m+ (3-85)
_ime® { Ti41,m Si41,m
(1,114 1;m, 0) (-2 /(1 +1)(1 + 2) 222y 4
T (—¢ (+ 1) +2)=5)

+CO(1, 1,1 — 1;m, 0)( 1=

Si—1,m =
l(l—l) lzll_é )}Tl,m

1/ ENEENEDY “”—’”Tﬂszof

e 91— 1)(1 +2)

= —2 M m, Si+2,m m, Lm

B 3\/5 {(l+4) (l+1)(l—|—2)c(l 2,142 0) R + 2l(l+1) C(l 2,1; 0) R
(t+1-2) Sicom | &

_ (l — 3) WC(Z,Q,Z 2 m 0) R }Sl,m—

. 2 _ _ _
_ume (=2)(+3) C(1,1,1 4 1;m, 0)2Lm 4 (=2)(+3) C(l,1,1 - 1;m,0) 2=k L,
2v3 | 1+ 1)1 +2) R W(I-1)(+1) R

(3-86)

1/ \/ l—‘r2 tl—mlesgo—

e? 1(1+43)

_ € m tivom 91 —1({+2)
3\/5{(z+4) TEDargCb 2l +2m0=Er 4

R 20+ 1)

(1,2, 1m,0) 2

R

(I+1)(1-2)

- (=3) 1(1—1)

C(1,2,1 — 2;m,0) tl’é”” } Tyt

. 2 _ _ _
yme {((l DU3) 01,14 1;,m,0)letem (=20 +3) C(l,1,l—1m0)tl};’”}sl,m

2v3 | 1+ 1)1 +2) R /U-1)0+1)
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Die letzten drei Terme, die alle klein von der Ordnung e? sind, fassen wir zusammen:

2 2,Tl,m Si,m
V15 W+1 Yi,mS
5¢ O T VI D 5E)YimSz20)+

_6 (=D +2)/ Sl_mTlm S2,0+
tlm
\/ _e (-1l+2)/ _sz So0 =

362 {_[ 21 Tl4+2,m + (l + 3) 2l(l + 3) 8l+2’m]c(l7 271 n 27 m, O)—

15 31+1) R 30+ 0(+2) R
L (=2 +3)VE CUL L4 1im0) i
2(1+1)4/21(1 +2) R

mm 12+l—3
l,2,1; —

—im (1—-2)1+3)V5 o 1l—1'm0)t171m+
203/2(1+ 1)1 = 1) T P R

200+ riom
3l R

20—-2)(1+1) si2m
3l(1-1) R

+ ( +(1-2) )O(l,Q,z_Q;m,o)} St

2 5 l(l+3) tirom
\ I+4) | L —C(1,2,] + 2;m, 0) 22

5 1 Tl+1,m (I+4) Si41m

2! W+ B T u+nilr2 R )C(1, 1,1+ 1;m, 0)—

—m

_ 9 (=142 tm
2v/6 l(l+1) R

+z’m\/§(— 1 Mi—tm (1-13) 8171,m)(}(l, 1,0—1;m,0)+

C(1,2,1;m,0)+ (3-87)

(I+1)(1-2)
Te0-1)

+(1—3) C(,2,1—2;m, O)tl};,m )} T
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Einsetzen der sphérischen Losung ergibt

/ 7" m / 8 m
- 1 —Lm + Sbm K’!?LSZO

2 Si.m
Ee%/(z—n(wz)/z—% TE2S, o+
tlm
1( \/l—l +2 —TlmSQO—

2, 1 2l 2 ;1) pl+2 ~(2) Bl
15° {m m[u + T 18)8 50 R 4 (P 4504 1)8 5 R

—(+41+2)8%) R — 1+ 2) 1 +4)6 Y R*““’)} C(1,2,1+ 2;m,0)—

—2)(1+3)V5

—im CL,1,1+1;m, 06 W R + &8 R+

201+ 1)\/21(1 + 2)

+\/§Z(C(Z2$O) {(13 +50° +1-9)¢, ) R'+

+U=DA+ 1) +3)g DR — (18 — 212 — 61+ 6)¢, Y R=D —1(1 — 2)(1 + 2)¢, ) R+

+

+( =51+ 7)8%) RV 4 (12 - 31+ 3)51542),7,11?’”“)} C(1,2,1 —2;m, 0)} Sim—

14+ 1)/1(1+ 1)

L =2+ 3)V5
2,/20+1)(1 - 1)

C(,1,1=1;m,0)[6" R + &% R+

1 2(1 + 1)
(i—1) 3l

|: (l -2l - 1)~l(12) le72 - (l - 1)(l - 3)51(22) le74+

2 2 l(l 3) I+1 ~ t2
— /= —(l+4)y| ———C,2,l+2;m R 4
156 { ( ) 6(l 1)(l 2) C( 0)[Cl+2 m Cl

. 5 1 [ (1) B+l 2 pi-1
—imy /[ = — (5l + 14)c mR —3(l+2)c mR +
\/;(z+1)(z+2) e L (+ 2,

+2(2 + 31— 1)) R 201+ 1)1+ 3)6, 'Y RV O, 1,1+ 1;m,0)—

9 (I=-1)(1+2) Sl Bl=1 | ~t2 p—(1+2)
- 2O, 2,;m, 0) G R T + &R —
2\/6 l(l+1) ( )[ 1, ]

—im\/E; [2([2 —1-3)g") R 21 -2)8% R
211 -1)\/11+1)

+(51 - 9)&%) R+ 301 -1)6,) R*<l+2>} C(,1,1 —1;m,0)+

(+10)(i-2)
6I(1— 1)

+(l - 3) C(l7 27l - 2; m, 0)[6li12,le 3 + élt22 mR l]} Tl,m
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3—6 Das inkrementelle Schwerefeld eines sphiroidisch geschichteten Erdmodells

3—6.1 Der deformatorische Anteil des inkrementellen Gravitationsfeldes

Wir stellen hier den deformatorischen Anteil des inkrementellen Gravitationspotentials dvper geméf (2-203)
sowie dessen Gradienten in Kff dar. Dabei setzen wir wieder voraus, dass inkompressibles Material und eine
homogene Schichtung vorliegt. Von den drei Integralen in (2-205) kommt daher nur das erste zum Tragen.
Wir betrachten hier den Beitrag einer einzigen Schichtgrenze S;; der gesamte Effekt ist dann wieder aus den
Einzelbeitragen sdmtlicher Schichtgrenzen zu summieren.

Der reziproke Abstand lautet in quasisphérischen Koordinaten:

1 - Y@ RY Yim(P) | €*(Rg) [RF? 1+3
IXr — Xol bym RS 2+1 3v5 |RL*20+5

C(,2,1 4 2;m,0)Yi42,m(P) +

RL 1+1 RS2 1-1
-‘r@ mc(h 27 l, m70)Y17m(P) + @mc(h 271 — 27 m, 0)3/172’m(P) (3_89)
fiir RQ > Rp
1 . Ry Yim(P) _ (Ro) [Bg” 142
oo = Y5.(Q) {Riﬁl TR W RIS 21+5C’(l,2,l+2;m,0)YL+2,m(P) +
RL 1 Ry? -2
———C(,2,1; Y m (P ————C(,2,1 = 2;m,0)Y;—2.m (P
Rg121+1c(7 7am70) L, ( )+Ré;121_3c( mo) -2, ( ) (3_90)
fir RQ < Rp
Speziell fiir Rg = Rp = R gilt
1 Y5(Q) [Yim(P) | (R) 20+3 4
IXp—Xgq| R 20+1 3vE | 2L+ 1)(20 + 5)C(l’ 2,14 2m, 0)Yiram(P) +
0,2, 1m0 Yim(P) + — 2= Y 01,2,1 - 2:m, 0)Yiam(P) (391
2l+1 3 &y by ) I,m (2l+1)(2l—3) y 4y ) ) 1—2m .

Diese Formeln folgen aus der Transformationsformel (A-107) und der Binomialentwicklung von (A-20). Es
erweist sich in der Regel als giinstig, eine gemischte Darstellung zu verwenden, ndmlich den Integrationspunkt
in quasisphérischen, den Berechnungspunkt dagegen in sphérischen Koordinaten darzustellen. Eine Ausnahme
davon ist der Fall Rp = Rg, d.h. der Aufpunkt liegt auf der Schichtgrenze selbst. (3-91) folgt in gleicher Weise
aus (3-89) mit dem Grenziibergang Rp — Rq — 0 wie aus (3-90) mit dem Grenziibergang Rp — Rg + 0. Die
unendliche Reihe in (3-91) ist im iibrigen nicht unbedingt konvergent; (3-91) gilt nur im distributionellen Sinne.
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Multipliziert mit dem Flichenelement der sphéroidischen Schicht gem#f (A-109) ergibt sich

PXo  _ o o) Be Yin(P) | @(Ro) [RP” 1+1
Xr —Xq PO\ RGT 20+ 1 T 3B RGP+

C(,2,1+2,m,0)Yio,m(P) +

Rp 1— Ry 1-3 _ -
+Rl+1 2l+lC(l 2,l;m,0)Yi,m(P) + AL %—C(l 2,1 —2;m,0)Yi_2.m(P)| ¢ R} cos @q ddq dAq
fiir RQ > Rp
(3-92)

_Xe__ (@) Ro Yim(P) _ (Rg) [Rg” 144 C(1,2,1 4 2;m,0)Yis2,m(P) +
Xp—Xgo| ™ RET 20+1 35 |REP2+s5 0T

Rl 149 Rl 2 I ~ ~ ~

lel 21—:_ IC(Z 2, l m 0)}/1 m(P) + Rl 1 2Z—C(l 2, l— 2§m70)}/l—2,m(P) R% COos (I)Q d(I?'Q dAQ

fir RQ < RP
(3-93)
Das Innenprodukt < u, N > kann mit Hilfe von (3-73) gebildet werden. Da < Shm, N >=< Thm, N >=0, gilt
< ﬁ: N >=< fl,le,m + '§l,7nsl,m + {l,mTl,M7 N>= fl,m(R) le,m (3‘94)
Wir berechnen damit das Integral

<u(Xp),NXg) >
IXpr —Xo]

Sug ™ (Xp) = gloi — 0i+1] / *Xq.

Mit Hilfe von (3-73), (3-89)- (3-91), (3-94) findet man fiir das Integral iiber eine Grenzschicht

Ry Yim(P) [ o € ] -
Def _ Im )
(S'USi (XP) - 4ﬂ'g (Ql - :Q'L'+1) Riljl 2l 11 T 77L(R ) 3\/5 (l — 1) T m; 2 O(Rz) fur RP < R,L (3_95)
R Yin(P) [ p -
Def — i lm _ i .
dvg 7 (Xp) =4mg (0i — gz-“)RéD+1 1 | T (Bi) 3\/5@ +2)r o o(Ri)|  fiir Rp > Ry (3-96)
R Yim(P) [ 5 (R)  [@-5) ) )
Def _ o 1, N .
(5’Usl- (Xp) =4ngR(0i — 0i+1) 20+ 1 {Tz,m(Rl) 3\/5(% ey @3 (C(1,2,1 — 21, 0)1_2.m (R)+
o ay 2A+T _ )

+ C(1,2,1;m, 0)7m (R) + ﬁca 2,14 2:m o)mgm(R)H (3-97)

fiir RP = RQ =R
Um das gesamte deformatorische Gravitationspotential zu erhalten, miissen die Anteile der einzelnen Grenz-
schichten aufaddiert werden. Es ist hierbei jeweils zu unterscheiden, ob der Aufpunkt oberhalb oder unterhalb

der jeweiligen Grenzschicht liegt. Wir erhalten fiir einen Aufpunkt in der j-ten Schicht

567N (Xp) = (@ R + &0 DR )Y (A, @) =

i1 Ry, .(P) [_ - e? _
= Zl drg(oi — g”l)ﬁﬁ(l) Tim (Ri) — ﬁ(l + 2)rma0(Ra) o+ (3-98)
i= P

n B Yim(P) [ o, e RR (5
“!‘247?9(@1 Ql+1)R§71 21_’_1 Tl,m(Rz)“v‘g\/g(l 1)rl,m;2,O(Rl)
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Aus (3-95)-(3-97) folgen die Gravitationsvektoren als Gradienten der entsprechenden Schichtpotentiale:

c RSYY, (P _ 2 ~
GRAD §v5* (Xp) = 47mg (0i — 0i41) =27 —= (P) From(Ri) + —— (1 — Dri8, o(Rs) b [[Rim (P) — /1 + 1)Sim(P
i Ri 20+ 1 3v5
fiir Rp < R;
(3-99)
GRAD dvg*/ (Xp) =
Ri” Yim(P) | - P 612 RR 7
—47g (0i — QHI)RgQ N1 Tr,m(R:) — W5 U4+ 2)1 m2,0(Ri) p [+ 1DRym(P) + /11 +1)S;m(
fir RP > Rz
(3-100)

Wie im Abschnitt 2-6.1 ausgefiihrt, ist der linearisierte inkrementelle Gravitationsvektor dyp,.,; im Gegensatz

zum Potential nicht stetig; es gelten die Sprungrelationen (2-207). (3-99) und (3-100) liefern fiir Rp = Rg
verschiedene Ergebnisse.

3-6.2 Das gesamte inkrementelle Schwerepotential im Innenraum

Das gesamte inkrementelle Schwerepotential setzt sich aus dem Deformationspotential, dem Potential der
Auflast und dem inkrementellen Zentrifugalpotential zusammen; bei den beiden letzteren Potentialen treten
nur die ansteigenden Potenzen von R in Erscheinung. Wir setzen die Koeflizienten des Lastpotentials zunéchst
als bekannt voraus. Die Koeffizienten des Deformationspotentials folgen aus (3-98) durch Koeffizientenvergleich;
die Koeffizienten des Zentrifugalpotentials sind durch (3-67) gegeben. Wir erhalten damit im Erdinneren (in der
j-ten Schicht)

2

3f

wl(j ~’L} as ~V en 4 _ D
5“171(3) 1(L t)+ 1(z t)+z 7g(0i — 0it+1) {r (R +

Rl 1 (2l ) (l - 1)” mQO(R )}

(3-101)

~w2( ) _ RHZ e RR P
’ Z 4mg(o Ql+1)2l—+1 { m (1) 3\;5(1 + Q)Tz,;ria,o(Ri)}

In (3-98) treten i. allg. die Verschiebungskoeffizienten aller Schichten auf, also nicht nur die Verschiebungsko-
effizienten derjenigen Schicht, in der gerade das Deformationspotential berechnet werden soll. Dies stellt fiir
praktische Berechnungen einen erheblichen Nachteil dar. Fiir j = n, also in der duflersten Schicht, hangt wenig-
stens der Koeffizient ¢}’, nur von den Verschiebungskoeffizienten derselben Schicht ab. Die erste Gleichung in
(3-101) kann daher als Randbedlngung genutzt werden.

3-6.3 Die Stetigkeitsbedingung fiir das inkrementelle Schwerepotential an einer Schichtgrenze

Das Stérpotential ist im ganzen IR® stetig. Wir kénnen dies als Randbedingung an den Schichtgrenzen nutzen.
Gemif (3-77) gilt

ot 2 22002 -
- {El(,ml)Rl + Cl(,'mZ)}E o + nggsz 6l,0+

[C(L 2,1+ 2;m,0)[—(l + 2) l(leinRHz e 3)5&”22,%}?7(”3)] n (3-102)
-+(7(l,2,z;nz,o)p-zaﬁjj>j§l F(I41)é (wz)}{ @+

+C(1,2,1—2;m,0)[— (Il — 2)51@21,),”]?’*2 - 1)t (wz) ) YRU- 1)]] }me

Die Stetigkeitsbedingung an den Schichtgrenzen lautet

w1, m (Rj + 0) = w1, (R; — 0) (3-103)
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3-6.4 Das gesamte inkrementelle Gravitationspotential im Auflenraum

Das inkrementelle Gravitationspotential im Auflenraum lautet auflerhalb einer Kugel, welche ihren Mittelpunkt
im Ursprung des Koordinatensystems (in unserem Fall also im Massenmittelpunkt der Erde) hat und die gesamte
Erde umschliet (Brillouin-Kugel):

s 1 >* N RY Vi (Ap, ®p)Y, (A
o Yim(Apr, ®p)Y,,(Ag, Pq)

5U(XP): E Z Cl'ran+11/lm(AP7q)P)_g / 6@ XQ Z Z Rl+1 (2l+1) dSXQ

t=0m=-t Erde =0 m P

Rl
vA — so(X Yy (Ao, @) d*X
= 4 gET];lE of Q)(21+1) m(Aq, ®@) d°Xq
(3-104)

Wir benutzen (3-102), um von den Koeffizienten der Aufienraum-Potentialdarstellung auf die Koeffizienten der
duflersten Schicht iiberzugehen. Im Auflenraum gibt es keinen Anteil mit aufsteigenden Potenzen von R. Aus
(3-102) folgt daher

2
iloran (gl B [(l+2)C’(l 2,1+ 2;m, 0)c) L7 W R 410(1, 2, 1;m, 0)cy 2™ Rl 4
3v5 ’
vl(grav)(n) pl—
(= 201, 2,1 - 2m, 0) ™ Rl 2} ¥

2
ey 2oran) ) gLFD —3@\’/35 [(l +3)C(1L 2,1+ 2;m, 0)c; s W R 4 (14 1)0(1, 2, l;m, 0)e) 20 IR IFD 4

+1=1)C(1,2,1— 2 m, 0)672;9;j“><n>1§;l*1>} _

2
= A Ry 4 BB 3\/5 [(z +3)C(1, 2,1+ 2m, 0)ci s m R T + (1 + 1)C(1, 2, 1;m, 0) ey o BT+

F(1 - 1O, 2,1 - 2m, o)c;t“zmﬁ,;“*”}
(3-105)

In erster Ndherung gilt

i = ¢ paran(n) g gnlgran)(n) gl (3-106)

Diese Beziehung wird in die sphiroidischen Terme von (3-105) eingesetzt; damit lautet die zweite Niherung

2
pd RpUTD = Rlorann) g (D) tloran)(m Rl CE_ (91 4 5)C(1, 2,1+ 2;m, 0)¢] LM R4

3v5

—‘r(Ql n 1)C(l 2, I m, O)Cl 7(gv“av)(n)]_%L (2l _ 3)0([7 271 —2m, O)Cz)lgg;?v)(n)Rgz}
(3-107)

3-6.5 Die Unstetigkeitsbedingung fiir die Normalableitung des inkrementellen Gravitationspo-
tentials an einer inneren Schichtgrenze

Zur Konstruktion einer weiteren Randbedingung an inneren Grenzschichten nutzen wir die Sprungrelation
(2-207) fiir den Gradienten des inkrementellen Schwerepotentials. (In (2-199) war die Sprungrelation fiir den
Gradienten des inkrementellen Gravitationspotentials angegeben; diese Sprungrelation ist aber fiir den inkre-
mentellen Schwerevektor ebenso giiltig, da das inkrementelle Zentrifugalpotential stetig ist.) Wir betrachten die
Differenz der Grenzwerte der Normalableitungen des Schwerepotentials. Durch Bildung des Innenprodukts mit
N auf beiden Seiten von (2-207) finden wir

déw ddw
W|Rj+o - Wh%j—o = —4ng(o; — 0j4+1) <u,N > |Rj
s (3-108)
w
W|Rj+0 —drgojt1 <u,N>|[gp == W'Ri_o —dmgo; <u,N >z |

Der Ausdruck < u, N > steht mit (3-94) bereits zur Verfiigung; die Ableitung déw/dN kann aus (3-58), (3-66)
konstruiert werden. Es ist
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doi o b 5T, [2 ..
W < GRAD 6w7N > =< IR ——R,y m = l(l + 1) R Sl,m7 €eRr 156 Szyo >=

= ([ - @R el s hotn, -

2

575 0204 2m0) [+ 1= HRTEL), + 0+ 8) 0+ R D | +

(3-109)

+C(1,2,1;m,0) [(12 —1=3)R7EWD 4 (12 + 31— 1)R*“+2>5lffjf)] +

+C(1L2,0 = 2m,0) (=D~ DR, + @ +1- R, ] } i

Um die Koeflizienten CU’2 aus dem “sphérischen Teil” dieser Gleichung zu eliminieren, kann der (ebenfalls iiberall

stetige) Ausdruck (I 4+ 1) SWm /R Y1 gemiB (3-77) addiert werden. Das Ergebnis bleibt ebenso stetig. Dies
gibt Anlass zur Definition

G.m(R) = (21 + 1)}?17161’“’”,; —4rgorym + 2ROy 01,0—

—— [C(, 2,14 2;m,0) [20° + 20 = DR & o + (1 +3)R™ V85 ] +
(3-110)
+C(1,2,1;m,0) [(2° = 3)R"1E ), + (1 —2)R™ g2 ] +

+C(1,2,1— 2;m,0) [20(1 — )R, + (1= 3)R7'E*% ] |

Die so definierte Gréfe g, (R;) ist iiberall stetig. Thr Wert am Rand ist bekannt: Setzt man (3-101) in die
Definition von @ ., ein und berticksichtigt j = n so folgt

2

QZ,m(RE) — (2[+1)Rl 1~ vl(Last)+(2l+1)Rl 1~ Ul(Zent)+2RQ2mZ6lO+47ran3\/g

(l - 1)Tl m;2, O(RE)
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“37 C(1,2,1+ 2;m,0) [2(1 + 20— DRSS+ (+ 3R TV, m} +

+C(1,2,1;m, 0) [(212 3)RLTEML + (1 — 2)R;3(l+2)él“f,i} +
+C(1,2,1 — 2;m,0) [21(1 — 2) R °E"S ,, + (1 = 3)RG &% 1] |
(3-111)
Die Stérgréfien der Ordnung e? sind als bekannt anzusehen: es brauchen darin nidmlich nur die Koeffizienten

0-ter Ordnung beriicksichtigt werden, die ihrerseits im ersten Schritt der Stérungsrechnung berechnet werden
koénnen.

3—7 Auflastpotential und Randspannung an der Erdoberfliche
Gemif (2-264) und (2-265) gilt fiir die Randspannung an der Erdoberfliche
Aty = Torasthrast = AkT (3-112)
wobei fiir Ax die Kugelflichenfunktionsentwicklung
Ak = AkypYim (3-113)
angesetzt werden kann. Mit Hilfe von (3-29) ergibt sich:

Aty = —(TCo,0AKLm + Da0rim % 0)Rism,
(3-114)
mit 7 = y 2,0+ 25m, Ki+2,m + 5 4y L3N, Ki,m + y 4y b — a3, Ri—2,m
it i C(1,2,1 4 2;m, 0)Akyrom + C(1,2,1;m, 0)Akym + C(1,2,1 — 2;m,0)Ar;_o,

Fiir den viskoelastischen Fall ist die Randspannung in den Frequenzbereich zu transformieren. Offensichtlich
tragen in ellipsoidischer Ndherung auch solche Lastkoeflizienten zu einem Spannungskoeffizienten bei, die nicht
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denselben Grad [ besitzen; in sphérischer Approximation dagegen steht zwischen den Last- und Spannungsko-
effizienten eine Diagonalmatrix, deren Elemente zudem nur vom Grad [, nicht von der Ordnung m abhéngen.

Das Gravitationspotential der Auflast betragt

50 Lot (xp) = g / (0mishEis(Q) — QWhW(Q))dsz — / Ak 0 (3-115)

xp — Xq
BV() 8V0

in Analogie zu (3-95) und (3-96) erhalten wir

(5 Last X =4 RéD lfl;m(P) A 2E l 1 ARY f R R
v (X p) = 4mg R ol 41 Kl,m + 3\/5( = Drimi2,0 ur fip < g (3-116)
RI2 Y, . (P) e? _ _
Last _ E lm E AR ..
Julast (X p) = 4mg AT 241 Akitm — —3\/50 +2)Tmi2.0 fir Rp > Re (3-117)

v(Last)

Hieraus sind die Potentialkoeffizienten Cz der Darstellung

svkast = cfi(lLaSt)RlYLm (Innenraum) bzw. svlest = cfi(lLaSt)Rf(lH)Yl,m(AuBenraum) (3-118)
abzulesen:
Cvl(Last) _ 47TgRg(l71) Ak + (l _ 1) 62}3 TAKY _. Cvl(Last)(O) + e vl(La.st) (3_119)
1,m (2l+1) l,m 3\/5 Im20 . 1,m

und

; 4rgRF? ; ;
2(Last) __ g 6E ARY . 2(Last)(0 2(Last
ot = TJj AKim — (l+2)3\/57“zm20 =i ¢ FeO y geyabast) (3-120)

Durch eine Inversion dieser Beziehungen erhalten wir in linearer Ndherung

1 -1 vl(Last) % 141 vi(Last)
Ak = 2l + 1) R 1= 1)2E[C(1,2,1 + 2;m,0)(2] + 5)R
Ki, 47T9 {( + ) ( )3\/5[ ( + m )( + ) E Cl+2m +

+O(1,2,1;m,0)(20 + 1Ry ey 25 4 C(1,2,1 — 2;m,0)(21 — 3) R 71;L;5t>]}

(3-121)

3 \/5[0(17 2,1+ 2;m,0)(20 + 5) Ry, TV ey 7hash 4

HO(L2,8m, 0021 + DEZ D2 4 O(1,2,0 - 2m, 0)(2 - R0

_ % {(2[+1)R (142) 112(Last) L (1+2)

Um die Reaktion eines sphérischen und eines sphéroidischen Erdmodells auf eine Auflast miteinander verglei-

chen zu kénnen, nehmen wir in beiden Féllen dieselbe Verteilung von Ak bzw. Ak, an. Eingangsgrofle in die
Randgleichungen ist jedoch iiblicherweise nicht Ak, sondern cﬁff‘wt). Wie (3-119) zeigt, ist diese Grofle (im
Gegensatz zu Ak) im sphérischen und im sphéroidischen Fall unterschiedlich. Um dennoch in beiden Fillen

dieselbe Eingangsgréfe benutzen zu kénnen, driicken wir mit Hilfe von (3-121) U%L‘wt) durch cvl(LaSt)(O)
2

lZast) _ wvlLasHO) L _ 1y CE | 001 9.1 — 2 m. 0 (21 -3) O1(Las)O) p=2 | (1 9. [ . 0) P LEADO)
lm Cl,m +( )3\/5 (7 ) ym, )(2l+1)cl—2,m E + (7 ) b, )Cl,m +

2l U as
+C(1,2,1+2;m,0) 221 i ‘;); Cl+1(2Lm )(0) 2 :|

C'u2(Last) C'L}Z(Last)(o) (l + 2)

l,m I,m

{C(l, 2,1 — 2:m, 0)2L=3) w2Cas)O g2 0 9, 1, 0)cy 2FasD () 1

3\/5 (20 +1) t=2m

(21 + 5) v2(Last)(0)
C(,2,l+2;m,0 R
+ (7 9 + ym, )(21+1)Cl+2m

(3-122)
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Aus (3-119), (3-120) folgt im iibrigen
'U2(Last)(O)RE(l+l) _ Cvl(Last)(O)RlE (3_123)

Clm l,m

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten der beiden Gleichungen in (3-121) erhalten wir Beziehungen zwischen
'Ul(Last) v2(Last)
und ¢ :

G ,m l,m
v2(Last) v2(Last) v2(Last)
1(Last) I,m ey 1—2,m G
v as s . — 47 .
1m = Wﬂ-ﬁ C(l727l—2,m70)(2l—3)W+C(l72717m,0)(21+1)w+

+C(1,2,1+2;m,0)(20 + 5) R2+3

v2(Last)
Cl42.m
E

2
vLast) - pvl(Last) pal1 —3‘3\’/35 {C(u 2,1 —2;m,0)(20 — 3)e, SV RE T + (1,2, 1;m, 0)(2 + 1)c) A RA T 4

I,m l,m 1—2,m
1(Last) p2l+3
FO(1,2,1+25m, 0)(20 + 5)c 1o j2! }

(3-124)

Mit (3-121) kénnen wir die Randspannung auch in Abhéingigkeit der Potentialkoeffizienten ausdriicken. Durch
Einsetzen von (3-121) in (3-114) erhalten wir

l14+1 v1(Last)

F U as
Aty = { 0o [(21+1)Rl e hast) (1 — )£ [C(1, 2,1+ 2;m, 0)(2L + 5)RY ol roiast) ¢

dmg \/_ ©

+O(1,2,1;m,0)(20 + DR ey F Y + C(1,2,1 — 2;m,0) (21 — 3) R}y ;1%&%] +

+%’; [C(l,2,l+2;m,0)(2l+5) TP RN 4+ (1,2, 15m, 0) (20 + 1)ep PV Ri

+O(1, 2,1 — 2,m,0)(20 — 3)c] SV R 3} } Ri,m

(3-125)
T'oo UZ(Last) (142) e% v2(Last) 5—(1+4)
= —<—|(2 [+ 2 1,2,1 4 2; 2l
{4@ [( DR 1 (1 +2) S0 20+ 2m 0@ +5)e R+
+O(1,2,1;m, 0)(20 + 1)y 2V R 4 0(1,2,1 — 2;m, 0)(21 — 3)6729;“)3;]} +
+%§ [C(l,2,l+2;m,0)(2[—|—5)c;}i(2?:;t)R WD 4L o(1,2,1m, 0)(20 + 1) vl(Last)R (+2)
vl(Last >
+O(1,2,1 - 2;m,0)(20 — 3)c) oY R, HRM
Speziell bei einem homogenen Erdmodell gilt geméf (3-125), (3-26) und (3-32)
_ Too -1 vl(Last) B VBREN? ) Sl+1 vl(Last)
Mtgy = - [(2z+1>R 0 = (=22 02,04 25m,0) (204 5) R+
+O(1,2,1;m,0)(20 + DR e 1F Y + C(1,2,1 — 2;m, 0)(21 — 3)33;3671;%5@@ Ri.m
(3-126)
D 2
_ Zoog [(2l+1) v2(Last)R 42 4 (1 4 3) \/561;@9 (O, 2, 1+ 2m, 0)(2] + 5)c v2(Last)RE(l+4)+
7r 00

+CO(1,2,1;m,0)(20 + 1)) 2R - O(1,2,1 — 2;m, 0)(21 — 3)(;73(;:1“)1?2;]} Rim
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Schliellich driicken wir die Randspannung noch mit den “sphérischen Potentialkoeflizienten” als Eingangsgréfien
aus:

I v as r v as
Aty = - {ﬁ |+ DO R + - |21+ 2m 0@+ 5)e ! O R+

+O(1,2,1;m, 0)(20 + 1)ef LD O R 4 0(1,2,1 — 2;m,0)(2L — 3)c7i<2?:j“(°)1%’,;3} } Rim

_ T'oo v2(La.st)(O) (142) a0 ) v2(Last)(0) 5—(1+4)

_ {4@ [(zz+ el R } + {C’(l727l—|—27m70)(2l +5)ey2EasD© R+
+O(1,2,1;m, 0)(20 + 1)ef PO R 4 0(1,2,1 — 2;m, 0) (2 — 3)cl”i(2f;;“><°>1?2,gl} } Rim

(3-127)

3-8 Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze

Wir konstruieren hier die Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze gem#fl den Voraussetzungen und Prinzi-
pien, die im Abschnitt 2-8.3 diskutiert wurden. Wir nennen den Schichtindex des unteren Mantels M, denjenigen
des fliissigen Kerns K. Der mittlere Radius der Kern-Mantel-Grenze ist also R .

Gemaif der ersten Voraussetzung in Abschnitt 2-8.3 ist 7 ,, (RZ) =0V < K. Infolgedessen wird aus der zweiten
Gleichung in (3-101):

~w2(

M) Rl+2 _ 2
a2 = amg(on — aan) g5 { (o) = (1 D o) | (3-128)

20+ 1 NG

Aus der zweiten Voraussetzung in Abschnitt 2-8.3 folgt mit (2-269), (3-72), (3-77), (3-80) wegen der Stetigkeit
der inkrementellen Normalspannung;:

Atp = < AE(n),N > |RK+0N = _Af)(RK)N =

{~oxowlS, (Ric) + oxToo (R )7, +

+orT20(Ri) |C(,2,0+2,m, 0, .+ C(1,2,1;m, 0K, + C(1,2,1 — 2m, O)f{im} } Rim
(3-129)
Schliellich folgt aus dem Verschwinden des Schermoduls im Kern auch das Verschwinden der Scherspannung

an der Kern-Mantel-Grenze: 3 3
[At()— < Atn), N> N]g, 1o =0 (3-130)

Das bedeutet, dass die Koeffizienten der S;,,, und der T;,, in den Ausdriicken (3-81) - (3-88) gleich null sind.

In der Gleichung (3-130) erscheinen von vornherein nur die unbekannten Koeffizienten des unteren Mantels. In
den Gleichungen (3-128), (3-129) erscheinen auf der rechten Seite zwar die Koeflizienten der Radialverschie-
bung (bzw. Normalverschiebung) und die Koeffizienten des inkrementellen Schwerepotentials im Kern. Da diese
beiden Groflen jedoch an der Kern-Mantel-Grenze stetig sind, diirfen sie durch die entsprechenden Ausdriicke
im Mantel ersetzt werden. Damit treten in allen drei Gleichungen als Unbekannte nur noch die Koeffizienten
Ell(rﬁb/[), 612(724)7 E?(rﬁb/[), ~l(472/[ ), EZJJ;(M), 6}”72”(”[) des unteren Mantels auf; die Unbekannten des Kerns sind damit eli-
miniert. 7Wegenﬁ des Ufnfangé der auftretenden Ausdriicke verzichten wir hier darauf, die Gleichungen (3-128) -
(3-130) explizit anzugeben.

Alternativ zu den Gleichungen (3-128) — (3-130) lassen sich auch acht Gleichungen fiir die Grofen 7y, Sim,
tms OWLms Gloms Afﬁm, Affm, Af{m angeben, die noch vier Unbekannte 7, , 5%, El(lf:K) tf%,, enthalten. (Mit
Afﬁm, Afﬁm, Aff m haben wir hier die Koeffizienten des inkrementellen Spannungsvektors At(n) in Richtung

der sphéroidalen Basisvektoren Rlym, S’lym, TLm bezeichnet; die Unbekannten Fle, §le

fl{(m sind gerade die Ko-
effizienten des Verschiebungsvektors des Mantels fiir R = R.)
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In den ersten beiden Gleichungen werden lediglich die normalen bzw. sphéroidalen Verschiebungskoeffizienten
durch die genannten Unbekannten dargestellt. Die dritte Gleichung driickt die Stetigkeit des Potentials aus; Die
vierte Gleichung (Stetigkeit der ¢ ,,) folgt aus (3-110). In der fiinften Gleichung ist die Normalspannung an
der Kern-Mantel-Grenze bzw. dessen Grenzwert von der Kern-Seite her dargestellt. Wegen der in Abschnitt 2-
8.3 getroffenen Annahme des hydrostatischen Gleichgewichts und des Verschwindens des Schermoduls im Kern
kann das Druckinkrement gem#f (2-269) mit den beiden Unbekannten 7,,(R = Rx) und El(lf:K) ausgedriickt
werden. Das tangentiale Spannungsinkrement, dessen sphéroidaler Teil in der sechsten Gleicﬁung erscheint, ist
wegen des Verschwindens des Schermoduls im Kern identisch null. Schliellich verbleiben eine Gleichung fiir die
toroidalen Verschiebungsanteile (die durch die Unbekannte £5 = dargestellt werden) sowie eine Gleichung fiir
den verschwindenden toroidal-tangentialen Anteil der Randspénnung.

(wlK)
l,m

Verhalten des Mantels an der Kern-Mantel-Grenze charakterisieren (ungeachtet der oberen Indices -X). Aller-
dings ist die Normalkomponente des Verschiebungsvektors 7 ,,, an der Kern-Mantel-Grenze stetig. Die anderen

beiden Komponenten sind (wegen des Verschwinden des Schermoduls im Kern) unstetig.

Es sei nochmals betont, dass es sich abgesehen von ¢ bei den Unbekannten um Grofien handelt, die das

Aufgrund der in Abschnitt 2-8 erlduterten Voraussetzungen besitzt das inkrementelle Gravitationspotential im
Kern keinen Anteil mit El(f)R*(lH)Ylym; es gilt somit
swiern — W Rl e*(R)

S5l+2 ~ (wlK 5l ~(wlK
N [—C(l,Q,l+2;m,O)(l+2)R+ &) o(1,2, 1;m, O)LR'E MO —

(3-131)
—C(1,2,1—2;m,0)(I — 2)Rl*25(“’1K>}

1—2,m

Die Grofle g, ist an der Kern-Mantel-Grenze ebenso stetig wie das Potential; der innere Grenzwert ist laut
(3-110)

2
—36—\/5 {C@,2,1+2;m,0)2(1* + 20 — DRI &5+ C(1,2,1;m,0)(21° — 3) R &0  + (3-132)
+C(1,2,1 - 2;m,0)21(1 — 2) R &5,

Schliefilich ist auch die Anomalie der Normalspannung an der Kern-Mantel-Grenze stetig. Aufgrund der in
Abschnitt 2-8.3 getroffenen Annahmen ist der innere Grenzwert

ALl (Ri) = —ox6w)5, (Ric) + ox o0 (Ri)Tlo+
(3-133)
+QKF2’0 (RK) [C(l7 27 l + 2; m, 0)77'5%2,111 + O(l7 27 l; m, 0)77{,(771 + C(lv 27 l— 2; m, O)fllilm}

Somit stehen alle acht Randgleichungen zur Verfiigung (vgl. hierzu auch R. Sabadini et al. 1982 Seite 2893

Formel (63)). Der Vorteil dieser alternativen Vorgehensweise wird sich im Kapitel 4 zeigen, wenn wir die Glei-
chungssysteme fiir die unbekannten Koeffizientenfunktionen aufstellen.
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3-9 Die Systemdefinition des Tisserandsystems

In den Euler-Liouville-Gleichungen (Drehimpulsbilanz des deformierbaren Kérpers, vgl. Abschnitt 2-9.1) er-
scheint der relative inkrementelle Drehimpuls H?¢ der durch die Bewegung der Massenelemente des Korpers
relativ zu dem gewihlten Koordinatensystem entsteht. Beim starren Korper kann ein mitrotierendes System
in der Weise gewé#hlt werden, dass keinerlei Relativbewegung auftritt. Jedoch ist es auch beim deformierbaren
Korper moglich, ein System zu wéhlen, in dem kein relativer Drehimpuls auftritt, ndmlich das Tisserandsystem,
vgl. Abschnitt 2-3.3. Das Verschwinden des relativen Drehimpulses bildet gerade die Definition dieses Systems.
Wir stellen den relativen Drehimpuls in linearer Niherung in vektoriellen Kugelfunktionen dar. Zun#chst lei-
ten wir eine allgemeine Integralformel her, in der die Koeffizientenfunktionen r; ,,, 8;.m, ti,m noch nicht ndher
spezifiziert sind. Danach setzen wir fiir diese Funktionen die in den Abschnitten 3-3.4, 3-3.5 gefundene Lésung
ein.

HIe = / o(x,t) x x X d*x = /QQ(X) (X +u(X,t) x u(X,t) d®X = /Q(X) X x u(X,t) X (3-134)

V(t) Vo Vo

Durch Laplace-Transformation dieses Ausdrucks erhalten wir:

HEe = S/QO(X) X x (X, s) d*X (3-135)

Vo

Wir betrachten den Anteil HF¢! der Schicht zwischen R;_; und R;. Mit dem Ansatz (3-40) des Verschiebungs-
vektors in vektoriellen Kugelfunktionen sowie der Darstellung (A-107) des Ellipsoids erhalten wir zunéichst

P = s [f I Rer x (Fm(R)Rum + 1.m(R)Sim + fim(R) Ty m) R2dRdo

(3-136)

= S04 ff f R3(§l7m(R)Tl7m — El)m(R)SLm)deU

_ e2 Y2 0
_172,
Rj(1--57—)

(Hier wurde die Darstellung des Verschiebungsvektors in Kugelkoordinaten gewihlt.) Durch Einsetzen der all-
gemeinen Losung (3-58), (3-62)- (3-64) fiir den Verschiebungsvektor u in vektoriellen Kugelfunktionen und
Ausfithren der Integrationen erhalten wir

AR grpss ]2 (R) o) pr & R~ 28" YimC :
j = TATe58 gem _W( 2mR + 3¢, R C2m)7'm (271717m?0)_
_ é(tl)R_5+~(t2)R 20;Q C(1,1,2;m,0)é(1) R_9+[O(1,1,2;m,0)6(2) m ~(t1)]R7 _
1,m 5 1m 2 ,LNL\/E 8\/§ 2,m 9 4\/5 2,m 10\/— lm
3-137
_[0(17172;77170) A3 4 im ~(t2)]_ \/_035~R RT n ( )
2\/5 2m \/— 1m 10~ 7
2R 9 R,
+63\(/5) VR +¢ ~(t2))\/60(3,2,1;m,0)— 5@ SR + & RC(1,2,15m,0)| ¢

Wir haben hier (A-35) benutzt; die Vektoren e,, sind in (A-36) definiert. Im kartesischen System aufgeldst
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lautet der relative Drehimpuls

erl \/_

{( =(t1) 1)
C1,-1 =G

~(2)
( 2,—1

1
+[4\/_
R -

¢*(R) [mf
3v5 V35
L

+ 2\/—((01 ~1

4dmojs

V3

+ [( oD+

v e®
RONAG

2
_471'93'8\/;62 {

+

_4moys
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. {ze R 560 | 1 E)RT 436D, + ED) R -
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~(2
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5(3)) _

2,1

~(t1 ~(t1 (2
(( gtjl - I(Stl))R7 + (CI(Stjl
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~(t1) R
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- 1
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~(4) ~(4)
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7 N \/_Q . R
A AT ) i 10~J (0011 = 000 = | +

~(t2
— &)+

R;

Rj

— MR -2, — &)+

n ((t2) +E(t2))R2 V20,0 (i
1 1,1 2 ﬁ 8\/_

~(2) ) L ORI (5)
FH—= (), + )+ —= (&, —¢é
[ \/5( 2,—1 ) 10\/—( 1,—1 1,1 )]

~<t2>)]_) V2ig;

1042
_*(R) {21\/5
3v5 | V35

610

9
1 () R
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36/_20

€1,0 5 1,0 2
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Wie man leicht nachpriift, ist dieser Ausdruck reell. Aus I:Ifd = 0 folgt insbesondere fiir ein homogenes

Erdmodell

S RE _

zez(RE) 5
‘-17g = (5¢

610 2

+— RS

\/—271

In nullter Ndherung gilt also

Rp + 387 | R%) +

i R 0 - R e*(Rg 3. 1_+1) =5
10v2 §t1—)1] E>—\/§Ju5wf13—§+ (15) 2 7&“311%7 chfleE

R+

x/inQ< 1 .o
m

725 271
(3-139)

At RE

=0
“1,-175

(3-140)

Dieser Koeflizient kann nicht aus den Randbedingungen bestimmt werden: Das System der Randbedingungen
ist fiir den Grad [ = 1 singuldr. Durch die Systemdefinition haben wir eine Gleichung zur Verfiigung, die
zusammen mit der Drehimpulsbilanz diesen Defekt hebt. Als wichtiges Ergebnis halten wir fest, dass beziiglich
des Tisserandsystems in sphérischer Ndherung keine toroidalen Verschiebungen vom Grad | = 1 existieren —
physikalisch bedeutet dies, dass beziiglich des Tisserandsystems keine starren Drehungen moglich sind, vgl.
(A-46). Diese Aussage wurde hier nur fiir ein homogenes Modell gezeigt, ldsst sich aber durch Propagation
geeigneter Randbedingungen auch auf geschichtete sphérische Modelle iibertragen. (3-139) zeigt, dass im Falle
ellipsoidischer Modelle gewisse (wenn auch geringe) toroidale Verschiebungen auftreten kénnen.
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4. Halbanalytische Berechnung der unbekannten Koeffizientenfunk-
tionen, Losungspropagation und Partialbruchzerlegungen

Wir benutzen die im Abschnitt 3 erlduterten Rand- und Stetigkeitsbedingungen, um die unbekannten Ko-
effizienten der Losungen in den einzelnen Schichten zu bestimmen. Pro Grad und Ordnung stehen den vier
Randbedingungen an der Erdoberfliche acht unbekannte Koeffizienten in der &uflersten Schicht gegeniiber, so
dass ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem vorliegt. Mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen kénnen die
vier Randbedingungen der Erdoberfliche von Schicht zu Schicht nach unten propagiert werden, bis an der Kern-
Mantel-Grenze schliellich auf der rechten Seite der Stetigkeitsbedingungen nur noch vier Unbekannte stehen.
Das resultierende Gleichungssystem, das noch vom Laplace-Parameter s abhingt, kann halbanalytisch gelost
werden.

Wir betrachten ab hier nur noch Terme vom Grad | >= 2. Die Terme nullten Grades im Last- und im Defor-
mationspotential verschwinden wegen der Massenerhaltung. Nur das Zentrifugalpotential enthélt einen Term
nullter Ordnung, der einer Tagesldngendnderung entspricht. Anregungsterme vom Grad 0 wiirden bei einer in-
kompressiblen Erde auch zu keinerlei Deformationen fithren: Ein Term nullten Grades in den Verschiebungen
kann nur bei den “radialen” Koeflizientenfunktionen auftreten, wiirde aber eine Volumenénderung bewirken,
was der Annahme der Inkompressibilitéit widerspriche. Die Terme vom Grad 1 weisen einen Defekt auf, der,
wie schon ausgefiihrt, durch die Unbestimmtheit des Massenmittelpunkts infolge der quasistatischen Naherung
zustandekommt.

Im Falle der sphérischen, nichtrotierenden Erde sind die Rand- und Stetigkeitsbedingungen teilweise entkoppelt:
Die “toroidalen” Koeflizienten 61(1:1) , 6;72?1) treten nicht gemeinsam mit den den anderen Koeflizienten in den Glei-
chungen auf. Das System kann daher in zwei Teile aufgespalten werden. Wir untersuchen in der vorliegenden
Arbeit die toroidalen Koeffizienten nicht weiter, da sie keinen Einfluss auf den inkrementellen Tragheitstensor
haben und daher in der Drehimpulsbilanz nicht auftreten (siehe Kapitel 5). Es kann leicht gezeigt werden, dass
die toroidalen Komponenten im sphérischen Fall verschwinden. Bei den Termen vom Grad [ = 1 tritt wiederum
ein Defekt auf. Dieser Defekt kann mit den Gleichungen der Systemdefinition behoben werden, die im Abschnitt
3-9 aufgestellt wurden.

Bei den Randbedingungen an der Erdoberfliche unterscheiden wir zwischen dem “Lastfall” und dem “Gezei-
tenfall” — das bedeutet, dass wir die bekannten Randgréfien entsprechend aufspalten. Beim Lastfall tritt als
Storpotential auler dem Deformationspotential, das durch die Umlagerung der Massen im Erdinneren entsteht,
das Potential Jv™?s* der aufliegenden Massen in Erscheinung. Diese aufliegenden Massen erzeugen Randspan-
nungen. Beim Gezeitenfall existiert aufler dem Deformationspotential nur noch ein harmonisches Stérpotential,
das mit keinerlei Randspannungen verbunden ist. Dieses konnte durch extraterrestrische Himmelskorper erzeugt
sein, im vorliegenden Fall handelt es sich um die 2,m-Terme des Zentrifugalpotentials, die formal die Gestalt
von Gezeitenpotential-Termen besitzen.

Im ersten Unterabschnitt betrachten wir das Gleichungssystem nullter Ordnung, das einer kugelférmigen, nicht-
rotierenden Erde entspricht; im zweiten Unterabschnitt folgt die Stérungsrechnung fiir die ellipsoidischen Terme.

4-1 Losungen fiir das sphéirische, nichtrotierende Erdmodell

1 =2 Z6) 4
I,m> cl,m’ Cl,m’ Cl,m’
6}’% und 6}”31 jeweils beider angrenzender Gebiete, also insgesamt zwolf Unbekannte enthalten. Fiir innere
Schichtgrenzen sind die Stetigkeitsbedingungen in der Form

Wir erhalten fiir jede Schichtgrenze R; sechs Gleichungen, welche die sechs Unbekannten ¢é

Y,(Ri)c; = Y, (Ri) Cit1 (4-1)

darstellbar. Mit Y ist die Matrix der Randbedingungen bezeichnet. Das Argument R; bezieht sich auf die
Schichtgrenze, der Index (i) bzw. (i 4+ 1) zeigt an, ob der innere (i) oder der #duflere (i + 1) Grenzwert der jewei-
ligen Feldgroflen gebildet wird; entsprechend sind in Y; die Parameter der i-ten Schicht, in Y;,, die Parameter
der ¢ 4+ 1-ten Schicht einzusetzen. Die Abhéngigkeit der Matrizen Y, ¢ von s, dem Parameter der Laplace-
Transformation, vom Grad [ und der Ordnung m ist der Ubersichtlichkeit halber nicht notiert. Ebenso lassen
wir die oberen Indices (%) weg, die anzeigen sollten, dass es sich vom Standpunkt der Stérungsrechnung jeweils
um die Gleichungen nullter Ordnung handelt.
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In der Spaltenmatrix ¢, = |

ordnet.

(iwl) =(5w2) =(i,1) =(,2) (i,3)

cl,m »~lm

E(iv4)]T

»Hlm 2 om0 Ym0 Clm

sind die Unbekannten der i-ten Schicht ange-

Die Matrix Y lautet (vgl. G. Spada et al. 1992 mit etwas anders normierten und angeordneten Unbekannten):

Rl
(21 4+ 1)RI-Y

,QRL

R-(+D

0

—pR~U+D

RU+D
—( +3)RUFD
0
—4rgoRUHY

(eTo,0 R+

2_ 5 —
+2spd"=t=3) a DVR!

—2sil(l + 2)R!

RU-D)
—(+1)RU-Y
0
—4mgoR(—Y

(eTo,0 R+

+2si(l — 1))RU—2

—2sii(l — 1)(1 + 1)RU—?

7477991?4

(eTo,0R—

~(12431-1)\ p—
,25#( Jlr+1 ))R (1+1)

—2sp(l — 1)(I + 1)R~FY

R-(+2)
IR—(+2)

0
—drgoR~(H+2
(oT'o,0R—
—2si(l + 2))R~(+3)
—2spl(l + 2)R=+3)

(42)

(Selbstverstindlich ist T o ebenfalls von R abhiingig.) Die erste Zeile in Y entspricht der Radialverschiebung
T1.m gemif (3-73), die zweite der sphéroidalen Tangentialverschiebung 5, gemif (3-74), die dritte dem Po-
tential Wy, geméB (3-77) bzw. (3-102), die vierte der GroBe G, welche die Normalableitung des Potentials
enthalt, gemaf (3-110), die fiinfte der Normalspannung an der Schichtgrenze, schlielich die sechste der sphéro-
idalen Tangentialspannung geméf (3-78) - (3-88). In der zweiten und sechsten Zeile wurde noch jeweils der

Faktor 1/I(I + 1) angebracht.

Die letzten drei dieser Grofien sind an der Erdoberfliche bekannt; die ersten drei sind unbekannt. Die letzten
drei Zeilen der Matrix Y, (Rg) bilden die 3 x 6-Matrix A. Die 3 x 1-Spaltenmatrix der bekannten Randwerte
bezeichnen wir mit r; es gilt also A ™ =,

Die Spaltenmatrix r lautet geméf (3-111), (3-127) in nullter N&herung fiir den Lastfall

T
as D — F ~l— ~U as
rpest© — 21+ HREY, ——42’2 2+ DR, of &Lbesn© (4-3)
bzw.
D~ 21+ DR, 0, 0] &4 (4-4)

fiir den “Gezeitenfall” (wobei hier die Koeffizienten Effgl mit den Effnm gemif (3-67) identifiziert werden kénnen.

Die Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze bilden das System

Y (Ri) ey = Beg (4-5)
Dabei sind Y ,,(Rr)c,, die bereits erliuterten 6 x 6- bzw. 6 x 1-Matrizen. B ist eine 6 x 3- und cj eine
3 x 1-Matrix, welche die Unbekannten an der Kern-Mantel-Grenze enthilt. Die drei Unbekannten sind: 1) die
normalen Verschiebungskomponenten 7;.,,,(R = Rg) des Mantels, 2) die sphéroidalen tangentialen Verschie-

bungskomponenten des Mantels 5;,,(R = Ry ) und 3) die Potentialkoeffizienten El(jule) des fliissigen Kerns.

Die Matrix B lautet

1 0 0
0 1 0
0 0 RY
B = (4-6)
—dmgox 0 (20 + 1)RE?
okToo 0  —oxRY
. 0 0 0 |
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In den ersten beiden Zeilen werden lediglich die normalen bzw. sphéroidalen Verschiebungskoeflizienten durch
die genannten Unbekannten dargestellt. Das Potential in der dritten Zeile weist wegen der in Abschnitt 2-83
genannten Voraussetzungen geméif (3-101) nur die Terme mit aufsteigenden Potenzen in R auf. Die vierte
Zeile folgt aus (3-110). In der fiinften Zeile ist das normale Druckinkrement an der Kern-Mantel-Grenze bzw.
dessen Grenzwert von der Kern-Seite her dargestellt. Wegen der in Abschnitt 2-83 getroffenen Annahme des

hydrostatischen Gleichgewichts und des Verschwindens des Schermoduls im Kern kann das Druckinkrement
gemiB (2-269) mit den beiden Unbekannten 7,,(R = Rx) und El(jﬂle) ausgedriickt werden. Das tangentiale
Spannungsinkrement, dessen sphéroidaler Teil in der sechsten Spalte erscheint, ist wegen des Verschwindens des

Schermoduls im Kern identisch null.

Die Matrix B entspricht der in R. Sabadini et al. 1982 p.2893 angegebenen Matrix I¢; da dort Linearkombi-
nationen der hier eingefiihrten Unbekannten benutzt werden, muss allerdings dort die mit dem Faktor ¢!~ /A¢
multiplizierte dritte Spalte zur ersten addiert werden, um sie mit der Matrix B zu vergleichen; des weiteren ist
zu beachten, dass dort die Reihenfolge der Zeilen und der Spalten von der hier benutzten abweicht und dass
auflerdem das Potential und die Grofle ¢, mit umgekehrtem Vorzeichen eingefiihrt wurden.

Lost man (4-1) nach ¢;; auf, so kann man sukzessive die unbekannten Koeffizienten der Schicht i 41 durch die
Koeflizienten der tiefergelegenen Schicht ¢ ersetzen:
Civ1 :X;rll(Rz) Xl(Rz)Ql firi = M, M+1,...,n—1 (&Y :X]T;(RK)EQK (4'7)

Die Inverse der Matrix Y wird iiblicherweise multiplikativ in eine nur vom Radius abhéngige Diagonalmatrix
D und eine Matrix Y aufgespalten (vgl. Spada et al. 1992):

Y~!(R) = D(R)Y: (48)
wobei:
r 4mgo 0 0 1 0 0 T
(2l +1)
4 0 R 0 0
Tge R
Too R I+2 R R R
Colt 49 _{rn ek L -
281 (I+1) 281 25 2(1+ 1)sp
Y oTooR  (P+431—1) (1—1) oR R (I-2)R (4-9)
25 I+1 l 25/ 2sji 201+ 1)sp
Loo R -1 R R R
Lok gy 2D e - _
2sfi l 2sfi 2sfi 2lsfi
oTooR (I —1-3) (1+2) oR R (1+3)R
2sfi l (1+1) 281 25 201+ 1)sia
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mit

R-(-1)

R 11+ 1D)R-UD 1+ DR D 14+ 1R

11+ 1)RU+2)

D= dmg[@l 1)

)

(20+1) I+ 1)(20+3) 2L+ 1)(2L— 1) (2L +1)(2l—1)" (20 +1)(2] + 3)

Ersetzen wir sfi(s) in Y, Y gem#f (2-257) durch sji(s) = sp./(s + ), so erhalten wir die weiteren Zerlegungen

Y= PE
s+«
mit
[ 0 0 (s+ ) (s+ ) (s+ )
0 0 —(+3)(s+a) —(+1)(s+a) (—-2)(s+a)
(s+ ) (s+ ) 0 0 0
P= %(5 + a) 0 —47mgo(s + ) —4rmgo(s+ ) —4rgo(s+ )
—o(s+a)  —e(s+a) (cloo(s+a)t+ (eloo(s+a)+ (eloo(s+a)-
2spe (12—1-3 2spe 2spe (124311
mpe Pt o) el
L 0 0 —2Lel(142) (P -1) (P -1)
E := diag[R', R~V RUTD RU-D R~ R=1+2)
Yy '=1DpP
s
mit
[ 8mgostie 0 0 2S[te
8Tgosite 0 - 2 :'_ ) 28lte  28[te
R
_ 42 _
olo,0R(s + a) — (1 4 2)2spe — El I 13 2spe  —oR(s+ @) 0
= 1
P = B 2 _ _ _
- 2pe | —olooR(s+ a) + (l—;iilll)%ue (ll—l)2s,ue oR(s + @) 0
_ (i-1) =
olo,0R(s + o) + (I — 1)2sp - 2spe  —oR(s+ @) 0
- (12 —1-13) (1+2) _
olo,0R(s + &) 7 2SLe 0D 2SLe oR(s + @) 0

In dhnlicher Weise zerlegen wir auch die Rechteck-Matrix A in

(s +a)

l(s+ a)

—dmgo(s + )

(olo,0(s + a)—

Zspe (14 2))

2s
——Ig—l(l +2)

—R(s+ «)

R(s+ a)

—R(s+ a)

R(s+ «)

wobei die 3 x 6—Matrix P durch Streichen der ersten drei Zeilen in P, (R,,) entsteht.

121

(4-10)




Mit den Zerlegungen (4-10) und (4-11) formulieren wir die Rekursionsgleichungen (4-7) um, wobei wir noch die
Abkiirzung o B B B
Z; = D(Ri) Py (Ri)P;(Ri) E(R;) (4-13)

benutzen. Die neue Art der Darstellung hat den Vorteil, dass die Abhéngigkeit vom Parameter s klar ersichtlich
ist: die Elemente von P und P sind jeweils linear in s.

1 L 1 _
Cip1 = mzigi firi = M, M+1,...,n—1 = ;Q(RK)BM(RK)EQK (4-14)

Ausgehend von den Randgleichungen an der Erdoberfliche

Ac, =1 (4-15)

ersetzen wir sukzessive geméf (4-7) bzw. (4-14) die Unbekannten ¢; durch ¢; ; und erhalten

Teg =1 mit
T := AY, "(Rn-1)Y, ((Ru1) Y, [ (Ru2)Y, o(Ra—2) - Yol (Ru) Y (Ru) Y, (Rk) B
1 n—1 _ 1
= - P (Rp)E(Re) | [[ Z:| D(Rx)Py(Rk) B =: - T,
sn=M+1 T (s 4 o) i=M st MHL T (s + i)
i=M =M
(4-16)

Hier zeigt sich, dass die Einfihrung der Unbekannten cj an der Kern-Mantel-Grenze zu einem 3 x 3—System
fiihrt. Wiirde man statt dessen die Bedingungen an der Kern-Mantel-Grenze nur mit den Unbekannten des un-
teren Mantels ausdriicken (was, wie in Abschnitt 3-8 erldutert wurde, durchaus méglich wiire), so wire zwar ein
Propagationsschritt weniger zu vollziehen, es miissten aber diese Bedingungen zusitzlich zu (4-16) angegeben
werden. Man hitte also ein sechsdimensionales Gleichungssystem zu 16sen.

Wie aus den Definitionen der Matrizen P, P usw. ersichtlich ist, enthalten die Elemente der Matrix T, Poly-
nome in s vom Grad 2(n — M + 1). Die Sdkularmatriz T , bildet gewissermaflen den Zahler von T. T selbst ist
also gebrochen-rational in s vom gleichen Grad 2(n — M + 1) im Zéhler wie im Nenner.

Um das Gleichungssystem (4-16) zu 1sen, bilden wir die Inverse der Matrix T. Nach der Cramer’schen Regel
gilt
u 1

T =g Mt ) —— - Adj(T7, 4-17

Lt =a 0 [[ 6+ ad g - AdIE) (4-17)
Dabei ist Adj(T%) die Adjunkte der transponierten Matrix zu T',. Die Elemente von T~ ' sind ebenfalls
gebrochen-rational in s, und zwar sind Zihler und Nenner jeweils vom Polynomgrad 6(n — M + 1), denn
die Determinante der Matrix T, besitzt den dreifachen Polynomgrad eines ihrer Elemente. Allerdings treten in
Zahler und Nenner teilweise dieselben Nullstellen auf.

Lemma4-1 :

Die Sikulardeterminante det T, weist die mindestens [2(n — M) + 3]-fache Nullstelle s = 0 auf. |

Beweis von Lemma4-1 (wir geben hier nur eine Beweisskizze):
Um die Anzahl der Nullstellen s = 0 zu finden, spalten wir von der Matrix T, bzw. von einer Matrix, die aus

Linearkombinationen ihrer Zeilen besteht, sukzessive [2(n — M) 4 1]-fach den Zeilenfaktor s ab. Wenn némlich
eine 3 x 3—Matrix T, sich als T, = Us,4 - Vx5 zerlegen lisst und eine Zeile der Matrix U den gemeinsamen

122



Faktor s besitzt, so besitzt auch die entsprechende Zeile der Matrix T, diesen Faktor — und ein gemeinsamer
Faktor in einer Zeile fithrt dazu, dass dieser Faktor auch in der Determinanten erscheint. Es geniigt also zu

zeigen, dass eine Zeile der linken Faktormatrix

Qk = B:;Egn_1 te Zk
bzw. eine Linearkombination ihrer Zeilen den Faktor s aufweist.
Die Matrix Z, lésst sich in folgender Form darstellen:
sY11 0 —5Y13 —sy13Ri_2 —Sy13R;(2l+1) —Sy13R;(2l+3)
1 _ — (o] _
Z; = Yt 0 sY11 Sylst@Hl) Sylst@l Y SY13 sy13R;
a R;(QZH)Q ~TiRia+sE —Ti/Ria+s0 -TiR %a+s¥ FiR;(mH)a + 5P
(4-18)
Dabei wurden folgende Abkiirzungen benutzt:
Y11= 2ui41(s + )
4mg(0i — 0it1) 5o
= R 2 i
Y13 1 Ry - 2pi41(s+ o)
I(+1) 1 R RpeHL pues)’
G i= Gy (e - e et an) g ST YT Tai43
_ _ _ T
. 2pin(stai) [20042) 3R (P-1DQRI+3)RIT (23 + 512+ 21 - 3R
=l 20+ 1 20043 201 20— 1 ’ 20+ 3
_ _ _ T
2ui(s +aig1) |2P+41+3 3R (P-1)QI+3)R]" (21° 4512+ 21— 3)RIT]
20+1 2043 7 20—-1’ 20 —1 ’ 20+ 3
_ T
24t ; 22 4+1 (I2-1)(20+ 1R _
Oy = Hit1(s + o) 7 + 7 ( )L+ 1)R; L~ - DR 4+
20+1 20—1 20— 1 ¢
o T
+2,Lti(s + aiy1) 0, 2(12 — 1), B (12 = 1)(20 +1)R? 17 (12 — 1)R2+!
20+1 20 -1 20— 1 *
S 2pit1(s + i) [ 11 +2)(2] — 1)}??(2”1) (203 4+ 12— 20+ 2)1??(21*1) 202 -1) 3Rz 1"
—axte 2+ 1 20 +3 : ’ 20— 1 : T 20—1 7 20+3
+2,LLZ-(S +air1) LT+ 2)(20 — 1)R-_(2l+1) _ (213 +12 -2+ 2) R._(2l_l) (2[2 +1) B 3R12 T
20+1 20+ 3 ‘ ’ 20—1 * T20-1 7 21+3
T
20541 (S + ai) l(l + 2)(2l + 1) =—(2143) =—(21+1) (212 + 41 + 3)
@ = — R, 1+ 2)R, 0, ——~=
=4l 20 + 1 20 + 3 ‘ 2R » 20+ 3
205 (s + 1) [11I42)(20+ 1) 5 _(2143) 5—(2041) 20(1+2)1"
TS 20 +3 By , T+ 2)R; 0 20 +3

(4-19)

Die Matrix P’ (R,)E(R,) weist in der letzten Zeile den gemeinsamen Faktor s auf; dieser Faktor verursacht
in der Sikulardeterminanten eine Nullstelle s = 0. Wir lassen diesen Zeilenfaktor im folgenden weg. Durch
Addition der mit dem Faktor I',/4mg multiplizierten ersten Zeile von A zur zweiten Zeile erzielt man eine

Matrix von der folgenden Form (vergleiche Formel (4-10))

T

i1 Ti2 U

AKomb = L21

I31 0 w
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Dabei reprisentieren die xy; (irgendwelche) Polynome in s; die Elemente der 4 x 1-Spaltenmatrizen u, v,
w sind ebenfalls Polynome in s. Multipliziert man nun die Matrix A,,,, (oder eine beliebige andere Ma-
trix, welche in der obigen Form dargestellt werden kann) mit Z; gemifl (4-18), so enthilt die zweite Zei-
le den gemeinsamen Faktor s. Spalten wir diesen Faktor ab und addieren anschlieflend die mit dem Fak-
tor (:rgngHl — 291 — I''R;v"a)/(T;R;u” a) versehene erste Zeile zur zweiten Zeile sowie die mit dem Faktor
—w”a/(u” a) versehene erste Zeile zur dritten Zeile, so kann in der dritten Zeile erneut der Faktor s abgespalten
werden; die verbleibende Matrix hat wiederum die Gestalt von Ay ,,.,! Mit jeder der (n — M) Matrizen Z,, die
von rechts hinzumultipliziert wird, kommt also zweifach die Nullstelle s = 0 hinzu. Damit haben wir 2(n—M)+1
Nullstellen s = 0 gefunden.

Bilden wir das Produkt der beiden &uflersten rechten Matrizen in T, so erhalten wir:

I —8ngsun(ox — om) 0 2spar (20 + 1R T
—8mgspn(0x — o) 0 0
_ B B B (1+2) I+1 B
TRk (s+ anm)(ox — om) — 2sup (L + 2) 2S'UM(Z+1) R (s +am)(ox — om)
P.,(Rk)B = ?+3—1 | —
Py (Ri)B FKRK(5+QM)(QK_QM)+2S:UM71+1 QSMM( ] ) —Rl[}H(S—FOéM)(QK—QM)

_1)

l
—TI'xk Rk (s + am)(ox — om) +2spum(l—1) —QSMM( R (s + anr)(ox — onmr)

l
2-1-3 (142)
_— S
I M)

IRy (s + an)(ox — om) — 25 —RE (s + an)(ox — om)

(4-21)
Diese Matrix bildet den &duflersten rechten Faktor in I',. Multiplizieren wir die dritte Spalte mit dem Faktor
RI_(([H) und addieren sie zur ersten Spalte, so besitzen die Elemente der entstehenden ersten und der zweiten
Spalte den gemeinsamen Faktor s, was nochmals die doppelte Nullstelle s = 0 in der Sdkulardeterminanten
ergibt. Insgesamt hat die Sidkulardeterminante somit 2(n — M) + 3 Nullstellen s = 0. ]

Von den 6(n — M + 1) Nullstellen der Determinanten der Matrix T, konnen also 2(n — M) + 3 analytisch
bestimmt werden. Bei der numerischen Bestimmung der restlichen J := 4(n — M) + 3 Nullstellen zeigt sich,
dass unabhiingig von den gewiihlten Parametern auch s = —a;, 4 = M,...n Nullstellen sind (dies sollte
auch analytisch bewiesen werden kénnen)! Damit verbleiben noch 3(n — M) + 2 “signifikante” Nullstellen, die
numerisch bestimmt werden miissen. Sie entsprechen den einzelnen Moden bzw. den inversen Relaxationszeiten,
die das Abklingverhalten der unbekannten Koeffizienten bestimmen. Gehen wir von einem Zweischichtenmodell
mit einem Mantel und einem fliissigen Kern aus, so gibt es nur zwei “signifikante” Nullstellen. Mit jeder Schicht-
grenze, die neu in das Modell eingefiigt wird, kommen drei “signifikante” Nullstellen hinzu, vorausgesetzt, die
Parameter der beiden angrenzenden Schichten unterscheiden sich. Ist allerdings go; = g;+1, so besitzt offensicht-
lich die Matrix Z, als Ganze den Faktor s, und eine der drei “signifikanten” Nullstellen entartet zu s = 0. Ist
a; = @41, 80 besitzt Z; den Faktor (s 4 «;), und zwei der drei Nullstellen entarten zu s = —c;. Eine etwaige
Ubereinstimmung p; = p1;41 éndert nichts an der Existenz dreier “signifikanter” Nullstellen (selbstverstindlich
sind ihre Werte von p;, p;+1 abhiingig). Manche Autoren setzen in ihren Modellen die inverse Relaxationszeit
a, in der obersten Schicht zu null. Dies entspricht einer rein elastischen Erdkruste. In diesem Fall kommen zwei
Nullstellen s = 0 hinzu, zusétzlich zu der bereits in Rechnung gestellten Nullstelle s = —a,, = 0. Es fallen also
ebenfalls zwei “signifikante” Nullstellen weg.

In der Literatur finden sich umfangreiche Ausfithrungen iiber die Nullstellen der Sékulardeterminanten und
ihre physikalische Interpretation, so z.B. in P. Wu 1990. Bei der numerischen Berechnung zeigt sich, dass die

Nullstellen s; alle reell und negativ sind. Physikalisch bedeutet dies, dass die Lésungen im Zeitbereich monoton
abklingen.

Das Lemma ldsst offen, ob die Nullstelle s = 0 nicht noch mehrfach vorhanden ist. Bei den numerischen Be-
rechnungen zeigt es sich jedoch, dass die 4(n — M) + 3 Nullstellen mit s # 0 tatséchlich vorhanden sind.

Bezeichnen wir mit o den hochsten Koeffizienten des Polynoms der Sdkulardeterminanten, so ist

J
detT, = a s2(n=M)+3 H(s —s;) (4-22)

j=1
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Wir setzen (4-22) in (4-17) ein und stellen damit die Losung des Gleichungssystems (4-16) in folgender Weise

dar:
n n

I1 (s +as) Adj(TE) r I (s +a) &
e == - == (4-23)
a snM+2 T (s —s5) a s"M+2 T (s —s5)
j=1 j=1

Es verbleibt also noch eine Potenz von s als Faktor im Nenner; bei der numerischen Rechnung zeigt sich jedoch,
dass auch die Adjunkte Adj (Ig) geniigend Nullstellen s = 0 besitzt, welche diesen Faktor wieder auffangen.
Auch dies sollte analytisch bewiesen werden konnen.

Der Faktor o kénnte numerisch durch eine Punktprobe bestimmt werden, wenn alle Nullstellen s = s; bekannt
sind. Jedoch enthalten die Elemente simtlicher Matrizen P und P, aus denen T, zusammengesetzt ist, entweder
s oder s + «; als Faktor. a kann daher auch in der Weise ermittelt werden, dass man alle a; gleich null setzt;
die Sikulardeterminante entartet dann zu det T, = o 5=+ Man braucht also nur mit diesen Parametern
den Wert der Sékulardeterminanten bei s = 1 bestimmen, das Ergebnis ist «.

Ist das lineare Gleichungssystem (4-16) geldst und sind damit die Koeffizienten c¢; bekannt, so kann mit Hilfe
von (4-14) die Losung nach oben propagiert werden. Offensichtlich gilt

_ 1
D(Rk) Py (Ri) B ¢ =: i1 Ticy

SifMJrl H (s—l—ak)

G = :1 H Zy,

si=MAL ] (s +ay) =M

k=M k=M
n i—1 b _ n (4_24)
e+ | T 2] D 2t 8 adich) » 15+ ax) ¥
k=i k=M | . k=i
o Sn+172M+3 H (S _ Sj) o Sn+172M+3 H (S _ Sj)
j=1 j=1

Auch hier stellt man fest, dass die Zahlerpolynome jeweils mindestens dieselbe Anzahl von Nullstellen s = 0
sowie s = —ay aufweisen wie der Nenner.

Nachdem die Nullstellen s = s; numerisch bestimmt sind, fithrt man Partialbruchzerlegungen fiir die Lésungen
durch. Sei Z,,(s)/N(s) ein gebrochen-rationaler Ausdruck in s; der Zihler Z,,(s) sei ebenso wie der Nenner
N(s) ein Polynom m-ten Grades in s. Die Nullstellen von N(s) seien bekannt, so dass sich N(s) in der Form
N(s) = a[[;~, (s — si) darstellen lisst. Dann ist folgende Partialbruchzerlegung méglich:

% 2604_2& (4-25)
a [T (s —sk) =1 %k
k=1

Multipliziert man die Gleichung mit [];~, (s — sj) durch und setzt dann s = s; ein, so folgt

_ Zm(s)) .
Bj o Hzlzl,k;éj(sj — Sk) ( )

Der absolute Term 3y kann durch eine Punktprobe bestimmt werden.

Diese Methode kann auf die Losungen ¢; angewendet werden. Da die Elemente aller beteiligten Matrizen,
aus denen die Zéahlerpolynome gebildet werden, in gleicher Weise entweder den Faktor s oder den Faktor
$ + «ay enthalten, konnen die Absolutglieder 3y so bestimmt werden, dass man die Z#hlerpolynome an der
Stelle s = 1, o; = 0 Vi bestimmt und noch durch « teilt.

Die geschilderte Methode versagt, wenn Nullstellen mehrfach auftreten oder wenn Nullstellen zu nahe beiein-
ander liegen; dieser Fall trat jedoch bei keiner der durchgefiihrten Testrechnungen auf.
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4—2 Losungen fiir das sphiroidische, rotierende Erdmodell

Sind die sphérischen Ndherungen der Koeffizientenfunktionen 01(1721(5) usw. in den einzelnen Schichten bekannt,
konnen mittels des in Abschnitt 3-41 erlauterten Stérungsansatzes sphéroidische Verbesserungen dieser Funk-
tionen berechnet werden. Mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts lauten die Storgleichungen 1. Ordnung

an der Erdoberfliche: Adc, +0Ac, =or
an einer inneren Schichtgrenze R = R; : Y1 (Ri)bciq +0Y, 1 (Ri) g =Y, (Ry) 6, + 6Y ,(Ri) ¢
an der Kern-Mantel-Grenze R = Ry : Y (Ri)ocy +90Y 3 (Rr) ey = Bocg + 0By

(4-27)
Wie im vorigen Abschnitt werden auch hier die Unbekannten “nach unten propagiert”. Rekursives Einsetzen
von dc; ,, ergibt:

n—1 n—1 _
Tock = dr—0Ac,~A'S | T Vil (ROXe(R0)| Yol (R) [0, (R, — 0% (Rode] -
1= =i+1

(4-28)
A [H xkilmkmmm] Y (Ric) [6B e — 0¥ ar (B ear]

Die Produkte sind von links nach rechts mit absteigendem Index k zu bilden. Wir haben hier wieder auf den Index
() bei den GréBen nullter Ordnung verzichtet. Withrend die “sphérischen” Beziehungen des vorigen Abschnitts
in den Graden [ und Ordnungen m entkoppelt waren, treten hier Kopplungen in den Graden auf, so dass die
entsprechenden Indizes hier mitgefiihrt werden miissen. In den Gleichungen, welche die Stér-Koeffizienten ¢, ,
enthalten, treten die Koeflizienten nullter Ordnung ¢;;_s ,,,» .y, Und €145 4, auf. Die Grofien dc enthalten hier
nur die “homogenen” Teile der Losungen; die Partikulirterme sind in den GroBen §Y;(R;) usw. enthalten, die
sich somit in vier Teile zerlegen lassen:

2 2
O, 2,1+ 2:m,0)6Y D (R) ;o + ——C(1,2,1;m,0) 579
( ) —7,,l7m( )—,l+2, 3\/5 ( )

SY. (R)¢;

i — R Ciil.m
c Ve (R) ciy,

—i;l,m

2
e (part) /
+—=C(,2,1l —2;m,0) Y R)¢;. m+5Yp RY¢iim
3\/5 ( ) zlm( ) =2, zlm( )—,l7

e? C(1,2,14+2;m,0) (4 7
= NG ST 5£llm(R)El+2(R)Qi;l+2,m
e? C(1,2,1 —2;m,0)

3\/_ s+ oy

2 C(l 2,l,m 0) (0
R)E i
3\/— s—l—al 6—zlm( ) Z(R)_l,l,m+

sPP ) (RYE,(R) ¢

s+ a; =—il,m =i;l,m

5££;)7n (R)E, 5(R) Ci—a,m t+

(4-29)
Der Ausdruck §Y,(R) ¢; bezeichnet hier also ausnahmsweise kein Matrixprodukt, sondern die in (4-29) angege-

5PZ(;) 6P§l) entstehen durch

die Elliptizitéit des Modells; die vierte Stérungsmatrix 6P, p '"t) beinhaltet die Partikulirlésungen der gestorten
Bewegungsdifferentialgleichungen, die infolge der Berucksmhtlgung der Tragheitsbeschleunigungen auftreten.

bene Summe von vier Matrixprodukten. Die drei “Stérungsmatrizen” §P; Jlr)m,

Die Stérungsmatrizen lauten
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LC1

0 0 1—1)(1+4) 1241—-4 ?4+20+4
(1+2) (1+2) (1+2)
112 +60+11 (2 +20—-1
0 0 (12 + 61 +11) =+ ) (- 2)
1+2 1+2
—(1+2) (1+3) 0 0 0
spH 2P 420-1) (1+3) 1—1)(1+4) 1241-4 B ?4+20+4
—l,m _ 7 7 47rg97l 5 47rg97l 5 4 T
Tta +2) +2) (1+2)
I-1)(1+4) 3V P+1—-4 35 124+20+4 35
1+2) —o(l+3 —or———2 To0— —ol—— 4 2 Ty g— of—— 4+ 2 oIy g—
o(l+2) o(l+3) 0 T+2) —zel20 T -z el20 T +—el20
25/ 2si [(1+1 28 [13+5124+71+6
N UHD 2 g 19 _Zsp | AT+ AO
R R |(1+2) R (1+2)
2] l 251 1(1% — 131 — 1 28 [1(1%2 4+ 31% — 1 —
0 et (1% 4 41% — 4l — 22) 2o 17— 131 —18) 25 [I+ 307 —1-3)
L R [(+2) R (1+2) R (1+2)
r 0 0 (13 + 212 — 21— 9) (12 —1-13) B4+12-31+6
1(L+1) l 1(1+1)
0 0 B4+4a>+31-9 B—1+3 B —12—-2049
1 1 (1+1)
—1 (1+1) 0 0 0
(0) 212 -3 -2 B 420°-20-9 2-1-3 B+i12-3l+6
sp0, | _@E-n -2 PONGES s B L) WRPLRR St X
sta R (+1) (+1)
(1 +20>-20-9) 3V5 (?-1-3) 3V5 (+1>-314+6) 35
I —o(l+1) —ol——— 4 oIy g— —gl——— Ty 0— r—— 4 ol o—
4 ol+1) 4 TOE)) o3 2h20 4 + o2 2h20 4 TN o2 ohzo
2sii [12 — 100 — 15 2sii [12 =312 —4l+6 25 [13 4312 -71+6
R (I+1) R l R l
0 0 2si [1° +31% — 1% —151% + 27 28 [1* =213 — 41> + 2143 28z [1° +21% — 31% + 41% + 200 — 15
L R 1(1+1) R l R 1(L+1)

(1+2)

(1 +2)

—Ango(l + 2)

3V5
ol'(l +2) + 6—29F2,0*

—% [(L+4)(1+1)]

2sfi
2R+ D+ 4
R( )( )_
2430—1 T
(1+1)
P43 +20-3
(1+1)
0
A 2431-1
iy
9T D
(1% +31—-1) 3\/3F
e i+ 1 o2 elz,0
2sfi [13 4612 +51—6
R (1+1)

2sii [12(12 + 61+ 8)}

"R (I+1)

(4-30)

(4-31)



8¢1

§p)

s+ «

(1% +3) (1-3)(1+2) 24+1—4 7
0 0 -1 -t- (1—1) (1—1)
0 0 (I+1)(1+3) 1+1)(1—-1) w %
-(1-2) (1-1) 0 0 0 0
21(1 — 2) (1—3) (1% +3) (1-3)(1+2) P+il-4
I - dmgo =1 4mgo(l — 1) *47T99W —4mgo )
2 _ 2 _
o(l—2) —o(l-1) —ol’ ((ll jl?))) + 3fQF2,0* —ol(l—1)+ 3fQF2,0* F% + 3;4591‘2,0* er (l+7l 1)4 36—\£59F2,0*
sfi 3 _ 912 — St sii e 2 —
_2?“ [71 (12_11) 3] _%‘ [t - 3)] —%‘ [0% + 31— 15)] —2?” [7“[ (;L_Ml) 9)]
2si [1(L+1) 25l 2sii [(I4+1) 5 20 [(L4+1) 5 .o
0 0 ?[(l_l)-(l+2)(l—2)] S+ na-3) —?[m-(l -1 —9l+15)] _f[(l—n'(l + 3l —10l+6)] |
[0 o _1_PR 0 1_R o]
271 (20 + 5) 271 (21 — 3)
o o 1 (1+5)R? 0 1 (1—-4)R? 0
20 (20 +5) 20 (20— 3)
0 0 0 0 0 0
55;?::” oQYim
s+a  I(14+1) - Argo R2 . dngo  R? .
27 (21 +5) 27 (21 —3)
o o sR(51 + 13) soT'R? 2sR(1 + 1) sR(51 — 8) sol'R? 2sRI
T @l+5) 2si (2U+5) T (2-3) 2si (20—3) (I+1)
o o sR(1® + 41+ 5) 0 _sR(® —21+2) 0
L (21 + 5) (20 — 3) J

(4-32)

(4-33)



In &hnlicher Weise wie die “Storungsmatrizen” 0P fiir die Randbedingungen an den inneren Schichtgrenzen
werden auch die “Randgrofien” dr — dAc, dargestellt. Da die eigentliche Eingangsgrofie bei der Berechnung

auflastinduzierter Deformationen die Belegung dx (und nicht das Auflastpotential) ist, beziehen wir uns hier

auf die Koeflizienten c”l(LaSt)(O) die zu den Ak, proportional sind, siehe (3-119). Damit koénnen die Ver-

nachléssigungen im Fall der sphanschen Néherung identifiziert werden.

Weiterhin ist zu beachten, dass die 3 x 1-Spaltenmatrix dr in der ersten Zeile auch noch Terme mit den Koef-
fizienten ¢, der sphérischen Losung enthilt, sieche Gleichung (3-111). Wir sortieren die “homogenen” und die
“inhomogenen” Anteile von §r — 0 A ¢, d.h. wir trennen von dieser Spaltenmatrix die Terme ab, die frei von den
c,, sind:

2 5P\ By o (Rp)

or —0Ac,) = —=C(1,2,1+2;m,0) |6 ) — : -
(6r —6Ac,) 35 ( m, 0) [ r s+ o Crsl+2,m
2 0*P) . E/(Rp)
C(1,2,1;m,0) |5 r® - = e |+
\/_ 5+ oy "
. ) (4-34)
o2 5*P E, (Rg)
_ 9. *p(=) _ Tmslm =2 _
+3\/50(l,2,l 27m70) léf s+ ap, En;l—2,m
_S—l—OZ 5£np;l:i (RE) EI(R ) n;l,m
mit
[ 3VETa0 |
% _ 2,0 v1(Last)(0) pl+1
6 £(+) = (2l+5) (l—l), —m, 0 1+2,m R
[ 3V5Ts0 |
%,.(0) _ _ _ 2,0 v1(Last)(0) pl—1
o= (20+1) (1), rged O Cm Rp (4-35)
[ 3VETa0 |
5*£(7) _ (2[ _ 3) (l . 1)7 _ 2,0, 0 Ul(Ls;St)(O)Rl 3
i 47g e, =2
fiir den Lastfall. Fiir den Gezeitenfall gilt
§FrH) = 540 = 55p(=) = ¢ (4-36)

Das ist formal der einzige Unterschied zwischen Last- und Gezeitenfall bei der Stérungsrechnung. Allerdings

ist zu beachten, dass jeweils die entsprechenden Gréfien ¢; eingesetzt werden (die sich fiir den Last- und den

+)

Lm USW. lauten:

Gezeitenfall selbstversténdlich unterscheiden). Die Stormatrizen §* P
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0¢T

5*p

—l,m

s+ ap

—l,m

5 P

s+ ap

ol

r (1-1) 2 202 +31+2
0 0 4 —4mgo— —Argp—— = =
mge 12 ﬂgQ(l+2) Tge (12
(I-1)(1+4) 3vV5 P+1—-4 3V5 ?+20+4 35
1+2) —o(l+3 —r T20— —oh—————— + gl 90— ol ————— + ol o—
o(l+2) o(l +3) 4 a+2) oz ¢lzo0 Y a+2) oz elz0 4 +2 oz elz0
25 25 [(1+1 2sip [12 +512 47146
J2R g ,ﬂ[< + >.(lz,25,12)] _2sh {g}
REg R | (1+2) REg (1+2)
25/ l - 251 1(1% — 131 — 18 2si [L(13 43812 —1—3
0 2sf NG _41_22)} 2sp (7 — 131 —18) _ 2si {g}
L Re [(1+2) RE (1+2) RE (1+2)
(212 —1-09) 3 20 +1% —4l+6
0 4 —4mgo= —Amgo——— —  —
TN 9T T D
(12 +20>-20-9) 3V5 (> -1-3) 3v5 P+ -31+6) 3V5
—o(l4+1) —gT ool g—  —ol———— To0— )
o(l+1) Y 0+ 1) oz elz0 7 + oz elz0 4 G+ D) oz ez
2sip [13 — 100 — 15 2sii [1° — 312 —4l+6 2sii [124+312—71+6
RE (l+1) RE l RE l

2sji [1° +31* — 13 — 1512 + 27
Rp (1+1)

RE

2si [1* —20% — 41> + 2143
Rp 1

2sji {15 +20* — 31 + 4% + 200 — 15

1(1+1) ]

—4mgo(2l + 1)

3V
ol'(l +2) + 5 elz20-

ZSE 1 4 4y + 1)

" Rp

2sj1
—ZR 0+ 1)1+ 9)
Rp

202 +31—2

—4
T T

(i?4+31—1) 3v5

r L ola0—

e +1 o2 el2,0
2si [l3+6l2+5l—6]
Rp (1+1)

251 [12(1’-’+61+8)]
REp (I+1) i

(4-37)

(4-38)



1€1

i 0 0 A 2(141) 0 A (212 — 31 —5) A 2—-1-3
90T T ) eI
2+3) 35 3v5 1-3)(1+2) 3V5 P4+1—-4 35
5* P o(l=2) —o(l-1) f@Fng ol20— —ol'(l—1) + ——ol20— QFM ol2.0— o ———— + ——0l2,0—
iom (1—-1) e2 e2 (1-1) e2 (1-1) e2 (4-39)
s+an 2sii [13 — 212 — 3 2 2sji 2sfi [1(12 +41—9 i
e D _ZH - 3)) ~2E % +31-15)] _2sp U 41— 9)
Rp (1—1) Rp Rp REp -1
2sp [U(1+1) 2sf 2sp [ (I+1) 3 9 2sp [(I+1) 3 2
0 0o = S(+2)(1 -2 e+ -3 —-== P -12—9l+15 == (1P 431> =101+ 6
_ RE{(FU (14202 I e G +0) |
r 4mgo RJZ.:7 4mwgo RJZ.:7 ]
0 0 — === 0 - 0
271 (21 +5) 27 (21 —3)
5* prart) . 52 2
Zim L odim 0 o sRg (5l + 13) soI'Ry; 2sRp(l+1) sRp (5l — 8) soI'Ry 2sRgpl (4-40)
s+ I(l+1) (2l +5) 2sii (21 4 5) l (21— 3) 2sii (21 — 3) (1+1)
0 0 sRg(1® + 41+ 5) 0 sRp(1> — 2l +2)
(2l + 5) (20 — 3) ]




Schliellich miissen noch die Storglieder der Randbedingungen an der Kern-Mantel-Grenze formuliert werden,
wobei hier nur drei Anteile auftreten (der partikulidre Anteil 6@1(?73”) verschwindet):

62 62
SBcj = 3—\/50(1,2,l—|—2;m,0)5§l(:2gK;l+2)m+3—\/50(1,2,l;m,0)5B( Critm T
2 (4-41)
+3—\/50(l,2,l 2 m O) 5B CKl 2,m
Dabei ist
r 0 0 07 r 0 0 07
0 0 0 0 0 0
0 0 — (14 2)RLE? 0 0 —IR,
0By = ] B, = _ (4-42)
’ 0 0 —2(>+20—1)RH?! ’ 0 0 —(2°-3)R!
3 _ 3 _
{QKFZ,O 0 ox(l+2)R? ;Q_QKFZO 0 oxIRy
L 0 0 0 ] L 0 0 0 ]
r 0 0 07
0 0 0
00 (I -2)RZ?
6B(*) _ ~ 5B(P¢“‘t) 0.
=l,m 0 0 —2[([ —2)Rl 3 =l,m
3 __
[QKFQ() 0 ,QK(Z—2)RZKZ
L 0 0 0

Damit koénnen nun die Verbesserungen der Koeffizienten dc ebenfalls als gebrochen-rationale Funktionen in s
dargestellt werden. Mit Hilfe von (4-29) usw. wird aus (4-28):

5P (RIE (R)

T = @, - {[52* (@) — " el =
S+ an
Tz
.= k=i+1 5 (@) By ()
~Pi(R)E(R,) Y. —————D.P, 1 (R:) 6P (Ry) E®) (R;) ¢+
=M gn—i TT (s + )
k=i n—1
Zy,
. = _ nzl k=i+1 5 5 @) py @) By @)
+P, (R,)E(Ry) Z n D;P; 1 (R;) 0P (Ri) E™ (R;) ¢y —
=K gn—i(s + ;1) ] (s+ aw)
k=it1
n—1
- Il Z, o
— P} (R) B(Ry)——=1 Dy Py (Ric) 6B i)
s K I (s+ ag)
k=M

(4-43)
Dabei spezifiziert der Index 2, um welchen der vier Anteile (4), (0), (—), (part) es sich handeln soll. Die Vor-
faktoren G, sind geméf (4-29), (4-34) und (4-41):

2 62 2
C1.2.14+2:m,0) G = ——C1.2,1:m,0) G =——

Gy = =
(+) 3\/5

O(l,2,l - 2;m,0) G(pa’rt) =1
(4-44)
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Setzt man hierin die Losungen nullter Ordnung (4-23) und (4-24) ein, so erhélt man schlieflich

J
. (@)
(s + o) Adj(L7) | IT(s = s;"7) 5P 0@

sn—+2) °L a(m) $3n—3M+5

5Q(§) = G,
[(s - i) (s — s1)]

+

’;Ul
?;
o
N
=
&
|

D PH—I(
k= 1+1

e (4-45)

T z)(Z
z+115Pz+1( )Ez( ) Qz(‘+)1( : o
) alz) g3n—3M+6

D, Pi+1(Ri)ﬂi+1 ‘

+PLE _i[nzk

k=i+1

- o)
P E { II Zk} Dy Py (Rk)0B (@) g3n—3M15

Dabei ist H; = diag[1,1,1,1,1/(s + o), 1/(s + a;)]. Die inverse Matrix H; ' dient hier dazu, den auftretenden

Nenner s 4+ ;41 in der dritten Zeile von 521(1)1 zu kompensieren. Da die Matrix Pl +1(RZ-) in der fiinften und
erllépgi)l( )
(s + aiy1)

Zur numerischen Berechnung ist ein rekursiver Algorithmus geeignet. Mit den Definitionen

sechsten Spalte diesen Faktor enthilt, ist die Matrix D, P; ,,(R;)H, 4 - ein Polynom in s.

J 5 x 5 xT xT xT
A= 11 =W (RoWOY7 (Bc) ) — 6B &)

H (S+ak) z) /5 )/ D Z,x
= =M _______p,.Py(Rk) 5£SW)(RK)E( )(RK)ng )_SaB(m)C(Zﬂr)
- a z)S(n7M+4)—K—M K (S+OLM) 2 LK
T J _ = T )/ 5 T ZZ T 4-46
A = [T S (B YL (R) €7 - 0V (R o) + 5 Sl (10)
IT (s+ o) () B\ (22
=i _ 6P (R)E™(R) ¢ _ _
. k=i+1 ) =—i+1 —1+1 (x) ( (Zm)
= WQiBiJrl(Rz) (5 + ais1) 5521' (Ri) E (R)
s(s+ o)
gilt
izl Z,, 1,5 (x) (z) G (z)
I1 56+ an) Yy (Bx)Bécy' = b+ 5——A;")
k=M k H(Sis;ﬂﬂ))
= (4-47)
Tocie) = Abe?) + —Go— AN, = Guorl® =640 oD + —G— AN,
H(s—s(m)) H(S—S(m))

und mit der im vorigen Abschnitt erlauterten Inversen der Matrix T folgt

G, 1 Adj(T% )
. k:HM(S-FOék) (L) ) oPIED(R,) 2D prE@(R)
o - 5" H + (@)
- 2 (0) (=) () g2n—2M+3 (s + o) Bn-1
al0) gn—M+2 -Hl(s ) )s — s )
j=

(4-48)
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Analog zum vorigen Abschnitt kann auch fir die Inkremente zweiter Ordnung eine Partialbruchzerlegung durch-

gefithrt werden. Fiir 5g§g) ergibt sich hierbei die Besonderheit, dass sémtliche Nullstellen des Nenners quadratisch
auftreten. In diesem Fall gilt

J
Ci; Cy s
y f(S) — OO + Z |: 1,5 + 2,7 2:| (4_49)
(5 — 5,)? S ls=s)  (s—s3)
j=1
mit den Koeffizienten
, J
; ; 1
Coj = J U Crj = J [) =20 Z (sj — 5q) (4-50)
(1 (s — 502 TG —sg2 o8 0
q#j a#j

Die Konstante Cy konnte durch eine Punktprobe bestimmt werden. Da im vorliegenden Fall aber die Elemen-
te aller beteiligten Matrizen, aus denen die Zahlerpolynome gebildet werden, in gleicher Weise entweder den
Faktor s oder den Faktor s + «; enthalten, werden die Absolutglieder Cy wieder so bestimmt, dass man die
Zahlerpolynome an der Stelle s = 1, a; = 0 Vi bestimmt und noch durch o teilt.

Das Auftreten quadratischer Nullstellen wird letztlich durch die Anwendung der Storungsrechnung hervorge-
rufen. Wie man sich anhand eines homogenen Erdmodells klarmachen kann, wiirde man bei strenger Losung
jeweils zwei verschiedene Nullstellen erhalten, die jedoch sehr nahe beieinanderliegen.

5Q%§a”) bildet einen weiteren Sonderfall. Aus den Matrizen 6P ersieht man, dass hier der Polynomgrad
im Zahler um eines hoher als der Polynomgrad des Nenners ist. Es muss somit vorausgesetzt werden, dass
~v1(Last)(0) p. . .

Clom fiir anwachsende s geniigend schnell abklingt.

)
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5. Lovezahlen, Auflastzahlen und Drehimpulsbilanz

5-1 Love- und Auflastzahlen

Fiir beliebiges, aber festes R hingen die Verschiebungs- bzw. Potentialkoeffizienten 7; ,,,, 5;,,, und 6w ,,, linear
von den Koeffizientenfunktionen El(lgl(s), 61(2721(5), 61(3721(5), 61(14721(5), ¢in,(s) und &2 (s) ab, deren Losungen im
letzten Abschnitt hergeleitet wurden. Diese Funktionen wiederum sind den Lastpotential- bzw. den Zentrifugal-
potentialkoeffizienten proportional. Es muss daher moglich sein, die Funktionen 7 ,,, S;., und 61wy, direkt als
Linearkombinationen der Lastpotential- bzw. der Zentrifugalpotential-Koeffizienten darzustellen. Im Allgemein-
fall, also fiir eine Erde mit dreidimensionaler Verteilung von Massendichte und Viskoelastizitéitsparametern, ist
fiir den Lastfall eine Darstellung in folgender Form moglich:
Swim (R, s) = (14Kt (R,s))o0Le4(R, s)

l,m;n,p

_ 1 - = D
it (Ros) = —Hinh (R, 5) 00,57 (R, o) (5-1)

§Last R,S 1 - B B
A B L pran g ) suket(R, )
l(l + 1) YE 77 ’

)

Eine analoge Darstellung ist fiir eine Anregung durch ein Zentrifugalpotential denkbar. Die “Verhéltnisfunktionen’
H fﬁlfflﬁp(}_{, s) usw. sind nur von den Parametern des Erdmodells, nicht von der Anregung abhiingig, so dass

eine klare Trennung zwischen Anregung und Systemeigenschaften erreicht werden kann. Schreibt man die Glei-

chungen in Matrix-Form, so sind fiir den Allgemeinfall die Matrizen H LaSt(R, s) usw. vermutlich voll besetzt.

Fiir den Fall der rotations-sphéroidischen Schichtung hidngen — wie sich im letzten Abschnitt gezeigt hatte —

die StorgroBen der linken Seite nur von den anregenden Potentialkoeflizienten vom selben Grad sowie von zwei

Graden hoher und niedriger ab. Die Hauptdiagonalelemente sind im iibrigen von der Normierung der Kugel-

flachenfunktionen unabhéngig, fiir die restlichen Elemente gilt das nicht mehr.

In der Geodisie werden in der Regel nur die Gleichungen fiir Rg (also fiir die Groflen an der Erdoberfléche)

bzw. das Potential-Inkrement im Auflenraum benttigt. Wir benutzen in der vorliegenden Arbeit eine etwas

modifizierte Darstellung, die sich wiederum auf die Eingangsgrofien ézl(LaSt)(o) bezieht:

m
ke . © (Last)(0) (Last)(0) (Last)(0)
mo_ ,m 7L(0 7L ~v1(Last)(0 ) 7L ~v1(Last)(0 1—2 7L ~vl(Last)(0 142
RET T RO + (k" + 0kima) 6y, RE + 6kimu—2C 5, Re ™ +0kimat2Cs,, Ry +
(k3 + 6kF i) Ryl 7" b1
— (iLL(O) + 5iLLm< ) ~U as 6;’ZLm - ~U as _ 6;’ZLm ~U as
) = P M) s g, Hica gagrenoo pie , Mot gaguectio gz,
BRI 4 shT .
+( 2 . 2, n,2) RQEagt)yln(ZﬂLt)él,Z
E
_ SL(0 5 5 5
s.m(Re) © 4 51 i) z01(Last)(0) ol Sl st Fo1(Last)(0) pi—2 I igo Fu1(Last)(0) pi+2
- - T Cl,m E + 1—2,m E + T 1+2,m E +
(l+1) E E
[
+( 2 = 2, 72)R2E62’:]51(Z6nt)5l,2
E

(5-2)

Durch diese Gleichungen sind implizit die dimensionslosen Verhéltnisfunktionen l;lL(O) usw. definiert. Die Verhélt-

nisfunktionen l;lL(O) heiflen Auflastzahlen, l;lT, fL;‘F heiflen Lovezahlen, l~lT heiflen Shidazahlen zu Ehren der Phy-
siker, die den geschilderten Formalismus im Zusammenhang mit den Gezeitendeformationen einer elastischen
Erde eingefithrt hatten (A.E.H. Love (1909, 1911), T. Shida (1912), T. Shida and M. Matsuyama (1912)).
Der obere Index “T” bei I;2T ist eine Abkiirzung fiir “tidal”. (Das Zentrifugalpotential besitzt — abgesehen vom
0,0-Term — formal die Gestalt eines Gezeitenpotentials.) kI ist die Love-Zahl k vom Grad 2 aus der Theorie der
Gezeitendeformationen. Die hier eingefiihrten Verhéltnisfunktionen sind vom Laplace-Parameter s abhéngig.
Die Beziehungen (5-2) sind nur im Laplace-Bereich, nicht im Zeitbereich giiltig: Bei Transformation in den Zeit-
bereich ergeben sich Faltungsintegrale (siche Anhang C), die Verhiltnisfunktionen iibernehmen dort die Rolle

von Faltungskernen. Die Auflast- und Lovezahlen 0-ter Ordnung héngen nur vom Grad, nicht von der Ordnung
ab.
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Wihrend die Definition der Love- und Lastzahlen nullter Ordnung standardméifig in dieser Weise erfolgt (im

vl(Last)(O)

sphérischen Fall ist es beispielsweise gleichbedeutend, ob man sich auf die Koeffizienten a, oder auf die

Koeffizienten cvz(LaSt)(O) bezieht), wird die Definition fiir die “StorgréBen” ok "y USW. TIUT als Konvention in der
vorliegenden Arbe1t verwendet. Den so definierten Storgrofien lasst sich nicht ohne weiteres eine physikalische

Bedeutung zuordnen: Die Koeffizienten clA beziehen sich auf Kugelfunktionen, die Koeffizienten cfl(LaSt)(O)

dagegen gleichen bis auf einen Faktor den Lastkoeffizienten AKym, welche die Last auf der Oberfléiche des
Sphéroids darstellen.

Anmerkung5-1 :

Bei der Bestimmung der Lastzahlen l;:le aus den Losungen der Gleichungssysteme des Kapitels 4 sind noch Umrechnungen

'ul(n) ~v2

durchzufiihren. Aus der Losung der Gleichungssysteme gehen zunéchst die Koeffizienten ¢, ¢ W(l") der &uflersten

vl(La.st)(O)

Schicht hervor, die linear von ¢; usw. abhéngen:

é;U71,f7L)RiE _ le(O) ~111(Last)(0)Rl + 5fl L 2~v1(La.st)(0)RL 2 d};’[L’,”i;lé;;(lLast)(O)Rl + 6fl S ~;)i(L::t)(O)RlE+2+

+fT1(O) ~'U1(Zent)R2 (5 + 5f2 S 2~'u1(Zent) R% 5l,2

2m

~w2(n)R (1+1) _ flL2(O) ~111(Last)(0)Rl + 5fl . 2~v1(La.st)(0)Rl 2 + (5f ~v1(La.st)(0)RL + 6fl l+2~v1(La.st)(0)RlE+2+
m; m;

lm lm l2m ymllm l+2m

+fT2(O) ~v1751Zent)R2 L2+ 5f 2 2~;1757(Zent)R2E 5l,2

(5-3)
Setzt man diese Beziehungen in (3-107) ein, so ergibt sich
~vA(grav)
Cl,m #L1(0) ~v1(Last)(0 ~v1(Last)(0 ~v1(Last)(0 ~v1(Last)(0
TR = © zn(L VO Ry 4+ 6 fl o i O R 4 6 & VO Ry + 61 428 zi(zmt)( 'R+

+fL2(O) ~111(Last)(0)RL + 5fl 2 2~v1(La.st)(0)Rl 2 + (5f ~v1(La.st)(0)RL + 6fl 2 il ~111(Last)(0)RlE+2+

I,m lm G 2,m 1,m;1€ I,m 1+2,m

+(f2Tl(O) + 6'](21?71"”2 _ 1)~'U1(Zent)R2 6 L2+ (fTZ(O) + 6f )~'U1(Zent)R2 61,2_

2m

2
_—36\/5 2L+ 5)C(L, 2,1+ 2;m, 0) f 11V eV O R 4 (21 + 1)C (1, 2,1,m,0) f O DO Rl
+(20 = 3)0(1, 2,1 — 2;m, 0) 50 ¢ FesD O Rl } - 3‘3\’/5550(2 2,2;m,0)(f; @ — 1)& 7 RE 61

2,m Com
(5-4)
Durch einen Koeffizientenvergleich zwischen (5-2) und (5-4) unter Beachtung von (3-122) und (3-123) lassen sich die
Auflast- und Love-Zahlen als Kombinationen der Lésungen der unbekannten Koeffizienten darstellen:

1+kL(O) f”-lLl(O) +flL2(0)

2

7L _ FL1 FL2 _ €E _ L1(0) I+2
5kl,m;l72 - 5fl,m;l72 + 6fl,m;l72 3\/5 (21 S)C(l7 27l 2 m 0)( 2l 4 1)

kb = OfEL 4+ 0fE2, — ZE (21 + 1)C(1,2,1;m, 0)(FF1© — 2,

1,m;l I,m;l Lym;l — 3\/5 ) Oy 2l+1

7L FL1 FL2 ¢k i) _ L+2 (5-5)

Okl a2 = Ofimuse +0fimute — 3—\/5(2[ +5)C(1,2,1 4 2;m, 0)(f5 5 20+ 1)
]}Z"(O) — szl(O) + f'zT?(O) ~1
kT o = OfF ko + 052, — 3\—[50(2 2,2:m,0)(f7" —1)

Es ist hier zu beachten, dass sich die Lastzahlen k ', ebenso wie die Lovezahlen k ., hur auf das Deformations-

potential, nicht auf das gesamte inkrementelle Potentlal beziehen. Die Koefﬁmenten & om vA(grav) Ry (1) beziehen
sich auf das inkrementelle Gravitationspotential im AuBlenraum, welches sich aus dem Lastpotentlal und dem
Deformationspotential (induziert durch Lastpotential und Zentnfugalpotentlal) zusammensetzt, also das Zen-

trifugalpotential selbst nicht enthélt. In der Darstellung der Auflenraum-Potentialkoeffizienten c}’A erscheinen
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daher noch die Lastpotentialkoeffizienten Efi(lLaSt)

h E?;SLGS)&)(O)

. Wir driicken diese noch mit Hilfe von (3-122) und (3-123)

durc aus, so dass in der ersten Gleichung von (5-2) nur noch die letztere Art von Lastpotentialko-
effizienten erscheinen:

6’UA ~ ~ ~
% = (1 + 6gll:m;l + le(O) + 5kll,/m;l)6z),17(zl/a5t)(0) RlE’ + (5gll,/m;l—2 + 6kll,/m;l—2)&;)i(21,‘7(:15t)(O)Rg2+
E
00 2+ Ok )8 " RE? + (4 0k 0) R3S 612
mit
2 1 +2)(20+5) (5-6)
SgE 1= —E_O(1,2,1 4 2m, 0) L 2DELED)
gl,m,l+2 3\/5 (7 ) + ;m, ) 2l+1
Sk b C(1,2,1;m,0)(1+ 2)
g = - 5 &y b3,
gl,m,l 3\/5
e2 (1+2)(2l-3)
dgk = ——LEc1,2,1-2;m,0)———
gl,m;l—2 3\/3 (7 ) ym, ) 20+ 1
Die Verhéltnisfunktionen gfm, die somit die Beziehung zwischen 6Z1£La5t)(0) und EZ%LG“) herstellen, sind von s
unabhéngig.

5-1.1 Riicktransformation der Lésungen in den Zeitbereich; Grenzwerte und Spezialfille

Fiir die folgenden Betrachtungen, die nur das zeitliche Verhalten der Losungen betreffen, beschréanken wir uns
auf einen einzigen Term der Gleichungen (5-2), ohne diesen néher zu spezifizieren:

ePel (s) =: k(s) &F%(s) (5-7)

Wir nehmen im folgenden an, dass zur Zeit t = 0 das anregende Potential ebenso wie das induzierte Deformati-
onspotential noch gleich 0 ist. Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt mit Hilfe des Faltungssatzes (siehe
Anhang C):
t
Dol (1) = / Kt — )ePe(t')di! (5-8)
0

Die Zeitfunktionen k(¢ — ¢') klingen mit zunehmender Zeit gegen 0 ab.

Zur Interpretation des Faltungsintegrals sei angenommen, dass der anregende Potentialkoeffizient c¢(t')
zunéchst gleich 0 sei, zu einem Zeitpunkt ¢y auf den Wert C' springe und im weiteren Verlauf dann unverédndert
bleibe:

cFrety =C-H(t —to)
(H bezeichnet hier die Heaviside-Funktion.) Fiir diesen Fall muss allerdings die Stérung durch die Trigheits-
kréfte aufler Betracht bleiben, da diese im Fall der Heaviside-Anregung nicht beschriankt bleibt.

Die Losung lautet fiir diesen Spezialfall
t
cPel(t)y =:C / k(t —t')dt (5-9)
to

Das bedeutet physikalisch: Die Anderung des anregenden Potentials zum Zeitpunkt ¢y bewirkt nicht nur eine
Anderung der Losung zum selben Zeitpunkt, vielmehr verédndert sich die Losung immer weiter, obwohl das
anregende Potential im weiteren Verlauf konstant bleibt. Zwei Grenzwerte sind von besonderem Interesse:

t t
L . oy A ! / -
kp o= lim k(= t)dt = dim [ k()2 (5-10)
to 0
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heiBt elastische Lastzahl. Sie charakterisiert die momentane Anderung der Losung (die infolge einer gleichzeiti-
gen, nicht: zu einem fritheren Zeitpunkt eingetretenen Anderung der Anregung auftritt).

t [o¢)
kp = lim [ k(t—t))dt' = /k(t’)dt’ (5-11)
t() 0

heifit fliissige Lastzahl. Sie charakterisiert das asymptotische Verhalten der Losung fiir ¢ — oo, wenn die Anre-
gung konstant bleibt.

In Kapitel 4 haben wir das Verhalten der Koeffizientenfunktionen &l(}%(s), cﬁi(s), 01(3731( ), cl(ﬂl(s), ¢in,(s) und

c}”% (s) als Funktionen des Laplace-Parameters s untersucht. Analog dazu ergeben sich auch fiir die Love- und

Lastzahlen Darstellungen von der Form

(5-12)

_k0+z

(1) k(2) ‘|
J

_53 (s — ;)

(Bei den 6¢Pe"™ tritt zusitzlich ein zu s proportionaler Term auf, der durch die in der Coriolis-Kraft eingehende
Geschwindigkeit hervorgerufen wird; Terme mit quadratischen Polstellen erscheinen nur bei den 60(0).)

Anmerkung 5-2 : Wie erwiihnt kommen die quadratischen Polstellen durch die Stérungsrechnung zustande. Es darf
vermutet werden, dass es sich tatsidchlich um zwei nahe beieinanderliegende Polstellen handeln sollte. Beispielsweise gilt
in linearer Néherung

c d Nc+d+c(a—so)+d(b—so)

~ falls a =~ b ~ s¢.
s—a s—b s—sp (s —s0)? alls a 5o

Riicktransformation von (5-12) und (5-7) in den Zeitbereich ergibt

Sl ) )
k(t) = kod(t) + > {kj exp(s;t) + k; texp(sjt)}
i=1

(5-13)
et (t) = kocPre(t) + 2 [k“) Jexp(s;(t —t'))eE=e(t)dt’ + &V f exp(sj(t—t))cE“(t’)dt’}

j=1

Dies sind die bereits angesprochenen Faltungsintegrale.

Setzen wir wieder eine Anregung der Form c¢E%¢(¢') = C - H(#' — to) voraus, so finden wir fiir die Losung

X k(l) £
eI (t) = CH(t —to) Cho+ D [ === (1 — exp(s;(t — t0))) + ~-[exp(s;(t — 10))(s(t — to) — 1) +1]
j J J
(5-14)
Daraus geht hervor, dass weniger die Grofien k;l), k](?) als vielmehr —k;l) /s; und k§2)/ s? als die Amplituden
der Relaxationsfunktionen zu betrachten sind. Diese Gréfien sind im iibrigen (im Gegensatz zu den kj(-l), k§-2))
dimensionslos.
Fiir die Grenzwerte folgt mit den Definitionen (5-10) und (5-11) und wegen s; < 0
k(l) k(2)
kg =ko und  kp=ko+ Z (5-15)
s
Damit haben wir folgenden Satz gezeigt:
Satz 5-1 :
Fiir Last- bzw. Love-Funktionen von der Form (5-12) gilt:
kg = lim k(s) kp = k(s =0) (5-16)
|
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Wird eine Heaviside-Anregung auf den Korper aufgebracht, so springt also das Deformationspotential instantan
auf den durch die elastische Last- bzw. Lovezahl implizierten Wert und néhert sich dann quasi-exponentiell dem
der fliissigen Last- (Love-) zahl entsprechenden Wert an.

Die fliissige Lovezahl liisst sich fiir die einzelnen Fille aus physikalischen Uberlegungen vorhersagen. Da geméi8
dem Maxwell-Modell die Scherspannungen innerhalb eines Korpers bei konstant gehaltener Verschiebung asym-
ptotisch gegen 0 gehen, wird sich bei konstant gehaltener Anregung das hydrostatische Gleichgewicht wieder-
herstellen. Fiir den Lastfall bedeutet das, dass die Last so lange weiter in den Korper einsinkt, bis sie das
verdringte Material gleichsam vollig ersetzt hat. Daraus folgt zunéchst fiir die Lastzahlen

L(0
kl;}(?‘) =-1 5kll,/m;l72;F + 5gll:m;l72; =0 6kll,/m;l;F + 5glel =0 5kll,/m;l+2;F + 6g£m;l+2 =0 (5_17)

Fir den Gezeitenfall bedeutet das hydrostatische Gleichgewicht, dass die materielle Erdoberfléche vollsténdig
der gestorten Aquipotentialfliche folgt, die sich aus der Formel von Bruns errechnen liasst. Es gilt also

1+ kW — bl =0 (5-18)
Diese Gleichungen konnen als Kontrolle fiir die Modellrechnungen benutzt werden.

In der Literatur — besonders im Zusammenhang mit Gezeiteneffekten — ist héufig von komplexen Lovezahlen
die Rede. Dabei wird bereits eine spezielle Art der Anregung vorausgesetzt, ndmlich durch ein periodisches
Gezeitenpotential. Wir beschrinken uns hier auf einen einzigen Anregungsterm und auf “sphérische” Love-
Zahlen: Sei

cFre(t) = Cexpliwt’)  k(t) = kgd(t) —I—Zk exp(s;t) (5-19)

mit einer beliebigen Kreisfrequenz w. Einsetzen in (5-8) und Integration ergibt:

J k J k
Def(t)y = C J ) + Cexpliwt) kg — Y —2—
L) = € 5 el + Compli) ke = 30T
(5-20)
T (s +iw) , ZJ kjs
= CJ; kjs%—ki(,uz eXp(S]t) + Cexp(lwt) kE — m W E 52 + w2

j=1

Der erste Ausdruck beschreibt einen transienten Einschwingvorgang, der zweite eine rein periodische Bewegung.
Die Verhéltniszahl

J J
g (s7 +w2 Zl f—i—w? (5-21)

soll hier als frequenzabhingige Love-Zahl bezeichnet werden. Dieser Fall der periodischen Anregung ist insofern
eine Ausnahme, als hier das resultierende Potential auch im Zeitbereich als Produkt von Love-Zahl und anregen-
dem Potential erscheint. Die frequenzabhingige Lovezahl ist offensichtlich komplex. Das bedeutet physikalisch,
dass die Antwort des Systems eine Phasenverschiebung 3 zur Anregung aufweist, fiir die gilt

S S L
=L R )
tan 8 = (5-22)

T ks
kE'_ )
BT

Anmerkung 5-3 :

Im Gezeitenfall lasst sich § auch geometrisch interpretieren: Der Phasenverschiebung 3 entspricht eine Zeitverschiebung
At = (B/w zwischen dem Maximum der Anregung und dem Maximum der Systemantwort (in einem beliebigen, aber
festen Punkt der Erdoberfliche). Betrachten wir die Gezeitenanregung nur eines einzigen Himmelskorpers, so ist ein
Maximum erreicht, wenn der Himmelskérper im Meridian des Aufpunktes steht (obere Kulmination). Die Systemantwort
(Gezeitenwulst) erreicht das Maximum um At = —f/w spiter. Wihrend dieser Zeit hat sich die Erde um AX =
QAt = —3Q/w weitergedreht. A ist also der Langenunterschied zwischen Himmelskérper und Gezeitenwulst. Dieser
Langenunterschied verursacht ein Drehmoment, das der Erddrehung entgegengerichtet ist und diese verlangsamt.
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Im Fall einer Gezeitenanregung treten tatséichlich Terme auf, die proportional zu exp(iwt) sind: Die komplexen
Gezeitenpotential- Koeffizienten enthalten die Faktoren exp(im(A — Apr)), wobei die geographische Linge A g
der Himmelskorper nahezu linear mit der Zeit abnimmt. Bei den Lastpotentialkoeffizienten sind dagegen eher
Terme der Form

cEee(t') = C cos(wt') (5-23)

zu erwarten (man denke an jahreszeitlich wechselnde Auflasten oder an den Zyklus der Eiszeiten). Fiir diesen

Fall erhélt man
J

cPelty=cC Z k; 287]2 exp(s;t) + Clky| cos(wt + B) (5-24)

sS4 4+ w
j=1 J +

5-2 Der inkrementelle Triagheitstensor und seine Beziehung zum inkrementellen
Gravitationspotential

Bekanntlich ldsst sich der Tréagheitstensor eines Korpers teilweise aus den Koeffizienten seines Gravitationspoten-
tials im Auflenraum rekonstruieren. Insbesondere diejenigen Komponenten des inkrementellen Tragheitstensors,
die in der linearisierten Drehimpulsbilanz auftreten, lassen sich mit den Koeffizienten des inkrementellen Gra-
vitationspotentials im Aulenraum darstellen. In Abschnitt 3-6.4 hatten wir die folgende Integralformel fiir die
Koeffizienten des Auflenraumpotentials benutzt:

l

R
i =g [ 50(Xe) s Vi (e, 00) ¢Xg (5-25)
Erde

Die Komponenten des Triigheitstensors sind andererseits durch (2-137) gegeben. Sie lauten dargestellt als Inte-
grale iiber die Stérdichte multipliziert mit Kugelfunktionen:

§Juu= [6o(A, @ R)(Y?+ 2% d®°X = [So(A,®, R)R*(cos® @ sin® A + sin® @) d°X =

2 1. 1. .
= f5g(A, ¢7R)R2[§YO,O + WEYZ’O - E(Yz,z + Y5 o) d’X
§Jaz = [bo(A, @, R)(X?+ Z°%) d*°X = [d0(A, @, R)R*(cos® @ cos® A + sin® @) d°X =
2 2 1 * 1 * * 3
= I(SQ(./L @'7 R)R [gYo,o + ngfg’o + E(YZZ + ng,g)] d X
§Jss = [6o(A, @, R)(X*+Y?) d’°X = [S0(A, @, R)R? cos® ® d*X =
= f5Q(A: <I)71“‘)'»)]%2[51/—0,0 - WgYZO] d°’X (5-26)
Sha = [\ B RXY X = L / So(A, B, RYR®[Y7s — V5 _a] dX
=~ [N B R)YZ PX = / So(A, @, RYRA[Y) + Y5 _,] d'X
Sha =~ [SaABRXZ PX - / So(A,®, RYRE(YS, — V5] d°X

Durch Vergleich von (5-25) und (5-26) lassen sich die fiinf Kugelfunktionskoeffizienten zweiten Grades al-
le als Linearkombinationen der sechs Tragheitsmomente darstellen. Dies gilt sowohl fiir die hier dargestellten
Storgrofen als auch fiir die Groflen O-ter Ordnung. Die Inversion gelingt i.allg. nur fiir die Auerdiagonalelemen-
te des Trigheitstensors. (Die Hauptdiagonalelemente des inkrementellen Trégheitstensors lassen sich ebenfalls
durch die Kugelfunktionskoeflizienten zweiten Grades darstellen, falls die Entwicklung der Stordichte in Kugel-
flichenfunktionen keinen Term nullten Grades enthélt. Diese Voraussetzung ist bei inkompressiblen Erdmodellen
tatséichlich erfiillt. Nidhere Erlduterungen hierzu finden sich in E.Grafarend et al. 2000).
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Durch Vergleich von (5-25) mit (5-26) folgt insbesondere

1 /5., . 1 /50, v
6J1g = E\/;[Cg’? - C2A_1] 0Ja3 = Z;\/g[czﬁ + 027{1] (5-27)

Dies sind die MacCullagh-Gleichungen fiir komplexe Potentialkoeffizienten. Fassen wir die Komponenten §J13, dJ23
zu einer komplexen Grofle §J := §J13 + idJ23 zusammen, so folgt

1 /10 ,
6J = —5\/302“‘,1 (5-28)

Wir benutzen schlielich die angegebenen Formeln dazu, einen Ausdruck fiir die fliissige Love-Zahl k2T r herzu-

leiten. Bezeichnen wir mit V( ) den Kugelfunktionskoeffizienten des Gravitationspotentials im Auflenraum, so
findet man durch Vergleich von (5-25) mit (5-26):

(A) J11+J22) g
Voo =——== | J: ——= | =—==(C—-A 5-29
L C L -4 (529

Wir kénnen den 2,0-Term des ungestorten Zentrifugalpotentials als eine gezeitenartige Anregung verstehen, die
bereits unendlich lange Zeit wirkt (im Grundzustand herrscht ja hydrostatisches Gleichgewicht); der 2,0-Term
des Gravitationspotential wire demnach der fliisssige Grenzwert des Deformationspotentials. Es gilt also geméf
(5-11) und (5-2) (wobei hier nur “sphirische” Terme beriicksichtigt werden):

T QQ

VA = R = T
2,0 E 2,F3\/g \/g

(C — A) (5-30)

Damit folgt fiir die fliissige Love-Zahl k2T JoN

3g(C - A)
bar = “pror (5-31)
Dieser Ausdruck kann — wie auch (5-18) — zur Kontrolle der gefundenen Losung IEQT (s) benutzt werden. Setzt
man in die Losung s = 0 ein, so muss sich (5-31) ergeben.

5-3 Berechnung der inkrementellen Rotation aus der Drehimpulsbilanz

Mit Hilfe des in Abschnitt 5-2 hergeleiteten inkrementellen Trégheitstensors setzen wir nun die linearisierte Dreh-
impulsbilanz in ihrer komplexen Form (2-278) zusammen. Wir beschrinken uns hier auf die Polbewegung bzw.
-wanderung. Da wir die Auflast bei den Verdnderungen der Trigheitsmomente beriicksichtigen, verschwinden
die #uBeren Momente (siche Abschnitt 2-9.3). Wir ersetzen das komplexe Trigheitsmoment 6.J in (2-279) mit
Hilfe der MacCullaghgleichung (5-28) sowie (5-6):

3
[As — i(C — A)Q ]m_[s+m]Rg J 30 L4 O 4 6 o + 00k 0)8 GO RE+

+(5k2 14+ 095 )NZI(LaSt)(O)RAL ];QTRZE@i(lzent)

(5-32)
Hierin ist der Koeffizient des inkrementellen Zentrifugalpotentials 62U1(1zent) geméf (3-67) seinerseits von m
abhéngig. Wir setzen diesen Ausdruck ein und fassen die Glieder mit 7 zusammen. Damit lautet die Drehim-
pulsbilanz

~ R3,0? R3 /10 ~ v1(Las
[As —i(C — A)Q+ kL (s +iQ) gg Jin = [s + 9] =% B . {(1 Fhy O g sgk 4 okE L )as e O R 4
5k o+ Sak - ~'ul(LasiE)(O)]%4
2,-1;4 92,-1;4)C4,—1
(5-33)
Wir benutzen folgende Abkiirzungen:
C—-A 3Agor  3g9(C — A)
A T ORLO8 R%,02
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Dabei ist o die bekannte Euler-Frequenz der Polbewegung einer starren Erde, die bei etwa 27/304d liegt. k%
ist die flissige Love-Zahl, die sich als asymptotischer Wert der Love-Zahl kI fiir s — oo ergibt (siche Abschnitte
5-1.1, 5-2). Damit lautet die Drehimpulsbilanz

kT og R . V300E
T 0 E (s +iQ)]m = (s + ZQ)ikERQEgg

[s —iop + {(1 + k2L(—01 o T 592 —1;2 )wuﬁaﬂ)(o)R%"’

7L 0 5 ~'U1 Las 0 Rz

5-3.1 Die ungestorte Losung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Losung der Drehimpulsbilanz in nullter Niherung. Paradoxerweise geht
hierbei iiber die Differenz des polaren und dquatorialen Tragheitsmomentes die Erdabplattung ein; ebenso wird
die inkrementelle Zentrifugalkraft beriicksichtigt, die bei einer sphérischen, nichtrotierenden Erde gar nicht
auftreten wiirde. Andererseits wird der Einfluss der Erdabplattung auf die Love- und Lastzahlen vernachléssigt.
(Wir verzichten in diesem Unterabschnitt auf die oberen Indices (©).)

Ziel ist es, Gleichung (5-35) nach 7 aufzulésen und eine Partialbruchzerlegung analog zu derjenigen fiir die
Deformationskoeffizienten durchzufiihren. Wir benutzen dazu die im Abschnitt 5-1.1 erlduterte Darstellung fiir
die Love- und Auflastzahlen:

LT T J k2T,j L _ 1L kL
ky =kyp+ X2 ) kS = kfp+ Z 7(2) (5-36)
les—sj gls—sj
Fiir die fliissige Love-Zahl ergibt sich aus (5-36)
Ny - Y
Kb o=kl p =kl p - % und k3 —kp =) —2 5 (5-37)
j=195; =1 sj(s — 55 )
Aus der linken Seite der Drehimpulsbilanz wird damit
kL op kEQ+opk] 5 2 21 iq) 1
[s —iop + —= (S—l—iﬂ)]ﬁl: s—————— |1+ . m=
ki Q kEQ ;sz) kTQ—i—o k3 g) (8—85-2))
(5-38)
ELQ + UEkQTE
= s———=—=|1+1
GO ;;_S

Wir haben dabei die folgende Abkiirzung benutzt:

JEkQTJ-(Q - is;2)) ~ opk] ;

35-2) (k£ + opk] ) s(-z)kg

Tj =

Der Ausdruck in der eckigen Klammer muss als Bruch dargestellt werden, damit m in Partialbriiche zerlegt
werden kann:

<
T [[jen
-
VA
|
btn
N~—
Mk

) ) ) ﬁ(s—sq) £(s) ﬂ(S—aj)
1+iz i = =% = (5-39)
(s = 55) [Is=s)  I6-57)

Q
I
®
|
o
—

I
-

J

Die Nullstellen des Zahlers a; miissen hierbei numerisch bestimmt werden. Dabei stellt sich heraus, dass von
diesen J Nullstellen J — 1 nahezu rein reell sind, wéhrend bei genau einer der Nullstellen der Imaginérteil
iiberwiegt. Vermeersen and Sabadini (1996) zeigen, dass diese ausgezeichnete Nullstelle in sehr guter Nidherung
durch
J
>
in —i Z T (5-40)
Z i=t

J

ap, =
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berechnet werden kann. Der Imaginérteil dieser Nullstelle ist in guter Naherung
ogk; ;
oo ==y (5-41)

Das ist die Chandler-Frequenz, also die Resonanzfrequenz der periodischen Polbewegung des Erdkorpers, deren
experimentell bestimmter Wert bei 27/430d liegt (ein Modellwert fiir o¢y, findet sich im néchsten Abschnitt,
worin auch die Last- und Love-Zahlen fiir ein 5-Schichten-Erdmodell angegeben sind).
Gendherte Werte fiir die restlichen J — 1 Nullstellen a; lassen sich aus der Gleichung

. J
> Re(a;) [[(s —s4) =0 (5-42)
j=1 q#j

gewinnen. Die Nullstellen der letzteren Gleichung sind alle reell. Damit sind N&herungen a§0) fiir alle J Null-
stellen a; bekannt, die beispielsweise durch eine Newton-Iteration

af ™ =af? — f(a?)/ (e (5-43)
verbessert werden konnen.

Auflosung der Drehimpulsbilanz (5-38) nach m ergibt mit Hilfe von (5-39):

V300Eg (s 4+ iQ) j=1 = 1\ ~v1(Last)(0)
m = (14 k3)cy R%, (5-44)
REQC(KEQ + opk] ) s I_I[ s a) 2,~1
j=1

Wegen
@) L LoL P @)
(s —sq )(1+k2;E)+ Zk2;j [I1(s—s4")

<

(1+ k) == T (5-45)
I1 (s~ s¢”)
g=1
folgt die Partialbruchzerlegung
/an )
~ 30 2 L2 ! A(2 ~v1(Last)(0
=gy A+ Y L GO R (5-46)
FE j=1 J
mit
J 2 7 J 2
. 5(a; +iQ) 1‘[ — s + k& (ay)) iopQ(1+ kxp) ] 5
AD — or(1+kap) 4@ _ q=1 La— — a=1 0
(kpQ+opkyg) 7 J
' (kITQQ"‘UEk{E) a; H(aj — agq) (k£Q+UEk{E) H Qq
q#j q=1
Beim Modell mit viskoelastischer Lithosphére ist k2L p = —1, mithin L, = 0.
Die Ausdruck in der eckigen Klammer in (5-46)
@ J A(2)
ELP = A -
+ Ly Z p— (5-47)

ist dimensionslos; er bildet offensichtlich das Analogon zu den Love- und Last- Zahlen fiir das Inkrement des
Drehvektors. (Leider wurde fiir diese Verhéltniszahl offenbar noch kein Name eingefiihrt.) Der negative Vorfaktor

V30

G0 TR

(5-48)

besitzt die Dimension sec?/m?, also die reziproke Dimension des Potentials. Es handelt sich dabei gerade um den
Faktor, der 021(Zem)R2 in m uberfuhrt Die GroBe kLT ist also gerade die (Laplace-artige) Verhiltnisfunktion
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zwischen dem Lastpotential und dem inkrementellen Zentrifugalpotential der Ordnung -1, das aufgrund der
direkten und indirekten Anderungen des Trigheitstensors infolge der Last entsteht, wobei selbstverstindlich
wieder die Abwesenheit von Drehmomenten vorausgesetzt wird.

'ul(Last) R2

Anmerkung 5-4 : In der geophysikalischen Literatur wird 7 anstatt auf ¢, hiufig auf die “Anregungsfunktion”

Lo i(si)sgtest i(s—|—iQ)\/—

QD(S) = AO‘E = kTRZ Q3 (1 + kg )RE~U1(La.st) (5_49)
F YE

bezogen. Dabei handelt es sich um eine abgeleitete GroBe, die mit den Anderungen der Haupttrigheitsachsen in Bezie-
hung steht, vgl. (2-145). Nachteilig ist aber, dass eine zweite Partialbruchzerlegung notwendig wird, wenn man auf die
Eingangsgrofe c”l(LaSt)RE iibergehen will.

Betrachten wir wieder die Wirkung einer Heaviside-Last (also den Fall, dass der Lastpotentialkoeffizient zur
Zeit top momentan von null auf einen im weiteren Zeitverlauf gleichbleibenden Wert springt); wir beschriinken
uns dabei auf den Lastpotentialkoeffizienten vom Grad 2 und der Ordnung -1. Die Uberlegungen, die wir in
Abschnitt 5-1.1 beziiglich der Verhéltniszahlen (dort: der Love- bzw. Last- Zahlen) angestellt haben, lassen sich
hier ebenfalls anwenden, da die “Moden” a; jeweils einen negativen Realteil besitzen.

Nehmen wir an, zur Zeit ¢ty werde eine positive, nahezu punktformige Last auf das nérdliche Halbsphéroid und
zwar auf den 0-Meridian des Koordinatensystems aufgebracht. Der Lastkoeffizient c”l(ﬁaSt)(O) ist in diesem Fall

rein reell und positiv. Der “elastische Grenzwert” der inkrementellen Rotation wird durch die Verhéltniszahl

RLP = AP = - 2B
E 0 (kIQ + okl )

(5-50)
charakterisiert. Multipliziert mit dem Faktor G erhélt man eine reelle, positive Konstante. Daraus folgt, dass
das “elastische” Rotationsinkrement mpg reell und positiv ist, der Rotationsvektor also in x-Richtung, d.h. zur
Last hin abgelenkt wird.

Der Chandler-Term GqApr, /(s — anr,), dem im Zeitbereich die Funktion GqAng, /an, (exp(anr, (t — to)) — 1)
entspricht, lédsst sich als “geddmpfte Kreisbewegung” interpretieren: das Argument der Exponentialfunktion
ist komplex mit stark tiberwiegendem Imaginérteil und negativem Realteil. Der “fliissige Grenzwert” (also der
Grenzwert fiir t — 0o) des Chandler-Terms ist

5-51
ocnkk ( )

kéﬁ,F = _AMo/aMo ~
Multipliziert mit dem Faktor Ggq ergibt sich ein tiberwiegend reeller Wert mit negativem Realteil; er charakte-
risiert den Symmetriepunkt der Chandler-Bewegung, der somit genéhert auf der negativen z-Achse liegt (also
auf der Seite, die der Last abgewandt ist). Er ist betragsmifig viel grofier als der elastische Grenzwert. Die
Anfangs-Amplitude der Chandler-Bewegung ist proportional zu |Go (k5" — k&} p)| = |GakE), p)l-

Die Chandler-Bewegung wird iiberlagert durch die iibrigen Bewegungsanteile GQAg»z) Jaj(exp(a;(t —to)) — 1),
bei denen die Exponentialfunktionen iiberwiegend oder rein reelle (negative) Argumente besitzen. Diese Bewe-
gungsanteile lassen sich somit als séikulare bzw. Polwanderungsterme interpretieren. Der fliissige Grenzwert der
Gesamtbewegung

J
KEP .= kEP — Z Aj/a; (5-52)

ist ebenfalls nahezu reell mit positivem Realteil und betragsmaﬁlg nochmals deutlich grofler als kCh - Multi-
pliziert mit dem Faktor Ggq erhélt man wieder einen negativen Realteil. Tatséchlich bewegt sich also der Pol
siikular von der Last weg (vgl. hierzu die Abbildung 13.5 aus K. Strobach (1991), die wir in Abschnitt 1-3
wiedergegeben haben). Vielleicht aus diesem Grund wird manchmal anstelle des Ausdrucks “Polwanderung”
auch “Polflucht” gebraucht. Fiir die “fliissige Verhéltniszahl” k5P ergibt sich im iibrigen nur deshalb ein von 0
verschiedener Wert, weil es geméf (5-38) moglich war, aus der linken Seite der Drehimpulsbilanz einen Faktor s
abzuspalten. Andernfalls wére wegen k:2L p+1 =0 der fliissige Grenzwert der inkrementellen Rotation gleich null.

Wir leiten noch eine alternative Darstellung von k&P her, indem wir in der Gleichung (5-44) den Grenziibergang
s — 0 durchfithren. Wegen des Faktors s, der im Nenner der rechten Seite dieser Gleichung auftritt, wenden wir
die Regel von L’Hospital an:

L+kE K
52

s—0
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Damit folgt

I1s;

V30 ; k) |(Last
li 5 - Y77 i _J R2~’U(as) —0
Sl_r}I%J m(S) RQEQ2 ZCTEHaj kTQ + oEk2 E le ? EC2 -1 (5 )
J

(5-53)

\/% kLPR2 ~'U1(Last)(

S REQ2F =0)

Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird in der Literatur als A; bezeichnet, siehe z.B. Formel 16 in R.
Sabadini et al. 1984.

Schliellich betrachten wir wieder den Fall einer rein periodischen Anregung: Sei R%cslﬁﬁa“ = C - exp(iwt).
Analog zu (5-20) finden wir

J
A
iwt) | kLE — 9
” + GqC exp(iwt) l o E

a; — 1w
s=1 7

A
m(t) = GQCZCXP aj )a J

s=1

(5-54)

Der erste Ausdruck beschreibt wieder einen abklingenden Einschwingvorgang. Wenn wir die frequenzabhéngige
Verhiltnisfunktion in der eckigen Klammer nach Real- und Imaginérteil trennen, so ergibt sich fiir den rein
periodischen Anteil:

RaR 4 Al(al — o
Mper(t) = GaCexp(iwt) { lkJLEP _ i [Afa] + Aj(aj )}] _

=1 @)+ (0] —w)?

Da eine Anregung der obigen Form kaum auftritt, betrachten wir wieder ein Auflastpotential der Form
U as C . .
R%, 21£€ D-c. cos(wt) = 5 — (exp(iwt) + exp(—iwt)) (5-56)

Mit den Abkiirzungen Af = Re(A;), Al

5= 1Im(

;) usw. und

A
[A f—i—AI(a w)]—
)%+ (a] —

I,R R I
R Yo zJ: —ii [Afalt + Al (w — al)]
(+e) I = (af w? | A (@) +(af —w)?
(5-57)
KL = | RLP - z‘]: [Afaf + AJI‘(af +w)] i j’: [Afa] — Af(w + af)]
(=w) i j=1 (af)Q + ((lg + W)z | j=1 ((l?)z + ((lg + (AJ)2
ergibt sich
GaC
Mper(t) = g; [k(L ) €Xp(iwt) + k( ) €xXp(— iwt)} (5-58)

Diese Gleichung ldsst sich nicht - wie im Fall des Deformationspotentials - auf die Form Gg C k,, cos(wt + )
bringen. Wihrend némlich dort Re(k(w)) = Re(k(—w)), Im(k(w)) = —Im(k(—w)) galt, trifft dies hier nicht
mehr zu. Vielmehr lidsst sich die Bewegung (5-58) als elliptische Polbewegung (wobble) interpretieren: Eine
einfache Umformung ergibt

Myper(t) = Ga C exp(iy) [r exp(i(wt + B)) + Ar exp(—i(wt + 3))] (5-59)
wobei
L L) Im(k{) Im(k{,)
r = T A’f’ = T Yy + ﬁ = arctan W(L_E;)) Y — ﬁ = arctan W(L_Pw)) (5-60)

Wir haben hier ohne Beschréinkung der Allgemeinheit w > 0 angenommen. Die numerische Rechnung ergibt,
dass r > Ar fiir alle positiven w gilt; die Bewegung verlduft damit stets gegen den Uhrzeigersinn. r charak-
terisiert den mittleren Radius der Bewegungs-Ellipse; die Halbachsen der Ellipse sind durch r + Ar, r — Ar
festgelegt. Der Winkel v ist die Additionskonstante zum Richtungswinkel der groflen Halbachse der Ellipse in der
X,Y-Ebene (davon abgesehen wird dieser Richtungswinkel durch die riumliche Phase der Anregung festgelegt).
0 bezeichnet — wie im Fall des Deformationspotentials — die zeitartige Phasenverschiebung (die Bewegungskurve
schneidet die grofie Halbachse zur Zeit t = —§/w).

Ein Zahlenbeispiel fiir die erlduterten Gréflen findet sich in Kapitel 6.
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5-3.2 Die gestorte Losung

In diesem Unterabschnitt beriicksichtigen wir nunmehr auch die sphéiroidischen Stérungen in den Last- und
Lovezahlen. Betrachten wir zunéchst wieder die linke Seite der Drehimpulsbilanz (5-35). Mit

szl—l 2 k3210, J k3o | ki
k571 o = k2 128t Z : (275 +— (72;J k3 1o = k3 10+ 2 | — ®) <+ ) .
i=1 [ s—s; (s—s;7)2 o T =L 85 (s;7)?
(5-61)
und
T T J S T1 T2
kz,—1;2 - k2,—1;2;F = ‘21 W [kQ,—1;2;ij(S - Sj) - k2,—1;2;j(5 - 25;‘)} (5-62)
J=172j
folgt
kL op kEQ+opkl T xi(s — ;) 4 y; (s — 255) + is?)
[s —iop + 2 (s + iQ) ] = s——— = |1+ )
kL Q kLQ ; (s —s5)?
mit (5-63)
kI (0 —ist?) kL2 o
Tii= TER2,-1;2;f J y; = — OER2 —1;2;5
i= i =

sSPKEQ + opk] ) (82 (KL + opkT 1)

Anmerkung5-5 : An dieser Stelle besteht insofern eine Beweisliicke, als nicht gezeigt wurde, dass kX mit kQT _1.2F
identifiziert werden darf, oder genauer, dass

T _ 3Agor _ 3g(C —A)
2,—Li2;F — RSEQS - R%Q2

auch in sphéroidischer N&herung gilt. Wie im vorigen Unterabschnitt erldutert, wiirde sich jedoch ein vollig anderes
asymptotisches Verhalten der Losung ergeben, wenn aus der linken Seite der Drehimpulsbilanz (5-35) kein Faktor s
ausgeklammert werden konnte.

Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird wieder als Bruch dargestellt:

J J

J
5—55)2 (s — 2s;) +is3 5—8q)°
) 4w 2 i GO T IR e m ) w0l m2e) D] T o)

(s = 5)° - ’ -

i=1 I1(s—s;)?

<.
i,

f(s)

H
J J @)
(s—s)2  [[(s—s?)2

[1(

j=1 Jj=1

(5-64)

Die Nullstellen des Zahlers miissen wieder numerisch bestimmt werden, wobei ihre Anzahl sich im Vergleich
zur ungestorten Losung verdoppelt hat. Die Nullstellensuche gelingt wieder iterativ. Als Anfangswerte fiir die
ersten J Nullstellen konnen die a; der ungestorten Losung dienen; fiir die restlichen J Nullstellen sind die s;
eine sehr gute Ndherung.

Auflosung der Drehimpulsbilanz (5-38) nach m ergibt mit Hilfe von (5-39):

V300 g (s +iQ) ; 1(Last)(0)
7 = 146 kY _10)e R 4
m RZO?(kLQ + aEkg)E) s 2J [( + 92 12 T ko _12)C 7 (5-65)

7 ~v1(Last)(0
+(8g5 1.4+ k2L,71;4)C4,£1 ) )R4E
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Wir betrachten die beiden Anteile von m, die den Graden 2 und 4 im Lastpotential entsprechen, gesondert.
Wegen

I

J
(s— 31(12)) (1+ 592L,—1;2 + k2L,71;2 E) Z kz —1;2;5 (s — 5(2)) + k3 71,271} H (s— 31(12))

(1 + 592{,1;2 + ];571;2) _ q=1 . j=1 a#]
I1(s— 352)
q=1
(5-66)
folgt
ne
- 30 2) L2 2/ ~1;1(Last)(0) 2
- |+ 2 8 A oy oor
mit
1@
B(a; +1Q) aj — s (1+59272+k2712(a))
A® _ _UE(l + k3 10, + 095 _1;2) 4@ _ _ ’ q=1 d ) ’
0 = = — 2) —
(KIQ + opkl L) j 2
F %E (KEQ +opk] ) a; 11 @ —ay)
q#J
J
iopQ1 + 095 12 + k5 _10.7) [] (5872
Fae o
2= 2
(ng + O-Ekg,E) H Qq
q=1
Wegen )
k2L,71;4 = (k2L,71;4;E + 592L,71;4)+
L[ ’ @\ @ 2 @\ 1 (4)
Z k2,71;4;jH(3_5q )H(S—Sq )+k2714g (s —sq )H(S—Sq ) (5-68)
+j:1 q#j q=1 q=1 q7j
J
[T (s = s§)(s = s5”)
q=1
folgt
(4) J (4)
N v30 @  La ! A; S; ~v1(Last)(0) pd
=25 o5 | A +?+ZS_A_ +y @ | A R, (5-69)
E j=1 J j=1 S — SJ
mit
J
O'E(E-’-’LQ) (E —8 )(kg, 4((1 )+(592, 4)
4@ _ _OE (k5 1,05 + 695 _1,4) 4@ _ ’ ql;ll b e )
0o = T T =
(KTQ + opkl ) i A
r 2E (kEQ+ O-Ekg,E) a; H (aj —aq)
a#j
J
wEQ(k2 _1ar + 592 —1;4) H 5(2) O'E(8§4) + iﬂ)kgL,Q,l;Al;j 11 (5;-4) — 5512))
1 %) a=1
Ly =— = SV = —
J J J
(k;ﬂ + OEkQT,E) H aq (kgﬂ + UEkQT,E) 35'4) H (324) - aq)
q=1 g=1

Analog zum ungestorten Fall ist Ly = Ly = 0. Bei den Zusatztermen von m4 haben wir nicht mehr zwischen
den “neuen” Nullstellen @j;, 7 = J + 1,...,2J und den Relaxationszeiten s( )

keine Terme mit den 55-2).

unterschieden; my enthélt somit

Durch die Beriicksichtigung der sphéroidischen Verbesserungen bei den Love- Zahlen werden also die Polstellen
etwas verschoben und es kommt ein zweiter Satz von Polstellen hinzu, die nahezu mit den Nullstellen der Siku-
lardeterminanten zweiten Grades identisch sind. Durch die Beriicksichtigung der sphiroidischen Verbesserungen
bei den Last- Zahlen werden die Verhéltniszahlen etwas verdndert und es kommt ein weiterer Satz von Polstellen
hinzu, ndmlich die Nullstellen der Sékulardeterminanten vierten Grades. Das qualitative Verhalten der Losung
bleibt im {ibrigen unveréndert. Insbesondere ergibt sich keine Aufspaltung, sondern nur eine Frequenzverschie-
bung des Chandler-Modus; dieser Modus bleibt der einzige, bei dem der Imaginérteil iiberwiegt.
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6. Ein numerisches Beispiel (5-Schichten-Modell)

Wir geben hier ein numerisches Beispiel fiir die hergeleiteten Ergebnisse, um insbesondere die Grolenordnung der
sphéroidischen Effekte zu demonstrieren. Wir verwenden ein homogen geschichtetes Erdmodell mit 5 Schichten.

Tabelle 6.1: Eingangsparameter des Erdmodells I

Gravitationskonstante 6,67259 -10~m3/ (kg sec?)

Winkelgeschwindigkeit der Erde  0,7292115 -10~%*rad/sec

Tabelle 6.2: Eingangsparameter des Erdmodells 11

Radius | Dichte | Schermodul | dyn. Viskositit | Exzentrizitéit e?

[m] [%] [1011 m];Zcz] [1022 mk.;]ec]
0

10.932 0,0 0,0

3.480.000 0,005296
4.878 2,190 0,1

5.701.000 0,006441
3.857 1,060 0,1

5.951.000 0,006573
3.434 0,7270 0,1

6.250.000 0,006740
3.184 0,602 100,0

6.371.000 0,006810

Diese Werte wurden bis auf die letzte Spalte aus B. Vermeersen and R. Sabadini (1996) entnommen; lediglich
die dynamische Viskositit der obersten Schicht wurde willkiirlich festgesetzt (die genannten Autoren nehmen
ein elastisches Verhalten der Lithosphére an). Dies hat eventuell den Nachteil einerer geringeren numerischen
Stabilitéit, erlaubt jedoch Rechen-Kontrollen, da die fliissigen Auflastzahlen fiir diesen Fall bekannt sind. Die
Exzentrizitdten wurden mit den Formeln des Abschnitts 3-3 berechnet.

Tabelle 6.3: Abgeleitete Parameter

Parameter aus dem Modell aus Beobachtungen
Erdmasse 5,939189 -10%Ykg 5,973700 -10%*kg
geoz. Grav.-konstante 3.962.978 -108m?/sec® | 3.986.005 -108m?>/sec?
Oberflichenexzentrizitét 0,006.810 0,006.694

Mittl. Aquat. Triigheitsmoment | 0,80670 -1038kg m? 0,801 -1038kgm?
Differenz der Trigheitsmomente | 0,26840 -1036kgm? 0,26309 -1036kgm?
Fliissige Love-Zahl 0,96264 0,94

Euler-Frequenz 0,24262 -10~Srad/sec | 0,23951 -10~Srad/sec
Euler-Periode 299,736 d 303,623 d

Die Werte in der rechten Spalte wurden aus dem GRS80 (H. Moritz 1980) entnommen bzw. abgeleitet.
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Mit den Formeln des Abschnittes 4-1 wurden zunéchst die sphérischen Approximationen der Auflastzahl- und
Lovezahl-Komponenten berechnet. Es gibt 4(n— M) —1 = 11 “signifikante” Nullstellen der Sikulardeterminan-
ten. Fiir die Grade 2 und 4 ergibt sich:

Tabelle 6.4: Nullstellen der Siakulardeterminanten, Last-/Lovezahl - Komponenten (Grad 2)

Nr | Bez. | Relaxations- | inverse Lastzahl- Lovezahl-
zeit [Jtd] | Relaxations- Komponenten Komponenten
(negativ) | zeit s; [1/Jtd ] | k&, [1/Jtd ] —k5 ;/s; k3 [1/3td ] —k3 /s
0| el — — -0,246.272-107° | — 0,305.049-107° | —-
1| T4 0,251 | -0,398.516-10"1 | -0,115.549-10*° | -0,289.948.10~' | 0,180.760-10*° | 0,453.583-10~!
2| T3 0,282 | -0,354.272-10"* | -0,995.648-10~' | -0,281.041-10~" | 0,113.618-10%° | 0,320.708-10~!
3| T2 0,353 | -0,283.372:10"! | -0,274.303-107° | -0,967.996-10~! | 0,367.161-107° | 0,129.569-10"°
4| T1 0,403 | -0,248.205-10"* | -0,776.229-10~' | -0,312.737-10~" | 0,812.002-10~! | 0,327.150-10~!
5 | MO 0,494 | -0,202.320-10"! | -0,335.070-107° | -0,165.614-10%° | 0,426.519-107° | 0,210.814-10"°
6 | CO 2,225 | -0,449.440-107° | -0,140.992-10"° | -0,313.705-10"° | 0,812.209-10~! | 0,180.716-10°
71 Lo 9,084 | -0,110.087-107° | -0,219.013-10~% | -0,198.946.10~2 | 0,820.720-102 | 0,745.523-102
8 | M1 530,741 | -0,188.416:1072 | -0,239.607-107° | -0,127.169-10~2 | 0,226.142-10~* | 0,120.023-10~*
9 | M2 708,982 | -0,141.047-1072 | -0,107.789-10~% | -0,764.207-10~! | 0,152.468-10~* | 0,108.097-107!
10 | - 28.063,129 | -0,356.339-10~* | -0,221.947-107° | -0,622.853-1072 | 0,112.491-10~7 | 0,315.681-1073
11 | - 592.709,956 | -0,168.717-107° | -0,561.269-10~% | -0,332.680-10"2 | 0,112.307-10~° | 0,664.721-10~*

Tabelle 6.5: Nullstellen der Sikulardeterminanten, Last- /Lovezahl - Komponenten (Grad 4)
Nr | Bez. | Relaxations- | inverse Lastzahl- Lovezahl-
zeit [Jtd] | Relaxations- Komponenten Komponenten
(negativ) | zeit s; [1/Jtd ] ki, [1/Jtd ] —ki;/s; | ki, [1/3td ] —ki;/s;i
0| el — — -0,119.088-101° — | 0,425.693-107" | —
1| T4 0,241 | -0,413.756-10* | 0,281.351-107% | 0,679.992-10~* | 0,206.608-107% | 0,499.348-10~*
2| T3 0,294 | -0,339.041-10"* | -0,785.998-1072 | -0,231.830-102 | 0,291.055-102 | 0,858.467-10~>
3| T2 0,371 | -0,269.055-10"" | -0,581.862-1072 | -0,216.261-1072 | 0,296.582-10~2 | 0,110.231-1072
4| T1 0,427 | -0,234.096-10"" | -0,162.651-10~' | -0,694.805-10"2 | 0,587.338-1072 | 0,250.896-102
5 | MO 0,875 | -0,114.238-10"" | -0,461.027-107° | -0,403.568-107° | 0,175.970-10%° | 0,154.039-10"°
6 | CO 2,208 | -0,452.869-107° | -0,161.024-10"° | -0,355.564-10*° | 0,465.964-10~' | 0,102.892-10°
7| LO 3,957 | -0,252.680-107° | -0,627.818-107% | -0,248.464-1072 | 0,820.439-107% | 0,324.695-10~2
8 | M1 259,419 | -0,385.477-107% | -0,265.906-10~% | -0,689.811-10~* | 0,212.987-10~* | 0,552.529-10~2
9 | M2 537,991 | -0,185.877-107% | -0,441.631-10~* | -0,237.594-10~" | 0,110.639-10~* | 0,595.230-10~>
10 | - 10001,444 | -0,999.856-10~* | -0,863.124-107° | -0,863.249-1072 | 0,385.426-10~7 | 0,385.481-1073
11 | - 503482,211 | -0,198.617-107° | -0,130.328-1077 | -0,656.176-1072 | 0,249.180-107° | 0,125.458-1073

Die “elastischen” Komponenten der Last- und Lovezahlen sind — im Gegensatz zu den restlichen Komponenten
— dimensionslos. Die Namen der Komponenten wurden von Wu and Peltier (1984) eingefiihrt.

Es ergeben sich Relaxationszeiten zwischen 250 Jahren und 600 Millionen Jahren. Bei entsprechender Wahl
der Parameter kann man auch Relaxationszeiten erhalten, die grofer sind als das Alter der Erde. Setzt man
testhalber die Massendichte in allen Schichten gleich ihrem Mittelwert iiber die gesamte Erde, so fallen (im
Einklang mit den Uberlegungen aus Abschnitt 4) vier Moden weg, insbesondere die drei Moden mit den ldngsten
Relaxationszeiten, wihrend die Moden T1 - T4 nahezu unverédndert erhalten bleiben.

149



Abbildung 6.1: Frequenzabhéngige Lastzahl — Amplitudenverhéltnis kiw

-0.2

-0.3

0.4t~

-0.6

0.7 =~

-0.9

D ——

10

100

1000

10000

Periode [Jahre]

100000

1e+06

Abbildung 6.2: Frequenzabhiingige Lastzahl — Phasenverschiebung 5% [Grad]
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Abbildung 6.3: Frequenzabhéngige Lovezahl — Amplitudenverhiltnis |k§r ol
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Abbildung 6.4: Frequenzabhiingige Lovezahl — Phasenverschiebung 81 [Grad)
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Unterscheiden sich jedoch die Dichtewerte, so wirkt sich bei den “langen” Relaxationszeiten aber auch die hohe
dynamische Viskositét der Lithosphére aus. Selbstverstidndlich sind die angegebenen Nachkommastellen ange-
sichts der Genauigkeit des Modells fiir eine reale Erde nicht signifikant und werden nur zu Kontrollzwecken
angegeben.

Die Abbildungen 6.1 - 6.4 zeigen die Betrige der frequenzabhéngigen Last- bzw. Love-Zahlen vom Grad 2 sowie
die entsprechenden Phasenverschiebungen gem#$ (5-21), (5-22) und (5-24). (Im Falle von k%, ist der negative
Betrag und die um 180° verdnderte Phasenverschiebung angegeben, um die letztere klein zu halten.) Es sei
nochmals daran erinnert, dass die frequenzabhéngigen Last- bzw. Love-Zahlen nur die rein periodischen Be-
wegungsanteile im Falle einer periodischen Anregung beschreiben — der Einschwingvorgang wird gemifl (5-24)
durch die inversen Relaxationszeiten s; kontrolliert. Die Betrége der frequenzabhéngigen Love- bzw. Lastzahlen
bewegen sich offensichtlich zwischen den elastischen Grenzwerten (bei hohen Frequenzen) und den fliissigen
Grenzwerten (bei niedrigen Frequenzen). Die Phasenverschiebung bewegt sich zwischen 0° und —27° fiir den
Gezeitenfall bzw. zwischen 0° und —29° fiir den Lastfall.

Auffallend ist, dass der fiir die Gezeitenreibung so wichtige Wert fiir die Phasenverschiebung bei halbtégiger
Gezeitenanregung unter 1 Bogensekunde liegt und damit bei weitem zu klein ist, siche z.B. P. Melchior (1989).
Offenbar macht sich hier zum einen die unzureichende bzw. fehlende Modellierung des Erdkerns und der Ozeane,
zum anderen die quasistatische Ndherung bemerkbar.

Tabelle 6.6: Komplexe Moden und Kennzahlen der Polwanderung bzw. -bewegung

Nr. | Re(a;) [1/Jtd] | Im(a;) [1/Jtd] Re(AP®) Im(APO) | —Re(AP Ja;) | —Im(AP? /a;)
[1/Jtd] [1/Jtd]

0 -0,260238-10~2 | 0,000000-101° — —
1| -0,387669-1071 | 0,289525-107°* | 0,312166-10~" | 0,336014-10~* 0,805239-10~2 0,872770-107°
2 | -0,345649-10"1 | 0,253835-107%* | 0,105547-10~% | 0,272647-10~* 0,305357-10~2 0,791039-10~°
3 | -0,262214-10"! | 0,240105-107°* | 0,321484-10~* | 0,201062-10~* 0,122604-10~* 0,778013-107°
4 | -0,238622-10"1 | 0,213645-107°* | 0,119463-10~% | 0,220532-10~* 0,500636-10~2 0,928672-10~°
5 | -0,189487-10%! | 0,525882-107%* | -0,572806-107° | -0,600216-10"* 0,114135-10™1 -0,520176-1073
6 | -0,103857-10%! | 0,151152-107%% | 0,424024-10%° | 0,118557-10~3 0,408277-107° 0,173574-1072
7 | -0,123453-10%° | 0,279858-107% | -0,557521-1072 | 0,340789-10~° -0,451605-10~* 0,265809-10~4
8 | -0,338959-10~! | 0,510724-107%° | 0,707400-10~% | -0,223574.107° 0,208698-107 0,248495-1072
9 | -0,163391-1072 | 0,308947-107%° | 0,837601-10~3 | 0,918676-10~° 0,512636-107° 0,659188-10°
10 | -0,581160-107* | 0,192610-107°° | 0,424357-10~2 | -0,308098-10~% 0,730190-10** -0,288140-107*
11 | -0,436516-107° | 0,131400-107° | 0,102826-10~% | -0,327617-10~° 0,235561-1072 -0,414390-107°

Bei fast allen Moden der Polwanderung bzw. -bewegung ist der Imaginérteil betragsméflig erheblich kleiner
als der Realteil; eine Ausnahme bildet hier der fiinfte Modus, der der Nullstelle MO der Sidkulardeterminanten
zugeordnet wird, da beide Groflen bereits bei einem homogenen Erdmodell auftreten. Dieser Modus entspricht
einem gedimpften wobble: Im Zeitbereich entspricht jedem Modus a; eine Funktion exp(a;(t —t')), die mit dem
anregenden Potential gefaltet wird. Der Realteil von a; entspricht somit jeweils der Kreisfrequenz einer periodi-
schen Bewegung, der (negative) Realteil wiederum einer inversen Relaxationszeit, die beschreibt, wie schnell die
periodische Bewegung heruntergedimpft wird. Uberwiegt betragsmiilig der Realteil, wie das bei fast allen aj
der Fall ist, so kommt die periodische Bewegung kaum zum Tragen; die entsprechende Kurve in der komplexen
Ebene lduft fiir festgehaltenes ¢’ und fiir ¢ — oo mit nur schwacher Kriimmung auf den Ursprung zu. Man
spricht dann von einem Polwanderungsterm. Beim Modus MO dagegen ist die Kreisfrequenz der periodischen
Bewegung grof§ im Vergleich zur inversen Relaxationszeit; es liegt eine schwach geddmpfte Polbewegung vor.
Hier wird der Begriff Modus zu recht verwendet: Der Imaginérteil von apso ist die Resonanzfrequenz der Pol-
bewegung, die Chandler-Frequenz. (Eine weitere Resonanzstelle, der nearly diurnal free wobble, tritt hier wegen
der ungeniigenden Modellierung des fliissigen Erdkerns nicht auf.) Es ist hier nochmals zu betonen, dass iiber
die tatséichlich auftretenden Kreisfrequenzen in der Polbewegung in erster Linie die Anregungen entscheiden.
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Tabelle 6.7: Chandler-Bewegung bei Heaviside-Anregung

Modell aus Beobachtungen
Chandler-Frequenz 0,16665 -10~5rad/sec | 0,16950 -10~5rad/sec
Chandler-Periode 436,39 d 429,03 d
Relaxationszeit 527,74 Jahre -
Amplitudenverh. [kx" — k&) | | 1,14395 —

Der experimentelle Wert fiir die Chandler-Periode wurde aus H. Schuh et al. (2001) entnommen; er stellt einen
Mittelwert iiber die letzten hundert Jahre dar. Ergab sich die aus dem Modell berechnete Euler-Frequenz als zu
grof3, so ist die Chandler-Frequenz dagegen zu klein. Die Abweichung des Modellwertes ist wohl auf die fehlende
Modellierung der Ozeane zuriickzufithren. Der hier berechnete Modellwert ist etwas realistischer als derjenige
in L.L.A. Vermeersen and R. Sabadini (1996), wo mit einer elastischen Lithosphire gerechnet wird.

Tabelle 6.8: Fliissiger Grenzwert der Polverlagerung:

Re(kih ™) | Im(kp5"™)

0,349905-10+2 | -0,701200-10~*

Die Konstanten —A;/a;, wie sie in der vorliegenden Arbeit normiert sind, legen das Verhéltnis zwischen dem
2,-1 — Koeflizienten des Auflastpotentials und dem entsprechenden Koeffizienten des inkrementellen Zentrifugal-
potentials fest (siehe Abschnitt 5-4). Da bei einer sphérischen, nichtrotierenden Erde auch kein inkrementelles
Zentrifugalpotential auftritt, konnte man zur Auffassung kommen, dass das inkrementelle Zentrifugalpotential
einen Effekt zweiter Ordnung darstelle, der eventuell vernachléssigt werden kénne. Die Zahlenwerte zeigen, dass
im Gegenteil das inkrementelle Zentrifugalpotential dominiert.

Der grofle Realteil des fliissigen Grenzwertes allerdings wird offensichtlich zu iiber 85 % durch die letzten bei-
den Moden (mit den lingsten Relaxationszeiten) bewirkt, die besonders stark von den gewihlten Parametern
abhingen und beispielsweise beim Modell mit elastischer Lithosphére iiberhaupt nicht auftreten. Der fliissige
Grenzwert ist daher nicht als signifikant anzusehen.

Aussagekriftiger sind vermutlich die frequenzabhéngigen Verhéltniszahlen. Die Abbildungen 6.5 - 6.9 illustrie-
ren die Reaktion des Pols auf eine periodische Anregung geméf (5-58) — (5-60). Wiederum handelt es sich nur
um den rein periodischen Anteil (ohne Einschwingvorgénge). In Abbildung 6.5 ist die Verhéltniszahl fiir die
grofle Halbachse der Bewegungsellipse als Funktion der Anregungsperiode aufgetragen, in Abbildung 6.6 die
Exzentrizitiit dieser Ellipsen. In den Abbildung 6.7, 6.8 ist die Additionskonstante v“F des Richtungswinkels
der grofien Halbachse in der X,Y-Ebene bzw. die Phasenverschiebung 3“" des Halbachsendurchgangs darge-
stellt.

Hervorstechend ist das Maximum der groflen Halbachse im Falle einer Anregung mit Chandler-Frequenz, die ja
die Resonanzfrequenz der Polbewegung ist; Abbildung 6.9 zeigt nochmals das Verhalten der groflen Halbachse
in der Umgebung dieser Resonanzstelle. Die Frequenz, fiir welche die grofle Halbachse ihr Maximum erreicht,
stimmt auf 5 Stellen mit der Chandler-Frequenz iiberein; eine Frequenzverschiebung tritt also (offenbar wegen
der geringen Dampfung) praktisch nicht auf. Die “Phasenwinkel” 37 und « sndern sich in der Umgebung der
Chandler-Frequenz besonders stark. Fiir diese Frequenz ist die Bewegungskurve im iibrigen nahezu kreisférmig.
Letzteres gilt ebenso fiir w =~ Aéh /KEP: Bei dieser Frequenz hat der Realteil von kaw eine Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel; dies bedeutet, dass die Richtung der groflen Halbachse um 90° springt, wie auch aus den
Abbildungen 6.7, 6.8 erkennbar wird.
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Abbildung 6.5: Amplitudenverhiltnis |7+ Ar| der Bewegungsellipse der Polbewegung bei periodischer Anregung
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Abbildung 6.6: Exzentrizitit der Bewegungsellipse der Polbewegung bei periodischer Anregung
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Abbildung 6.7: Additionskonstante yX¥ [Grad] zum Richtungswinkel der Bewegungsellipse der Polbewegung
bei periodischer Anregung
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Abbildung 6.8: Phase des Halbachsendurchgangs 8XF [Grad]
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Abbildung 6.9: Amplitudenverhiltnis |7+ Ar| der Bewegungsellipse der Polbewegung bei periodischer Anregung
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Bei sehr grofien und sehr kleinen Anregungsfrequenzen sind die Bewegungsellipsen stark abgeplattet, die Bewe-
gung entartet nahezu zu einer Schwingung in Richtung der groflen Halbachse. Analog zum Fall der frequenz-
abhéngigen Love- und Last-Zahlen erreicht die Verhéltniszahl der groflen Halbachse fiir sehr grofle Frequenzen
asymptotisch den elastischen Grenzwert, fiir sehr kleine Frequenzen den fliissigen Grenzwert:

lim (r + Ar) = k5P 1ir%(7’ + Ar) = kP

w—00
Fiir sehr grofle Frequenzen schwingt der Zentrifugalpotential-Koeffizient cg}ffe"t) gegenphasig zum Lastpotential-
1(Last)
1

Koeffizienten c;)ﬁ , was in Abbildung 6.8 durch 8 ~ 180° zum Ausdruck kommt; fiir kleine Frequenzen

schwingen die beiden Koeffizienten in nahezu gleicher Phase. Da m stets das zu cgl(?em) entgegengesetzte Vor-

zeichen besitzt, verhélt sich m gerade umgekehrt. Das bedeutet: Wird eine (posftive) Masse mit sehr kleiner
Frequenz abwechselnd auf die nordliche Hélfte des Greenwicher Meridians aufgebracht und wieder weggenom-
men, so bewegt sich der Pol nahezu gegenphasig, also von der positiven Masse weg, zur negativen hin.

Der Faktor, der zwischen dem Koeffizienten cs}ffem) des Zentrifugalpotentials und der Polbewegung m steht,
betrigt im iibrigen
v 30 rad - sec? arcsec - sec?
- =-2,5377- 10" ———— = —5,2344——
R% Q2 ’ m? ’ m?
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Tabelle 6.9 zeigt die Parameter der periodischen Systemantwort fiir einige ausgezeichnete Frequenzen. Da in-
folge der UnregelméfBigkeiten der Meeresstromungen und des Klimas ein breites Frequenzband von Anregungen
zur Verfiigung steht, ist der Chandler-wobble tatsdchlich der herausragende Anteil in der Polbewegung. Die
Exzentrizitit der Bewegung im Falle der jéhrlichen Bewegung liegt in der Grolenordnung der tatséchlich beob-
achteten, siehe z.B. H. Schuh et al. (2001).

Tabelle 6.9: Frequenzabhéngige Parameter der Polbewegung bei periodischer Anregung

Periode Amplitudenverh. | Exzentrizitit | Additionskonst. | Phasenversch.

|+ Ar| yEP pEr
0,5 Jahre 0,579 0,821 -89°,996 -89°,992
1 Jahr 3,190 0,298 -89°,952 -89°,947
436,39 d 1584,078 0,001 -45°,005 -45°,000
1000 Jahre 1,158 1,000 -0°,020 -4°.317
10000 Jahre 1,498 1,000 -0°,013 -11°,262
20000 Jahre 1,593 1,000 -0°,011 -11°.873

Schliellich geben wir die Ergebnisse der sphéroidischen Rechnungen bzw. die Verbesserungen an, die sich im
Vergleich zur sphérischen Ndherung ergeben.

Tabelle 6.10: Sphiroidische Zusatzterme der Lastzahl-Komponenten

kLl ) kLZ ) kLl ) kLZ )
. Ll ) 2, —125 kL2 ) 2,—1;2;j |2 ) 2, -4y kL2 ) 2,14y
J 2,—1;2;5 (2) 2,—1;255 (2)\2 2,—1;455 (2) 2,—1;455 (4)
Sj (s57) Sj Sj
[1/Jtd ] [1/Jtd )2 [1/Jtd ] [1/Jtd ]
0| -0,716-107°7 0.202-10793
1| -0,475-107° | -0,119-10% | 0,140-107°® | 0,879-107° | -0,436-107°® | -0,110-1072 | 0,664-10™* | 0,160-10~*
2 | -0,581-107% | -0,164-10~* | 0,113-107°* | -0,897-10°% | -0,136-107°% | -0,383-10~* | -0,361-107° | -0,106-10~5
31 -0,351-107% | -0,124-1072 | 0,304-107°% | 0,378-107* | -0,134-107°% | -0,473-107% | 0,292-10~% | 0,108-1072
4| -0,417-107% | -0,168-10~* | 0,337-107°¢ | 0,548-10°7 | -0,121-107°% | -0,489-10~* | 0,114-10~* | 0,486-1075
5| 0,143-107°2 | 0,706-107% | 0,402-107°% | 0,982-107* | -0,194-107°% | -0,960-10~% | 0,515-1072 | 0,451-1072
6 | 0,167-107° | 0,372.107% | 0,267-107°* | 0,132.107% | 0,574-107°%2 | 0,12810~* | -0,497-10"2 | -0,110-10~*
71 0,394-107°¢ | 0,358.107° | 0,882:107%% | 0,728107°¢ | -0,845-107%° | -0,768-10~* | 0,283-10°° | 0,112:107*
8 | 0,407-107°" | 0,216-10~* | 0,207-107*% | 0,583-10°7 | -0,233-107°¢ | -0,124-1073 | 0,152-107° | 0,393-1073
9| 0,213107° | 0,151-107% | 0,598-107° | 0,301-107* | -0,376-107°7 | -0,266-10~* | 0,809-107% | 0,435-1072
10 | 0,374-107%° | 0,105-10~* | 0,285-107'* | 0,224-107° | -0,445-10"'° | -0,125-107° | 0,570-10~% | 0,570-10~*
11 | 0,206-107%° | 0,122-10* | 0,250-107'7 | 0,878-107% | -0,288-1071° | -0,171-10* | 0,113-107° | 0,568-10~*

Die durch die Trégheitsterme hervorgerufenen Komponenten k; sind sémtlich kleiner als 10~® und werden daher
hier nicht angegeben.
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Tabelle 6.12: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphéroidisch gestérten Polwanderung bzw. -bewegung I

Tabelle 6.11: Sphéroidische Zusatzterme der Lovezahl-Komponenten

. T1 k’2T,171;2;j T2 kgil:?;j
J k‘2,71;2;j T k2,71;2;j W
J J
[1/Jtd ] [1/Jtd )2
0 | -0,221-107°2
1| 0,289-107°® | 0,725-107* | -0,218-107%% | -0,137-10~*
2 | -0,153-107% | -0,433-10~* | 0,128107% | 0,102-107°
3 | -0,350-107°% | -0,123-10~% | -0,407-107°% | -0,506-10*
4 |-0,111-107% | -0,446-107* | -0,353-107°¢ | -0,573.107"
5 | -0,273-107°% | -0,135-1072 | -0,512-107%% | -0,125-1073
6 | -0,251-107% | -0,559-107% | -0,154-107%* | -0,761-10~*
7 1-0,336-107° | -0,305-10~* | -0,331-107°" | -0,273-1075
8 | -0,159-107% | -0,845-10™* | -0,195-10~*' | -0,551-10
9 | -0,634-107°7 | -0,450-10~* | -0,846-10~** | -0,425-1075
10 | -0,403-107'° | -0,113-107° | -0,144.107*® | -0,114-107°
11 | -0,842:107'2 | -0,499-107° | -0,500-107%° | -0,176-10~7

Nr.

Re(a;) [1/Jtd]

Im(a,) [1/Jtd]

Re(A%))
[1/Jtd]

Im(AP)
[1/Jtd]

—Re(A) /ay)

—Im(A Jay)

© 00 N O Ot W N

— =
=]

0,000000-10*°

-0,387737-10™1
-0,345629-1011
-0,262245-10*!
-0,238606-101*
-0,189695-10"!
-0,103952-101*
-0,123482.101°
-0,338513-101
-0,163454-1072
-0,581663-107*
-0,435904-107°

0,000000-107°°

0,291911-107%
0,254624-107%
0,241845-107%4
0,214401-107%
0,523913-107%4
0,152076-107%
0,280681-107°°
0,512444.1079°
0,310204-107%°
0,194026-107%
0,131789-1071°

-0,259896-10 2

0,314029-101
0,105761-10~*
0,323145-10~*
0,119763-10~*
-0,574882.101°
0,425477-107°
-0,558817-1072
0,709675-10~*
0,839232-1073
0,426072-1073
0,103210-1073

0,000000-10*°

0,339385-10~4
0,274028-107*
0,202861-10~*
0,221692-10~*
-0,599422.10"4
0,119620-1073
0,342748-107°
-0,227405-107°
0,928785-107°
-0,311073-1078
-0,331474-107°

0,809903-10~2
0,305997-102
0,123223-10~*
0,501927-1072
0,114413-10™*
0,409301-107°
-0,452549-10~1
0,209645-10™*
0,513435-107°
0,732508-10™*
0,236773-1072

0,881395-107°
0,795093-10~°
0,784917-107°
0,933625-10~°
-0,523986-1073
0,174951-1073
0,267282-10~4
0,250184-1073
0,665662-10~°
-0,290456-10~*
-0,445791-107°
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Tabelle 6.14: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphéroidisch gestorten Polwanderung bzw. -bewegung 11

Tabelle 6.13: Sphéroidische Verbesserungen in den Moden @; und den Kennzahlen A

A<2)
J

~ R SA@©) SA@©)
Nr. Re(a;) Im(5a;) | Re(6AP ) | Im(8AP) | —Re( ) | —Im(—%—)
[1/Jtd] [1/Jtd] [1/Jtd] [1/Jtd] ! ’
0 | 0.000-107° | 0.000-107%° | 0.342:107° | 0.000-10"%°
1]-0.683-1072 | 0.239-107% 0.186:107% | 0.337.107°¢ 0.466-10~* 0.863-10~7
2 | 0.208107% | 0.788.107°7 0.215-107* | 0.138-107%¢ 0.640-10° 0.405-1077
3 |-0.313.107% | 0.174.107% 0.166-10~% | 0.180-107%¢ 0.619-107* 0.690-10~7
4| 0.159-1072 | 0.756-10°7 0.300-107* | 0.116-107%¢ 0.129-107* 0.495-1077
5 | -0.208-1072 | -0.197-107°% | -0.208-1072 | 0.794-107%* 0.278-102 -0.381-107°
6 | -0.951-107% | 0.924-107% 0.145-1072 | 0.106-107% 0.102-1072 0.138.107°
7 |-0.288-107* | 0.823:107°® | -0.130-10"* | 0.196-107%7 -0.944.10™* 0.147-1076
8 | 0.446-107* | 0.172:107°7 | 0.228107% | -0.383-107%7 0.947-1072 0.169-107°
9 | -0.634-107% | 0.126-10** 0.163-107° | 0.101-107*° 0.799-1073 0.647-108
10 | -0.503-1077 | 0.142:107*! 0.172:107° | -0.298-1071° 0.232.107* -0.232:107¢
11 | 0.612:107% | 0.389-10 '3 0.384-107% | -0.386.107* 0.121-10™° -0.314-107¢

Nr. | Re(a;) [1/Jtd] | Im(a;) [1/Jtd] Re(AY) Im(AP) | —Re(AP/a;) | —Im(AP ja;)
[1/Jtd] [1/Jtd]
12 | -0,398394-10™" | -0,420504-107°% | -0,220484-10"° | -0,265163-10"°% | -0,553431-10¢ | -0,665580-10%°
13 | -0,354283-10"* | -0,502831-1071° | -0,215041-107¢ | -0,443789-1071° | -0,606976-10~7 | -0,125264-1071°
14 | -0,283261-10™* | -0,121360-107°® | 0,652000-10~% | -0,907850-107°° | 0,230177-10~° | -0,320500-10%°
15 | -0,248204-10"* | -0,731900-10~'3 | 0,786770-10~% | -0,703901-10~ '3 | 0,316985-10~% | -0,283597-10~*3
16 | -0,202199-10™" | -0,876803-107°° | 0,109952-107° | -0,690797-107% | 0,543782.107¢ | -0,341643-107%°
17 | -0,449251-107° | -0,252410-107'° | 0,574050-107¢ | -0,440552-107'° | 0,127779-10~° | -0,980639-10~*°
18 | -0,110046-107° | -0,275189-107° | 0,546013-1077 | -0,747838-10~"" | 0,496167-107¢ | -0,679569-10~'°
19 | -0,188407-1072 | -0,802844-107 1% | -0,196486-10~° | -0,787068-10~'7 | -0,104288-10¢ | -0,417748-10~ 4
20 | -0,140992-1072 | -0,362636-10~** | 0,333276-107% | -0,256783-10"*% | 0,236380-107° | -0,182127-107'°
21 | -0,356211-10~% | -0,665207-10"*¢ | 0,330254-107° | -0,131731-10~** | 0,927131-107° | -0,369813-10~1°
22 | -0,168672-107° | -0,385806-107*% | 0,108523-107° | -0,195728-10'% | 0,643400-10~* | -0,116041-107'°
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Tabelle 6.15: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphéiroidisch gestérten Polwanderung bzw. -bewegung II1

Nr. | Re(a;) [1/Jtd] | Im(a;) [1/Jtd] Re(A(Y) Im(AWY | —Re(A"/a;) | —Im(AS) /a;)
[1/Jtd] [1/Jtd]

1| -0,387737-107" | 0,291911-107°* | -0,522408-10~% | -0,178980-107°¢ | -0,134733-1072 | -0,471744-10~"
2 | -0,345629-10*1 | 0,254624-107%* | -0,409559-10~3 | -0,176275-107% | -0,118497-10~3 | -0,518742-10~7
3 | -0,262245-10*1 | 0,241845-107%* | -0,565933-10~% | -0,511825-107°7 | -0,215803-10~% | -0,215072-10~7
4 | -0,238606-10"* | 0,214401-107%* | -0,613177-103 | -0,122916-107° | -0,256983-1073 | -0,538232.10"7
5 | -0,189695-10*1 | 0,523913-107%* | 0,122923-107* | 0,439385-10%°2 | -0,838661-10"2 | 0,538282-107°
6 | -0,103952-10"* | 0,152076-107% | 0,469275-10~' | -0,900220-10°* | 0,451434-10~* | -0,799953-10~*
7 | -0,123482-10%° | 0,280681-107% | 0,200538-10~% | -0,561638-107°7 | 0,162402-10~2 | -0,417919-10~°
8 | -0,338513-107" | 0,512444-107% | -0,732587-107% | 0,352905-107°7 | -0,216413-10"" | -0,223356-10~°
9 | -0,163454-10~2 | 0,310204-107% | 0,555493-1075 | -0,790171-10*' | 0,339846-10"2 | -0,418924-10~%
10 | -0,581663-107* | 0,194026-107°° | 0,485823-107° | -0,827711-107*° | 0,835232-107" | -0,114440-107°
11 | -0,435904-107° | 0,131789-107'° | 0,121347-107° | -0,131779-107° | 0,278380-10%° | -0,218148.10~°

Tabelle 6.16: Komplexe Moden und Kennzahlen der sphéroidisch gestorten Polwanderung bzw. -bewegung IV

Nr. s [1/Jtd] Re(SY) Im(S$Y) | —Re($ /sy | —1m(s{V/s\?)
[1/Jtd] [1/Jtd]

1| -0,413756-1071 | 0,257703-10~* | 0,517107-107°® | 0,622838-107° 0,124979-1078
2 | -0,339041-10"" | -0,518296-107° | -0,317757-10°® | -0,152871-10° | -0,937222-10~°
3 | -0,269055-10*! | -0,264886-107% | 0,821683-107°7 | -0,984506-10"* | 0,305396-10~ 7
4 | -0,234096-10T" | 0,219203-10™* | 0,124625-107%7 | 0,936383-107° | 0,532369-10~°
5 | -0,114238-107! | -0,562120-107* | 0,884893-107%* | -0,492062-10~* 0,774608-10~4
6 | -0,452869-107° | -0,209462-107% | -0,477030-10%° | -0,462521-107% | -0,105335-10~%
7 | -0,252680-10%° | -0,114493-10~* | 0,148094-107% | -0,453113-10~* | 0,586095-10~%
8 | -0,385477-1072 | 0,396759-10~* | 0,505971-107%° | 0,102927-10' | 0,131258-10~°
9 | -0,185877-1072 | -0,976410-10°° | 0,275173-107'2 | -0,525300-10~% | 0,148041-107°
10 | -0,999856-10~% | -0,570471-107° | 0,721014-107'° | -0,570553-10~" | 0,721119-107°
11 | -0,198617-107° | 0,288174-107° | 0,185218-10~*2 | 0,145090-10%° | 0,932539-10~7

Tabelle 6.17: Fliissige Grenzwerte der Polverlagerung:

Re(kfpg) Im(kfpg) Re(kfpg) Im(kfpi)

0,351464-1072 | -0,710123-10~* | 0,429319-10%° | -0,232090-10~°

Allgemein sind die Zusatzterme etwa zwei Groflenordnungen kleiner als die “sphérischen Grofien”. Offensichtlich
sind die Vorzeichen hier nicht mehr einheitlich. Die Beitrdge zum fliissigen Grenzwert der Polverlagerung liegen
bei 4 Promille fiir den Grad 2 und bei 1 Prozent fiir den Grad 4 des Lastpotentials. Obwohl eine Polwanderung
im Falle einer homogenen Erde iiberhaupt nicht auftritt, handelt es sich also offensichtlich nicht um einen “Effekt
zweiter Ordnung” in dem Sinne, dass er durch sphéroidische Effekte wesentlich beeinflusst werden kénnte.
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7. Ausblick

Die Bestimmung der zeitlichen Anderungen der Erdfigur und der Erdrotation bildet ein Forschungsgebiet, das
nach wie vor eine Fiille von offenen theoretischen Problemen bietet. Zum ersten sind es die lateralen Inho-
mogenitdten im Erdinneren, die ein lokal sehr unterschiedliches Deformationsverhalten verursachen. Wahrend
sich im Falle einer Gezeitenanregung die Einfliisse dieser Inhomogenitéten zum Teil “herausmitteln” (zumin-
dest was die Love-Zahlen h und k betrifft), sind die durch Auflasten verursachten Deformationen stark von
den Parametern der oberflichennahen Schichten abhéngig, die lateral wiederum besonders stark variieren. Hier
stof8t der Formalismus der Kugelflichenfunktionen an eine gewisse Grenze, auch wenn er insbesondere bei der
Interpretation von Ergebnissen weiter eine wichtige Rolle spielen wird. Die Zukunft bei den numerischen Be-
rechnungen diirfte aber den Finite-Elemente-Modelle gehoren. Erste Versuche in diese Richtung wurden bereits
unternommen (P. Wu 1992, H. Miller und G. Schulz 1999, A.M. Abolghasem 2001). Neben der Komplexitét
solcher dreidimensionaler Modelle verursacht hier offenbar noch die Einbeziehung der inkrementellen Gravita-
tion gewisse Probleme. Dagegen diirfte die Handhabung kompressibler Modelle (die in der vorliegenden Arbeit
ausgeklammert wurden; siehe z.B. B. Vermeersen et al. 1996) keine grofleren Schwierigkeiten bereiten. Anlass
zu theoretischen Untersuchungen konnte hier allerdings noch die Adams-Williamson-Gleichung geben, die im
Falle von homogenen Schichtungen verletzt ist.

Zum zweiten diirften zukiinftige Arbeiten sich mehr der Losung im Zeitbereich widmen. Solche Losungen sind
kaum noch halbanalytisch zu erzielen, kénnen aber auch nichtlineare Effekte einbeziehen (also beispielsweise
die in der vorliegenden Arbeit vernachlissigten nichtlinearen Terme in der Drehimpulsbilanz). AuBerdem lassen
sich im Zeitbereich Kopplungen verschiedener Einfliisse auf die Erdrotation leichter studieren. Fiir jede Schicht
des Erdkérpers (Lithosphire, oberer und unterer Mantel, fliissiger Kern usw.) wird ein Modul angelegt, das die
Zustandsgroflen der jeweiligen Schicht in bestimmten Zeitschritten nachfithrt. In H.U. Jittner und H.P. Plag
1999 werden erste Ansétze zu einem integrierten Systemmodell der Erdrotation vorgestellt. Diesbeziiglich ware
eine gemeinsame Anstrengung verschiedener Forschungsgruppen wiinschenswert.

Die numerischen Ergebnisse von Modellrechnungen hingen naturgemif von den Eingangsparametern ab, die
von der geophysikalischen Forschung bereitgestellt werden. Diese Parameter sind jedoch teilweise noch umstrit-
ten (beispielsweise unterscheiden sich die Angaben in der Literatur iiber die dynamische Viskositéit des Mantels
um Gréflenordnungen). Hiufig werden die Modellparameter als Losung eines inversen Problems bestimmt, d.h.
die Parameter werden so gewéhlt, dass das Modell zu realistischen Ergebnissen in der Erdrotation fiithrt. Hier
wére eine Sensitivitdtsanalyse wiinschenswert, die die Auswirkung einer Variation der Eingangsparameter auf
die Parameter der Erdrotation aufzeigte.

Als letztes Problem sei noch die Bestimmung realistischer Anregungsfunktionen genannt. So wird beispielsweise
die Eisbedeckung der Kontinente haufig mit Hilfe der Strandlinien modelliert. Eine Ablagerung von Eis auf den
Kontinenten geht mit einer eustatischen Absenkung des Meeresspiegels einher, umgekehrt ldsst sich aus dem
globalen mittleren Meeresspiegel zu einer bestimmten Zeitepoche die “Menge des verfiigbaren Eises” ableiten.
Andererseits werden die Strandlinien auch von der regionalen eiszeitlichen Absenkung bzw. der nacheiszeitli-
chen Hebung beeinflusst. Bei bekanntem Verlauf der Strandlinien sind also sowohl die Eisbedeckung als auch
die Landhebung bzw. -absenkung zunéchst als Unbekannte anzusehen.

Abschliefend bleibt festzustellen: Im Gegensatz zu anderen Gebieten der Geodésie, die mehr oder weniger als ab-
geschlossen gelten diirfen, wird die Bestimmung der zeitlichen Anderungen der Erdfigur und der inkrementellen
Rotation der Erde noch lange ein aktueller Gegenstand der geodétischen Forschung bleiben.
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A Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt fassen wir die wichtigsten Definitionen und Formelbeziehungen der Kugelfunktionen zu-
sammen, soweit sie fiir die vorliegende Arbeit von Interesse sind. Dabei greifen wir auf die Arbeiten von E. H.
Knickmeyer (1984), P. Georgiadou (1984) sowie H. W. Mikolaiski (1989) zuriick. Wir verzichten weitgehend auf
Beweise der angegebenen Formeln; sie sind - neben einer weitergehenden Diskussion der Kugelflichenfunktio-
nen - in den Arbeiten von J.A. Gaunt (1929), E.W. Hobson (1931), G. Racah (1942), A.R. Edmonds (1964),
R.A. Phinney, R. Burridge (1973) sowie D.E. Winch, R.W. James (1973) zu finden. Die einzufithrenden Funk-
tionen werden in der Literatur mit unterschiedlichen Normierungsfaktoren definiert, was bei den abgeleiteten
Beziehungen zu beriicksichtigen ist.

A—-1 Skalare Kugelflichenfunktionen - Definitionen und Eigenschaften
A-1.1: Legendre’sche Funktionen 1. Art:

Definierende Differentialgleichung:

d d m
——((1 = 2?)=— -l +1) - —— =0
(=)@~ |0+ ) - | 1@ N
(Legendre’sche Dgl.) (A1)
Losungen sind unter anderem die Legendre’schen Funktionen 1.Art
P (x) = L(1 —z?)m/? ar (2% —1)!, mit [ > |m| > 0; negative m sind zugelassen (A-2)
lm L 2ll' dCCler 9 = - ? g g N
Aquivalent hierzu ist die Definition
1 . (20 — 2k)! e
Pm = (1 — 2\m/2 _1k l—m—2k
bm(7) = 5r(1 = a7) k;( ST —m = (A-3)
mit [ > |m| >0
e L (l—=m) . . .
r ist die groBte ganze Zahl fiir die r < — gilt. In unseren Anwendungen tritt stets z = sin ¢ als Argument
auf.
Aus der Definition von P, folgt
P = (—ynt=mt (A-4)
l,—m — (l +m)' lm
Lo -Innenprodukt:
+1
P Prymdr = 0 A-5
/,1 fum -t lam G (2l + 1)(ly — m)! bl (A-5)
Rekursionsformeln: 1
B+17m = m [(2l + 1) Sin @Bm — (l =+ m)Bfl_’m] (A—G)
dPpm,
(2l + 1) cos @ 5 - I+ +m)P_1m =l —m+1)Pyim (A-7)
Definierende Differentialgleichung der skalaren Kugelflichenfuktionen:
O%f(A, D) Of (A, D) 1 0%f(A, )
———~ —tan® 4 4 (l+1)f(A,®)=0
g2 T e aar T HDIA®) (A-8)

(Laplace-Beltrami-Gleichung beziiglich der Kugeloberfléiche)

Losungen sind
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(a) Reellwertige vollstindig normierte Kugelfiichenfunktionen

I —m)!
\/2(21 + 1)%1%(511@ @) cosmA firo<m <
e := ¢ V2[+ 1Pj(sin @) fir m =0 (A-9)

[ —|m))! . . ..
\/2(21 + l)ﬁﬂ)m(sm ®)sin|m|A  fir0 < —m <1

(b) Komplexwertige vollstindig normierte Kugelflichenfunktionen

Vi (A, ®) := (=1)™ [(2 + 1)%1%@&1 ®) exp(imA) (A-10)

fiir 0 < |m| <1
Komplex-konjugierte Funktion:
Yii = Yim exp(=2imA) = (=1)"Yi (A-11)
Real- und Imaginérteile der Kff alternierender Ordnung:

Re(Y,—m) = (=1)"Re(Yi,m) Im(Yi,—m) = (_1)m+1jm(yl,m) (A-12)

)

Zusammenhang zwischen den reell- und komplexwertigen Kugelffichenfunktionen:
Fiir m = 0 gilt
651;9\ = Ylﬁ(Av (I))

Fiir m > 0 gilt

_ 1 (A-13)
e V2| (cymhy Yi—m
Die Transformationsmatrix ist unitir, die inverse Transformation lautet fiir m > 0
Yim Lo o] e )
= —— A._14
2 - l,—m
le,—m \/_ 1 -1 EpA

Zusammenhang zwischen den entsprechenden Kugelfunktionskoeffizienten:

Sei m > 0 und die Funktion
f(Aa (I)) = Clmeg?}\ + Cl,fmeff)/i\m = /C\lm}/lm + /C\l,fm}/l,fm

reell (iitber [, m wird hier nicht summiert; die konstanten Koeffizienten ¢; 1, seien reell). Dann lautet die Trans-
formation zwischen den Koeflizienten

/C\l,m 1 (_1)m (_l)erlZ Clm
_ L (A-15)
@ 2|1 i Cli—m
Clym 1 (_1)m 1 /c\lm
- (A-16)
Cl—m V2 (=)™ —i Cl—m
Damit f reell ist, miissen die komplexen Koeffizienten ¢; 4, folgendes erfiillen:
Re(@,—m) = (=1)"Re(@m)  Im@,-m) = (=1)""Im(Cm)
(A-17)
= C,—-m = (1)}, (gilt auch fiir negative m)
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damit wird aus (A-16):

Clom = V2(=1)"Re(Cm),  clm = V2(=1)" 1 Im(Cm) (A-18)

Darstellung des reziproken Abstandes in Kugelfunktionen:

RL 1
Zl oZm__l Rl+1 5 1e£1>Q AQ6£I>P Ap fir Rp < Rg
1
= A-19
2120 2= Rl+1 20+1 Chy AqChpap it Rp > Rq
RL 1 "
)DpD DU Rl“ ST 51 Vim(®p, AP)Yin (2, Ag)  filr Rp < Rq
1
_ = A-20
)DrD DU Rt 1Ylm((1)P7AP)Ylm((I)Q7AQ) fir Rp > Rq
A-1.2 Rekursionsformeln
. 1
sin® - P,, = 01 [(4+m)P 1 m + (I = m 4 1)Py1m]
dP,, 1 (A-21)
cos®-—mm =5 [+ D)+ m)Pi—1,m — Ul = m + 1) Prya,m]
§nd .Y _ (l—m)(l—i—m)yl_1 +\/(l—m+1)(l+m+1) »
" QI-nEl+1) " @i+0H2l+3) "
(A-22)
N (1+1) (l—m)(l—i—m)y WI-—m+1)(+m+1)

- — —1m — Y, m
ERT NeEDCE NeEER

A-1.3 Produkte zwischen Kugelflichenfunktionen

Ein Produkt Yy, m, (A, @) - Y1, m, (A, @) 188t sich wiederum als Summe von Kugelflichenfunktionen darstellen:

}/ll-,ml (Av (I)) ' }/lz-,mz (Av (I)) = Zl1+l2 D C(lla l27 l; may, mQ)}/l,mlJrﬂw (Aa (I)) mit

maz(|mi+mal,|l1—12
1/2

2y + 1)(2y + 1)(1 l— !
(20 + 1) (2 + 1) (I + my + m)!(l — my — my) K(ly,12,1;mq,ma)

C(ly,l2,lymy,me) == Q=)+ ) = ) (s + ma)l(ls = o).

und

(ll + ml)'(lg + mg) (ll — ml) (lQ — m2)' )
1+l +1+D(s=1)(s —12)(s = 1)!

K(ly,lz,l;my,ma) := (—1)*7H(20 + 1)

(=l H Lo+ DI —lo + DIl + 1o — DIsIS (A-23)
dabei ist
2s:=11+1ls+1 und
2= t ty (=D (=l + 1 —ma + ) (=le + 1 +mq + ) (ly —mq —¢)! -
1

(lg—i-mg—t)(ll—l—lg—l—t)] )

to :=min (I1 —mqy,la +mo,ly + 1o —1), t,:=max (0, —l+ma,lo—1—mq)
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K(l1,12,1;m1, ma) kann auch mit Hilfe von Wigner-3j-Symbolen dargestellt werden; es ist

(ll + ml)'(lg + mg)'(ll — ml)'(lg — mg)'} 1/2 )
(I —my —m2)!(l + my + mg)!

ll 12 l ll 12 l
0 0 0 mi mo  (—mi—ms)

(Die runden Klammern in der unteren Zeile stehen fiir die Wigner-3j-Symbole.)
Insbesondere gilt

K(ly,12,1;my,mg) := (1) 1™ (20 4+ 1) [

(A-24)

}/1,0((1)) : }/lm(A; (I)) = O(lv lal - 17 m, O)}/lfl,m(Aa (I)) + C(la 17 [+ 1a m, O)}/lJrl,m(Aa (I))
Y2.0(®) - Vi (A, @) = C(1,2,1 — 2;m,0)Yi_2.m(A, @) + C(1,2,1;m,0) Y (A, @)+
+C(1,2,1 4 2:m, 0)Yiga m(A, @)
(A-25)
mit
30—=m)(I+m)

O, 1,1 = 15m,0) = 2 —1)(2 +1)

(A-26)

. _ [BU-m+D(I+m+1)
C(1,1,1+ 1;m,0) —\/ (20 + 1)(20 + 3)

_ 3 [5(l-m)(l-m—=1)(1+m)(l+m—1)
C:2,1-2%m,0) = _\/ (20 = 3)(20 — 1)2(21 + 1)

[\

= ?C(l,l,l—l;m,O)-C(l—1,Ll—2;m70)

_ 2
\/BWH) sm :ﬁ[(l+1)0(l,1,1—1;m,0)2—10(1,1,z+1;m,0)2}

c(,2,1;m,0) = @-D@+3 3 (A-27)

C(1,2,1+ 2;m,0) =

3 /5(l-m+1)({l-m+2)(+m+1L{I+m+2)
2 (20 +1)(20 + 3)2(20 + 5)

- §C(z,1,z+1;m,0)-O(z+1,1,l+2;m,0)

Werden die Funktionen Y7 ¢ oder Y5 mit einer Summe der Gestalt ¢, Y, multipliziert, so ergibt sich aus
(A-25) mit einer Indexverschiebung

Y10(®): cim Yim (A, @) = [C(1,1,1—1;m,0)ci—1,m + C(1, 1,1+ 1;m,0)c141,m]Yim (A, @)
Y20(®@) - cim Yim (A, @) = [C(1,2,1 —2;m,0)ci—2,m + C(1,2,1;m,0)cpm + C(1, 2,1 + 2;m, 0)¢142.m|Yim (A, @)

(A-28)
(Wir haben hier auch die Symmetrieeigenschaften C(I + 2,2,1;m,0) = C(1,2,1 + 2;m,0) usw. benutzt.)

Ein numerischer Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten C(ly,l2,1;m1, m2), der Rekursionsformeln be-
nutzt, kann der Arbeit E.H. Knickmeyer (1984) entnommen werden. Die Herleitung der angefiihrten Formeln
sowie geeignete Algorithmen zur numerischen Koeffizientenberechnung sind auch in den Arbeiten von J.A. Gaunt
(1929), G. Racah (1942), G. Balmino(1978), A.R. Edmonds(1964) und R.A. Phinney, R. Burridge (1973) zu
finden.
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A-2 Vektorielle Kugelfunktionen
A-2.1 Definitionen und Eigenschaften

Reelle vektorielle Kugelfunktionen:

i)%l,m(A, ‘I)) = elym(A, fI))eR
6€l)m(A, (I)) 1 8el7m(A, (I))

Sim(A, @) := oo ee cos ¢ oA eA
T 0) = e ey ¢ e,
Komplexe vektorielle Kugelfunktionen:
Rypn(A, ) i= Vi (A, @)en
_ -1 Yim 1 Yim
Stm(A, @) := ﬁ CRAD ¥im = 011 {aaiﬁ ee cos(I)aalA en
Ton(A®) = s ROT (Viner) = s | o Vi @) = (i (8. )

Aus den Definitionen folgt

‘Ilm(A, (I)) = —eR X Glm (A, (I)) Tlm(A, ‘I)) =eRr X Slm (A, (I))
Glm(A, (I)) =eRr X ‘Ilm(A, (I)) Slm(A, (I)) = —eRr X Tlm(A, (I))

Integrale iiber reelle vektorielle Kugelfunktionen:

47 47 47
Riodo = —e R 1do = —e Ry _1do = —e
J, Do 5% S, P 58X Jo R Vbl
8 8 8
fg 617007/0 = %ez fg 61)107/0 = %ex fg 61)_1d0 = %ey;

die entsprechenden Integrale iiber alle anderen reellen vektoriellen Kugelfunktionen verschwinden:

[, Rimdo =0V 1#1 [, Sudo =0V 1#1 [ Typdos =0V 1

Integrale tiber komplexe vektorielle Kugelfunktionen:

47 47 47
R, odo = —e Riido = ———=(ex +1ie Ri_1do = —=(ex —ie
fg 1,000 \/§ A fg 1,100 \/6( X T1 Y) fg 1,—1a0 \/6( X —1 Y)
fo SLodO' = —4n 2eZ fo Sl71d0' = 4—7T(eX +iey) fa Sl)_ldU = 4—7T(—6X +iey);
3 V3 V3

abkiirzende Schreibweise:

mit:

e_1 =

€p =

€1

47 2
[, Rimdo = ﬁem [, S1,mdo = _47‘—\/;9771

e, —ie 1 . . . 1
Ty = 7 exp(—iA) (—iepx —sin Peg + cos Pe,) = ﬁ(Rl,_l —V28; )
. 1
e, = cos Peg + sin Pep = ﬁ(RLO — \/551,0)
e, +ie 1 ) . . 1
_Ty = 7 exp(iA) (—iep + sin Peg — cosPer) = ﬁ(RLl —V28; 1)

die entsprechenden Integrale iiber alle anderen komplexen vektoriellen Kugelfunktionen verschwinden:

JoRimdo =0V 1#1 [ Syudo=0Y1#1 [ Tyudo =0V 1
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Orthogonalitdtsrelationen:

fo < le,Rij > do = 4775l,i5m,j fo < Slm, Sij > do = 47T5171'5m_’j

[, < Tim,Tij > do = 476,10 ; (A-38)

samtliche Integrale iiber “gemischte” Innenprodukte verschwinden.

A-2.2 Transformation zwischen den sphirischen Komponenenten eines Vektorfeldes und den ra-
diusabhingigen Koeffizientenfunktionen der vektoriellen Kugelfunktionen

Sei u(A,®,R) = Urer + Uses + Uren = v Ruim + 51mSim + timTim ein Vektorfeld. Dann folgt aus der
Definition der vektoriellen Kugelfunktionen

UA 1 8 Im 8 Im Tm
0 cos D m(eqm) %(%,A)

Up | = 0 im A Sim (A-39)
0 0P (eq”A) cos® OA (eq)’A)

Ur efITA 0 0 tim

A-2.3 Darstellung spezieller Vektorfeldtypen in vektoriellen Kugelfunktionen

Darstellung der kartesischen Basisvektoren:

1 1
e ——Ri11—R1_ —(S11—8S1_
X R+ 61, \/6( 1,1 1,-1)+ \/5( 1,1 1,-1)
1 i 1
=— | Ri_ Sy _ = —(Ri1,1+Ri,-1) — —=(S1,1 + S1,-1) A-40
ey Ve 1,-1+ 61,1 NG V3 ( )
Rio+ S0 1 \/5
ey \/gRl,O 351,0
Darstellung der sphérischen Basisvektoren:
cos P ey 1 2
%31,0 §T1,0
cos®ep | = 1 = 2 (A-41)
%61,0 - gsl,o
er PRo,0 Ro,0
Darstellung eines konstanten Vektorfeldes:
Sei f = fxex + fyey + fzez ein konstantes Vektorfeld. Dann gilt
£ =3 (TR + 7, S 1) (A-42)
mit den konstanten Koeffizienten
o= —fz o=l
1,0 \/g 4 1,0 \/g 4
=i fi=
R (A-43)
o= efy o=
1,—1 \/§ Y 1,—1 \/§ Y

167



und
f= Em——l(fl le m + fl msl m)

mit den konstanten Koeffizienten

fﬁOZT flo \/7fZ

f1R1:7( fx +ify) f11 \/— —fx +ify)

R = %(fx Lify) ffi= —%(fx Lify)

= fim = V2,
Infinitesimale Drehung;:
x=X+u mit u=dwxX
und § w= E}nz_l(&uﬁle,m + 6w?,,S1,m)
(mit den konstanten Koeffizienten dw?’,,, dw?,, entsprechend (A-45)

1
—u=-—R Z 5w15)mT11m

m=-—1

Reine Scherung:

(A-44)

(A-45)

(A-46)

Es sei eine reine Scherung dargestellt durch die kartesischen Koordinaten des (in diesem Fall konstanten) Euler-

Lagrange-Tensors:

ux exXx €exy €zx X
uy | =| exy evy eyz Y
Uz ezx €vz €zz Z

Dann lautet die Darstellung des Verschiebungsvektors in vektoriellen Kugelfunktionen

1
u= R { 3(€XX +eyy +ezz)Roo+ —=(—exx —eyy +2ez2)(2Ra0 + Sa0)+

6\/_

1
+——=ezx(2R21 + S21) + eyz(2Ra, 1+ So_1)+

1
V15 V15

1 1
+——(e —e 2R9-, + S + ——e 2R9 o0 + Sy _
(e = ery)(Paa + G20+ —exy(2a 2+ €2 2>}

bzw.

1
u= R { 3(€XX +eyy +ezz)Roo+ 6\/_( exx —eyy +2ez7)(2Ra0 — V6Sa0)+
1 1
+—(—ezx +ie 2R51 — V6S + ——(ezx +ie 2Ro 1 — V685 _1)+
m( zX vz)(2Ra1 2.1) m( ZX vz)(2Ra, 1 2,-1)
1 .
+ 50 (eXX —eyy — QZexy)(2R212 — \/68272)4'
1
+ exx —eyy + 2iexy)(2Ra o — V6Ss }
\/m( XX YY xv)(2Ra,—2 2,-2)
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A-2.4 Anwendung von Differentialoperatoren auf die vektoriellen Kugelfunktionen

ROT Ry (A, ®) = %zlm(/x, )

1
ROT & (A, @) = —}—%‘Ilm(A, D) (A-50)
1
ROT T}, (A, @) = = [Sim (A, D) + 11+ 1R (A, @)
bzw.
(l+1
ROT Ry (A, @) = %szm@)
1
ROT Sy (A, @) = =Tn(A,®
(A B) = T (A, ) )
I(l+1 1
ROT Tyn(A, @) = VDR o) — Ls, (A, 0)
R R
Sei u ein Vektorfeld, dargestellt in vektoriellen Kugelfunktionen:
u(A, P, R) = tl_’m(R)mlm (A, ‘I)) + 51_’m(R)61m (A, ‘I)) + tl,m (R)‘Ilm (A, (I))
=Tlm (R)le (A, (I)) + Sim (R)Slm (A, (I)) + tlm(R)Tlm (A, (I)) (A—52)
=
_ 41 tn(R) | dt,
ROT u(A, 9, R) = 7 £.m (R)Rim (A, @) + ( i + 1R )S1m (A, D)
tlym(R) 51_’m(R) dﬁl_’m
(A-53)
A l —|— 1 tim (R) dtim,
= m (A, @ m(A, @
tm (R)Rim (A, @) = (=5 + —7)Sm (A, @)
\/ l + 1 Sim (R) dsim
o (l+1) dsi,m
ROT ROT u = o2 |:tl m—Si,m— R iR ] R+
1 [ dvegp, dﬁl m d2517m 1 dt;m 9 d? tm
+= [ - -R dR? }sz—i- 2 [l(l—i—l)tl,m 2R dR -R IR? Tim
(A-54)
VIT+1) l 1)
ROT ROT u = ha [\/ l—i—l)rlm—i—slm—i—RdZ;] Ripn+
dTl m dSim d? Sim 1 dtim 2d tim
(A-55)
ROT ROT ROTu— D [HHD o pdtim  pdtin] g
T R R ™ 4R drz |
L[ 1(l+1) W+ dty,  d*tm 3t m,
R {_ o Um T TR g Sare  Mams | ©mt
(l+1) 1 d?%y m (l+1) (+1) ds;.m 3 d2517m dgslym
[ B TR a2 B ST R 4R R AR drS | m
(A-56)
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W(+1) [ +1) dtim d*tim
ROT ROT ROT u = tym — 2—tm _ pZ MR,
" R [ R dR dRz |
1 [ I(l+1) I+ 1) dtyn AP, d3tim
- | tm - - m
R[ Rt TR ar  Yame  Tams | St
(A-57)
(11 +1))3/2 I+ 1) d*ry N I(1+1) N
Tim — m
R3 L R dR? r:
l(l + 1) dsim 3 dQSlm dSSlm
_ 2 — Tim
YR 4R Rarz  ams | !
dtl,m l(l"—l) m
DIV u= (Etl’m R TR slym)efp)A
— (A-58)
2 drym 10+1
- —Tl.m ’ m Ym
(grim+ g+~ omi
2 2 dtl m d2tl m l(l + 1) l(l+ 1) dﬁl m
ADDIVu= (——1tm+ =—2 : m— : m(®, A
GR Vu ( 77t +R IR + TR + 77 S 4R YRim (P, A)+
1.2 deim  L(1+1)
(e, m ) S (@, A
tR(FRmt R 7 oum)Gum(®,A)
( 2 o 2dn Py VIOFD VT dslm)R (A-59)
== —5Tl,m = - Slm I — m
R2 "™ T R 4R dR? Rz R dr
1+1) 2 drym 101+1)
- 5  \ 5 m ’ m Sm
r (gt T oS

Diese Formeln geben Anlass zu einem von (A-52) abweichenden Ansatz eines Vektorfeldes u in vektoriellen
Kugelfunktionen, bei dem die Bestandteile entweder divergenzfrei oder rotationsfrei sind:

u=1u; +us+us mit
1 dalm . .
= ————(tim + R—2")Rum + @ Sim tationsf
uy Ty (apm + R JRim + aim'Sy (rotationsfrei)
1 day (A-60)
= aymRim — ——(2a1m + R——=")Sim di frei
U arm Ry T 1)( apm + TR )S; (divergenzfrei)
uz = tmTim (divergenzfrei)
Anwendung der Differentialoperatoren DIV bzw. ROT auf diese Bestandteile ergibt
1 d2alm dalm
DIV u; = — R? 4R = (=D +2)am ROT u; =0
M= p e are TR U DU 2] "
1 d2al dal
ROT up = — P 4+ 4R— — (1 - 1)(1+2)aym|Tim DIV uy =0 -
uy R l(l—i—l)[ IR + IR ( )+ 2)aim] T up (A-61)
l(l + 1) t; m(R) dtym
ROT u3 = Y—t; n(R)Ryy, — (—— —)Sim DIV us =0
u3 7 tm(B)Rim — (== + —57)Si us
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A-2.5 Partielle Ableitungen vektorieller Kugelfunktionen

COS@ale _ @+ (l—i—m)(l—m)Rl_l,m_l\/(l+m+1)(l—m+1) -
o® (20 —-1)2l + 1) (204 1)(21 + 3)
+ L l_—lca 1,1—1;m,0)S - (A-62)
\/g l 9 ) b ) l—l,m -
[+2 im
— 2O, 1,1+ 1;m,0)S141.m ¢ + ——=Tim
r+1¢t s 0)8er, } 0+
. 6(77 lem) dri.m (l — m)(l + m) (l -m—+ 1)(l +m + 1)
. : _ : ~ A-63
TR dR { CEDCET @@ e (4-63)
s 2Sm _ MU+ +m)( — Ry Viltm it DI-m4 g
0P 120 —1)(21+ 1) VI+1D)(20+1)(20+3) '
1 [1+1
=\ 7 - y L, b — 1im, —1m™ A-64
+\/§{ z VIi-1D(I+1)C(,1,1—1;m,0)S;_1, (A-64)

l m
— —— Il +2 ,1,14+1; Sit1im — T
l+1\/(+ )C(1, 1,14 1;m,0)S; 41, }+l !

((+1)

sm@a(slg’}?lm) _ w1 { V=D +DC(1,1,1—1;3m,0)S1—1 m+

dR /3
\/— (A'65)
3
-|——\/ l+2cz’1’l+1mO)Sl“m“Lz(zjnf)Tlm}
sd—" = < ——/(I-1D){I+1DC(,1,1-1; T 1m—
cos o T ﬁ{ D0~ 1m0 Ty,
. . (A-66)
m m
—I(1+2)C1, 1,14+ 1;m,0)Ti41,m o — Sim + Rin
l+1 )Ti1, } +1"" T
. a(tlmTlm) dtlm 1 \/7
, _ 2 _ 1: _
sin ® R iR 75 -1+ 1)CU,1,1—1;m,0)Ti—1 m+
1 V3im (A-67)
=/ 1 1: _ vt
+l+1 (1+2)C{,1,14+ ;m, 0)Tig1,m 0+ 1) 1 }
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ou cos ® Ju . ou

9Z- R 90 %R
|+ drim I+1 Sl,m- (+m)(l —m)
= "t ar TV T R (20— 1)(20 + 1)R’*1”"+

-l dry,m I sim (l +m + 1)(l —m + 1)
= m . - e - R m
TIER™M TR T\ IT1 R \/ Qi+ D@13 et

l_lrl,m l"’l\/islm dsl,m
/TRt I—1)(+1 + (=D +1)

1
—C(l7 17l —1;m, O)Slfl,m-i-

V3
+ T’”—ZL\/TSI—MH—I Z(z+2)d2;é”}%0(5717z+1;m70)sl+1,m+
+ ”Tlf 7] 5V DU D00 L= im0/t
+:_Z+L1“gl H%d;gl}% I+ 2)C0, 1,1+ 1m, 0)Tysrmt

m ti,m im ti,m dti,m im Tim | Sim dsi.m
BV Y [_T dR} +1(z+1)[ U+DF + R *ar ) Tm
(A-68)
A-2.6 Produkte mit vektoriellen Kugelfunktionen als Faktoren
a) Skalare mal vektorielle Kugelfunktion:
Yio-Rim= CL,1LI-1;m0R;_1,»+C{, 1,14+ 1;m0)Ri41m
1,0 Ry ( m,0)Ri—1.m + C( +1;m,0)Ry41, (A-69)
1
Yio:Sim = 7VI+DI-1DC11=1m,0)8,- 1m+f( T )Tlm+
1 A-70
+H—1\/l(l+2)0(l,1,l+1,m,0)Sl+1m ( )
Yio-Tim = ! (+1nH(i-1Cci,1,l-1;m,0)T —ﬁﬂs +
1,0 lm — l - ) I l—l,m l(l+1) l,m
(A-71)

1
+l—|——1 vV l(l + 2)0(17 1, I+ 1; m, O)Tl-q—l,m

Fiir den Fall daf} iiber diese Produkte summiert wird, verschieben wir die Indizes und fithren abkiirzende Symbole
ein:

Yio- Rimrim = 7 0Rim
T = C(LLI+1m,0)r41m + C(1L 11— 1,m,0)r-1 (A-72)
le)o . Slmsl,m = Sl%,ifloslm + tzgnjz/IOTlm
Y= leCZ L1+ 1;m,0) 5l+1m+ =D+ DOE L= Lim, 0)simsm 4 7o)
oY 3 im -
Y \/_l(l+1)81’

172



3
+ <1 _ m) C1,2,1;m,0)Ty m—

m 15

5/1,0 : Tlmtl,m = S%OSlm + t%oTlm
Y m
= 3"
Sim10 \/_l(l—i-l) L
1
t%o = l—}-—l l(l+2)C(l,1,l+1,m70)t1+1,m+7\/ (l—l)(l—l—l)C(Ll,l— 1;m,0)tl_1)m
}/270 ‘Rim = C(l; 271 —2;m, O)Rl—2,m + C(l7 2, l7 m, O)Rl,m + C(l7 2, I+ 2;m, O)Rl+2,m
o - [Ty, ,, Y
)/2,0 Slm = l(l — 1) C(l7 27l 27 m, O)Sl72,m + 1 (l — 1)([ ¥ 1) C(l7 17l 11 m70)Tl71,m+
3
+ (1 - 1)) C(1,2,1;m,0)Stm+
im 15 . I(1+3) .
i\ e ¢ b+ Lm0 m + V G+ 100 +2 O 2,14 2m, 0)Sr2m
, _ (+1)-2) o _
Yo,0-Tim = -1 C(1,2,1 =2;m,0)Ti_2,m 7 0
(

TI+1

RY
Y2,O . lerl,7rz = Tlmz()le

RY . _
Tim20 ‘=

SY SY
Y2,0 - SimSi,m = Sim20Sim + timao Tim

sy . (1+3)l .
Sim20 ‘= (l ¥ 2) (l ¥ 1) C(l7 27l + 25 m, 0)3l+2,m +
(1-2)(1+1) )
(l — l)l O(l72vl 27m7 0)3l72,m
sy . _im 15 4
Uim20 = 11 l(l+2)c(l717l+1,m,0)81+1,m+

TY TY
Y20 Timtim = Sim20Sim + timao Tim

Y m 15

= - Cl, 1,1+ 1;m,0)ti+1,m
S1m20 I+1 l(l+2) (7 0+ 1im, )l+17
TY I(1+3)
tima20 =

A+ +2)

(-=2)(1+1)

l(l — 1) C(l7 271 — 2; m, O)tlfz’m
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)N
m | 15
7 mc(h 17l - 17 m, O)Slfl,'m"'
11+ 3)
—— O, 1,1+ 1;m,0)S111.m S Lk
1 LU Em 08wm +4 [ 72507,

)
C’(l7 2, I+ 2; m, O)Tl+27m

C(1, 2,14 2;m,0)ri42,m + C,2,1;m,0)r1m + C(, 2,1 — 2;m,0)r1—2

3
(1 — m) C(l727l, m70)817m+

\/ (l 1 l717l_1;m70)5l71,m

mn C
I ) +1) (
im 15
- TV T DaEn O Lm0t

3
C(l, 2, l + 2, m, O)tl+2,m + (1 — m) C’(l7 27 l, m, O)tl,m+

(A-74)

(A-75)

(A-76)

(A-77)

(A-78)

(A-79)

(A-80)



i/l,m . Rl,o = C’(l7 17l —1;m, O)lelym —+ C(l7 1,1+ 1; m70)Rl+1,m

1 -1 m
Yz,m . Sl,() - ] - —O(l7 1,[ - 1; m, O)Slfl,m - \/giTl,m“‘
V2 { ! VII+1)
1+2
+ mc(l7171+1;m,0)sl+17m}
Yion - T ! L o, 1= L, 0T s + VISt
1mTio= —=<{—/——C1,l—-1;m, I-1,m ———Sim
V2 ! VIl+1)
1+2 )
+ H—lc(l717l+17m,0)Tl+1’m}
TimYim - S1.0 = 8510Sum + tiomoTim
l [+1
sﬁ,;fw = — mC’(L 1,1+ 1;m,0)ri41,m + TC’(L 1,0 —1;m,0)ri—1,m
; 3
tiho = —7”71\/_ T
20+ 1)
Ti,mYi,m - T1,0 = Sﬁfzplosl,m + 0 Tim
] 3
T IV
200 + 1)
l l+1
t%o = — mC’(L 1,1+ 1;m,0)ri41,m + TC’(L 1,0 —1;m,0)ri—1,m

Yim -Roo= C(,2,1 —2;m,0)0Ri_2,m + C(1,2,1;m,0)Rym + C(1,2,1 +2;m,0)Riy2,m

2(1 = 2) \/3 im
Yim S20= - C(1, 2,1 — 2;m,0)S1_2.m — 1/ 2 ——ee C(1, 1,1 — 1;m,0)Ty—1 .+
-1 )81 2 l0-1) ( JTis
+ LC(l2l‘m 0)Sim—
21(1-’-1) )<y Yy ) L,m
5 im 2(1+3)
) — (1,14 1;m,0)Try1.m + C(1,2,1 4 2;m,0)S142.m
\ﬁw/(z+1)(z+2) ( ITir 30+2) IS
2(1 = 2) \/3 im
Sfl,'m . TQ,O = - C 1727l - 2am70 Tl* ,m + _70 ly 17l_ lam70 Sl* ,m+
-1 JTi2 2 /li-1 ( )8t
+ LC(l2l‘m 0)Tym+
21(1+1) 5 4y by 5 I,m
5 im 2(1+3)
) e— O, 1,1+ 1;m,0)S 1 1m + C(1,2,142;m,0)Tii2.m
\ﬁw/(z+1)(z+2) ( S 30+2) STt
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(A-81)

(A-82)

(A-83)

(A-84)

(A-85)

(A-86)

(A-87)

(A-88)



TimYim - 52,0

RS

Sim20 ‘=

RS .
tlm20 T

T1,mY1,m - T2,0

RT .
S1m20 *

RT
tlm20 .

RS RS
Sm20Stm + timao Tim

[ 2 3
_ 73([_’_1) C(l727l+2,m,0)rl+2,m+ 72[([4—1)

C(1,2,l;m,0)ry,m+

b) Innenprodukte zwischen vektoriellen Kugelfunktionen

< 81,0,S1,m >=

< T10,Ti,m >=<S1,0,S1,m >

< S1,07 Tz,m >=

<81,0,S1,m > Si,m =

SS
Cimio =

< T1,07 Tl,m > tl,m

TT .
Clm1o ‘=

<810, Ti,m > tim =

< T1,07Sl,m > Si,m

A-89)
20+ 1 (
(+ )C(l727l— 2;m,0)ri—2,m
3l
5 im
— ) z——=[C( 1L, I+ 1;m,0)rir1,m + C, 1,1 — 1;m,0)r1—1,m
ﬁ T c( ) ( ri-1ml
ST20Stm + iz Tim
5 im
5 00 [O(l7 17 l + 1; m, O)rlJrl,m + C(l, 17 l— 1; m, O)rlfl,m]
\/g\/l(l +1)
(A-90)
- 27[0([2l+2'm 0)r + LC(ZQl'm 0)r,m+
3(l+1) ) &y ) ) +2,m 2l(l+1) 5 4y by 3 l,m
2(0+1
(+ )C(l727l— 2;m,0)ri—2,m
3l
1
T {(l + I)C(l7 lvl - 1; m, O)YVl*Lm - lc(l7 17 I+ 1; m, 0)m+1,m}
200+ 1)
(A-91)
] 3
L\/j}ﬁym < T1,0,St,m >=— < S1,0, Ti,m >
VIi+1) V2
Clsvfloylm
(1+2) (1-1)
,1,1+1; m—A—=C(,1,l — 1;m, 1m
2(l+1)c(7 ) + 7m70)3l+1, 21 C( m O)Sl 1,
C%lomm
(1+2) ) (1-1) )
2(l+ 1) C’(l717l+17m70)tl+1,m 21 C(l717l Lm,O)tl,l,m (A—92)
TS TS im 3
Yim = ————\/=tim
Cim1o011l Clm10 D \/; L,
] 3
o1 Yim ST = il =Sl,m
Cim1ot1 Cim10 ) 251,
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21 +1) 3

< 82,07Sl,m >= TC(Z727Z_2Sm>O)§/I—2,m+ mC(LZl;T)’LO)YE’m_
=2 e 2,1+ 2m, 0
3(141) o or T o (A-93)
5 .
< 82,07 Tl,m >= mlm {C’(l7 1,l—1;m, 0)3/[717,” + C’(l7 LI+ 1;m, 0))/l+1,m}
< SZ,O7Sl,m > Si,m = Cﬁfgomm
[2(1+ 3) 3
S5 . ) . _
Chog i= 3052) C(l,2,1+2;m,0)S142,m + 21(l+1)c(l727l’m’0)8l’m
2(1-2)
— C(l,2,1 —2;m,0)s1—2,m
sa-1) ¢ Jsi-2 (A-94)
< S2,O, Tl,m > tl,m = C;I;;?20Y2m
S = D imC( 1,1+ 13m0, )it + 1| o imC(1, 1,1 — 15m, )11
Im20 - 2(l + 1)(l+2) Ly ) ) +1,m Ql(l — 1) s Ly ) ) —1,m
¢) AuBere Produkte zwischen vektoriellen Kugelfunktionen
Si,0 X Si,m = —im LR
1,0 lm — 2[([ T 1) lm
(A-95)
S10 X Tim = —— (L + 1)C(, 1,1 — 13, 0)Ri1m — IC(L, 1,1 + 137, 0)Rig 1.}
V201 + 1)
A-3 Tensorielle Kugelfunktionen
a) Antisymmetrische tensorielle Kugelfunktionen:
T, == Yim(ea ® es —es ®en)/V2
TS, = (Tin®er—er@Tim)/V2 (A-96)
T,lI:m = (eR & St — St ® eR)/\/§
b) Symmetrische tensorielle Kugelfunktionen
Tll;r? = Y, er®er
Tﬁg = Yin(eo ®eqp +epy@ep)/v2
(A-97)

T := (er ® Sim + Sim @ er)/V2

TS = (Tin ®er+er®Tin)/V2
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1
TE2 .— - 02 +tan® Op — ——=—02)Yim
I (ee @ ep —exy ®en)(05 + tan® 0o — —5=03)Y)

1
cos @

+2(ex ® ep + e ® ep)dp ( aAYlm)] /200 = DI+ 1)1+ 2)

1
= T [2im ep ® Ty — 2im ep @ Sy, — 28in® eg @ Sy —
COS

2
—2sin® ey, ® Ty, + \/;\/l(l + l)Ylm (e<1> X Sl_,o +epn® Tl,O) / 2(1 — 1)(l + 2)

(A-98)

_ 1 {zm (I+2)(1—-1) [eq>®Tlm_eA®Slm]_

V2 cos ® (l+1)

{+1)(1+2
—%cu, 11— 1;m,0) [es © Si—1.m +ea ® Ti_im] +

(-1
+ (171;0(1, Ll+1;m,0)[es ® Sit1,m + e ® Tl+1=m]}

1
cos P

Tlef = |2(es ®ep —ep @ ep)ls ( (9AYlm>

812 q)ai)Ylm] /20 = DI+ 1)1 +2)

—(er @ €3 + €p ® ep) (07 + tan PIgp — ”

1
= q) [—2im ep ® Siy — 2im ep @ Ty, — 28in® eg @ Ty —
cos

2
+2sin @ eA®Slm+\/;\/l(l+1)Ylm (ea ® T10—ex®8Si10)| /200 —-1)(+2)

(A-99)

[ed ® Sim + e @ Tiy] —

1 imy/T+2)(1 = 1)
V2cos ® a I(l+1)

I+ +2)
SNV 01,1 - 15m,0) [ee @ Tyo1m — en ® Si—1.m] +
Ve ( ) [ea -1, A ® Si—1,m]

-1,

+\/§(z+1

(la 1, I+ I;m, 0) [e<1> ® TH—l,m —ex® SH—l,m]}

¢) Darstellung des Gradienten eines Vektorfeldes in tensoriellen Kugelfunktionen:

grad (Tl,lem + Sl,mSlm + tl,mTlm) =

1 dtlm ti,m S
(=L -Lmyp
\/5( iR R) im

m d m m
[T+ T) = 4 =y 2y

tim R
(l+1)/2 =Ty, —

1
ok

1
TE 4 E(\@”m + VI +1)/2 51,,)TE— (A-100)

Tl,m dsl,m Sl,m E1l Sl,m mE2
(l+1) —= — — )T, —vV{I—-1)(1+2)/2 =—T

trm
)TEL — /(= 1)1 +2)/2 %Tﬁf

dtl,m tl,m
2" dR R
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d) Verjiingungen des Verzerrungs-Tensors in vektoriellen Kugelfunktionen
1 1
E= S(GRADu+ GRADu) = 5 (Ukiz + Urx)GX @ GF =

OUgr 1, 0Us 1, 1 0Up

p— @ —_—
R Ch @ ent (a + Unleo @ e+ o(—mmr

1 10Uz OUs Us
2R o0 TR ~ Rer@cetes@er)t (A-101)

1 1 0OUgr 00U, A
+§(Rcos<1) oA + OR _E)(

1 1 0U. 1510)
ﬁ(costl) 8A@ T 35\ + tan®Uxp)(er @ es + €5 @ €yp)

+Ugr — tan®Ug)ep @ ep+

ep@ep+eyRer)+

Fiir die Verjiingung E.ep gilt

de;.m 1(,1 ds; m 1 dt; m 1
L Rim + T + bm _ —Slym)Glm + ( bm _ —fl_’m)‘zlm (A—IOQ)

Eep = ==
er ar mt g (R iR R iR R

(Zum Beweis wendet man (A-101) auf er an und benutzt (A-39) sowie die Definition der vektoriellen Kugel-
funktionen (A-29).

e) Uberschiebungen der tensoriellen Kugelfunktionen mit N bzw. Sa.0

_ /2
Tll;gN = Rl,m = Rlym + EQQYZ,mSQ,O

TION= ——Y;,,S
Im \/ﬁ L, 2,0
. - (A-103)
T%N: —2{Sl7m—2“1—562 <Sl7m,82)0>eR}

1 - /2
T%N = —2 {Tl,m -2 BGQ < Tl)m,SQ)Q > eR}

TE2S, = ? { 2V/(0 le 1_)(11)?/1_2;1(1 + 2)0(1, 21— 2;m,0)Si_g.m+

9 V/IT-1(+2)

(-1
0(172ul;m70)slm ( )( +3)

C(1,2,1 4 2:m, 0)S140.m—

VI5 (1 +1) C(1+2)/150+ 1)
(-3 t2 . o VT .
—sz H-—:[C(Ll,l_Lm’O)Tl_l’m —(l+1)(l+2)\/20(l,17l+1, ,O)Tl-l-l,m}

(A-104)

Theg, — V5 2/ +1)(1—-2)(1+2)
m =20 Ty (1—1)V151

9/ I —1)(+2)

O(lv 27 l— 27 m, O)Tl72,m+

-0 +3)

c(l,2,l;m,0)T

- O, 2,1+ 2:m, 0)Tiszm+
V15 (1 +1) " 2) /B0 T 1) ( m, 0Tz,
(1 —3)VIT2 U+ OVI—1

c(l, 1,1 —=1;m,0)S;_1,m +im—————C(I,1,l + l;m,O)SHLm}

(A-105)

TTEVES RN
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A—-4 Darstellung geometrischer Elemente des Rotationsellipsoids mit Hilfe von

Kugelfunktionen

Im folgenden bezeichnen wir mit

a - die groBe Halbachse des Ellipsoids
b - die kleine Halbachse des Ellipsoids
e2 - die 1. numerische Exzentrizitit des Ellipsoids

A, ® - geozentrische Lange und Breite auf dem Ellipsoid

Wir vernachlissigen Terme der Ordnung e*.

Definition des “mittleren Radius“ R des Ellipsoids:

B 1 27 /2 b 1 2 2
Ri=— / R(®) cos ® dBdA = —- In(~—5) ~ < <
4 0 _7.‘./2 2e 1

Abstand R(®) der Ellipsoidfliche von ihrem Ursprung

2

_ e
R(®)~ R(1 - —=Y-
(@) ~ R( Vi 2,0)
Normalenvektor in vektoriellen Kugelfunktionen:
2 o
n~Rgo— B¢ S2,0

Beweis:
Sei x(A, ®) = R(®)eg der Ortsvektor des Ellipsoides. Dann folgt

2 2 9Y;
Ox ox _ Or 1—-=_Y50)e € Y204
oar X 9% Regr 5% €@ N( 3v5 2,0) R+3\/5 9% <I>z o — 232820
' V 15

n= =

ool Ry (2ny? (1= 32 Y20)?

,0-

Flachenelement in geozentrischer Linge und Breite A, &:
d®X = a?cos (1 — €2 sin® ®)dPdA

2¢?

Ya,0)d®dA
3¢520)

2 1 _
—a2003<1)<1—62 — Yoo+ = > d®dA ~ R?cos ®(1 —
(3\/5 20+ 3 0,0) (
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B Euler’sche und Lagrange’sche Storungen der gravitativen Feld-
gro3en

Wir skizzieren hier Beweise fiir die Formeln (2-201), (2-204) aus Abschnitt 2. Wir benutzen dazu stetig diffe-
renzierbare Regularisierungen der Integralkerne sowie die folgenden Sétze aus der Analysis:
Lemma B-1 (Vertauschbarkeit von Ableitung und Integration):

S o
Es seien die Funktionen f(z*,t7), a—tJ;(xZ,tJ), i€ {l1,2,...,n}, 4,k € {1,2,...,m} im Definitionsbereich G;(x) x
G2(t) in allen Argumenten stetig. Dann gilt

0] / o of
— f(xl,tj)d"x:/ fzt, th)d®
Ot* Ja, ) () O
i.e. Integration und Differentiation diirfen vertauscht werden. ]

Lemma B-2 (Vertauschbarkeit von Limes und Ableitung):
Sei Fy(t') eine Funktionenfolge, die ebenso wie die Folge der Ableitungen Q(tz) im Definitionsbereich G(t)

ot
gleichmapig konvergiere:
; iy _ i OF i
Jm F(t') = F(t'),  lim %(f )= [i(t")
... OF .
Dann existiert @(t ) Vt € G(t) und es gilt
0Fy . ; i OF 9] i
Jm %(f) fi(t') = 50 (¢ N = e 1LI§OF1@(75)
i.e. Limesbildung und Differentiation diirfen vertauscht werden. [

Zum Beweis des Lemmas (sogar unter schwicheren Voraussetzungen) siehe H. Heuser (1982) p. 552.

Wir definieren folgenden regularisierenden Kern:

2
X P —X
Q25 (5-— 3| 52 ol ) fir |xp —xg| <4
g(‘s)(xP,xQ) - y y
Q — &P .
m fir |XP—XQ| >6

Da der Kern nur von der Differenz dpg := xg¢ — xp abhiingig ist, schreiben wir auch g® (dp@). Der Gradient
von g(®(dpg) lautet

I |dpgl?
253(5_3 52 )~ 55
I 3
ldpql®  |dpgl®

Offensichtlich ist gradq,,,) g (dpg) ebenso wie gl® (dpg) selbst iiberall stetig, insbesondere an der Stelle
|dpg| = 4.

dpQ@dpQ fir [dpg| < ¢
gradg,.,) 8 (dpg) =

dPQ®dPQ fir |dPQ| > 0.

Betrachten wir zunéchst die Formel (2-201) fiir die Anomalien. Wir bilden die folgende Argumentationskette:

D D xQ(t) — xp(t)
Sife(xp(O)liy - At = E{Q/Rs Q(XQ(t))b(QQ(t)_—X;W

D .
= D i [ otxa)g dra)dxa)l -

d3XQ}|t0 At

. D
~olini 5 [ o) @ra()dxqly} - At

= 1 { s e(xa (1) & (dra(0)d*xali, } - At

t

~ g lim { [, 0(XQ) grad; 8 |d,q (1) (1g — up)d*Xq
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Das erste Gleichheitszeichen folgt aus der Definition von fg, das zweite aus der schwachen Singularitéit des
Integralkerns (xg — xp)/|xg — xp|?, das dritte aus Lemma 2, das vierte aus dem Transport-Theorem und
Lemma 1, das fiinfte aus der Kettenregel und der Approximation %d pQ At =~ ug —up. Streng genommen muf
die Argumentationskette von hinten her beschritten werden, da fiir das Lemma 2 die gleichméaflige Konvergenz
der Integrale

D
Jre 0(x@())8 (dre()d*xq, 5 . o(xq(t))g"” (dpq(t))d*xq
bendétigt wird.
Wir berechnen den Grenzwert des letzten Ausdrucks der Gleichungskette:

2
“QT(s 3|d’;§| ) — ;dPQ <dpg,ug —up >
fir [dpg| < ¢
gfaddg(5)~(u62 —up) =
ug —up 3 <dpg,ug —up >cl
K [dpolP e
fir [dpg| > 4.

Das Integral muf in die zwei Bereiche |dpg| < d, |dpg| > § unterteilt werden. Zur Integration iiber das erste

Gebiet fithren wir ein Polarkoordinatensystem mit Ursprung in Xp ein: |[dpg| =: r, d®*Xg = r’do dr (wobei do

das Flichenelement der Einheitskugel bezeichnet). Fiir geniigend glattes o(Xq) folgt mit Hilfe der Bedingung
|U.Q - uP| < Emam|dPQ|

die Abschitzung

2
. uqQ 3

g lim ris 0(Xq,to) [T(5 - 352) 65dPQ <dpg,ug —up >] r?drdo
: lug — up| r? 3 2 2

< Xp,to)| 1 —(5—-3= — — drd

< glo(Xp, 0)|51£%r£5{ 553 ( 52)+ 5" lug —upl|| r?drdo
. rs r? 3rd

< ng(XP,tQ)lgl_r)I(lJ f Eaz [_253 (5 —35 )+ 5 ] drdo

= AngEpan|o(Xp, t |hmf A

- us max I

g o(Xp,to) 5 53 255

Wegen der schwachen Singularitéit des Integralkerns ist damit Formel (2-201) bewiesen.

Nun wenden wir denselben Formalismus auf die Schwerestorungen an. Der Gradient des regularisierenden Kernes
beziiglich dem Argument d gleicht demjenigen beziiglich des Argumentes x¢:

I xo — xp)|? 3
S fir |(xg —xp)| < ¢
gradg gl )(XP,XQ) =
o (xq — xp) © (xq — xP)
(g —xp)PP ~ Jlxg —xp)fp @~ QTR
fir [(xg —xp)| > 6.

Wir benutzen dieselbe Argumentationskette wie vorhin. Fiir das innere Integrationsgebiet mit |(xg —xp)| < 4
gilt nun aber (mit demselben Kugelkoordinatensystem wie vorher und geniigend glattem u, o)

9}1_{% f Q(XQa to) < gra’dQ g(é) (XP7XQ)5 ug > dBXQ

0 r? 3r2
= go(xp, to) hm < g’j;f [253 62) I —e,(Xp) ®er(XQ)} dogridr,up >
) I T4 T4
2
= drgo(xp,ty) < hm f {253 (57 5_2) _ Iﬁ} dr,up >

47

(denn [[ e, (Xq) ® e,(Xg)dog = ?I )

47
= —-go(xp,to)up
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Damit ist Formel (2-204) bewiesen. Zu beachten ist, dal der Grenzwertprozess in der Weise vollzogen wurde,
dafl das Integrationsgebiet durch Kugeln um den Aufpunkt mit immer kleiner werdendem Radius unterteilt
wurde.

Wir geben noch alternative Beweisskizzen von (2-203), (2-204), (2-200) und (2-201) an.
Das Storpotential kann als Newtonintegral iiber die Dichtestorung in linearer Niherung gemifl (2-148) appro-
ximiert werden:

DIV X
dv(xp) = —glim o (oo Q)U-Q)dng
5H0R3\K5 |XP — XQl
X

—_glim [ DIVg {M} dBX o+

6_’0R3\K5 |Xp —XQ|

: 3

+g %1_1% fR3\K5 < Qo(XQ)UQ, GRADQ { |XP — XQ|} >d XQ

Wenden wir auf den ersten Summanden den Gauf3’schen Satz an, so verschwinden die beiden entstehenden
Fléchenintegrale, denn auferhalb der Erde verschwindet die Dichte, und

lim %0Xo)

09 g, N > d*Xg = 0.
0—0 J s |XP—XQ| Q Q

Wir erhalten daher
<uQ,Xp — XQ >

oxr) ~ g [ oK) X

wie vorher. Die entsprechende Umformung 148t sich auch fiir die Schwerestérung durchfithren. Auch hier wird
der Gauf’sche Satz angewandt, wobei in diesem Fall aber das Flichenintegral nicht verschwindet: wegen der
starken Singularitit des Integralkernes wird eine Kugel K° um den Aufpunkt mit Radius § vom Integrations-
gebiet ausgeschlossen; N ist die duflere Normale dieser Kugel. Beim Grenziibergang 6 — 0 ergibt sich aus dem
Flidchenintegral ein integralfreier Term:

DIVg(00(Xg)ug)(Xg — xp)

xp — Xgl?

grad dv(xp) & —g Rf Kol &
= —ngg DIVq {% ® QOUQ} BXg + ng3 GRADg {%} o0ugd3Xg
= %ig(l){gli % < ooug,N > d®Xg +
9t { xr —IXQ|3 -a%e _|§i)—®>gf§ = } 'QO“Qd3XQ}
- 47%(?3)“13 ’ QRZ e { xp jQXQ|3 s XP|)><1<s (—X)CéQ_PXP), s } “Xe

wie vorher; das letzte Integral mufl wieder als Cauchy-Hauptwert behandelt werden.
GeméB (2-85) gilt in linearer Approximation

Av(Xp) = dv(Xp)+ < grad v(Xp,t),up >
Nun ist

< XQ — Xp,up >
Xp —Xqf?

< grad v(Xp,to),up > ~g [ 00(Xgq) d*Xg
R3

und mit (2-203) folgt (2-200). Analog dazu wird

Afq(Xp) = 0fe(Xp)+ < grad fo(Xp, to),up >
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und mit
< grad fg(Xp,tp),up >=

(siehe z.B. E. Martensen 1968, S.122, das Integral ist als Cauchy- Hauptwert zu verstehen)

47
=<g [ 00(Xq) grad grad d’Xq — TgQO(XP)IvuP >=
R3

—I (XQ — XP) ® (XQ — XP)
9 ] aoXe) { Xp —XoP Xp — Xl

4am
} dSXQ, up > —ngo(Xp)uP
folgt (2-201).
Weiter beweisen wir die Differentialgleichung (2-208) fiir die Anomalie Av. Wegen Av = Av5 (XK t) =
vE(XE 1) — oF (XK 1) wird
div grad Av ~ DIV GRAD Av = DIV GRAD v4(XX,t) — DIV GRAD v&(X* t,)

= DIV GRAD v*(X X t) + dmgo* (XK ty) ~ (siehe (2-95))

~ div grad v(xp,t) + (20xk U iz tumlU IKL)GKL + 4mgoo(Xp)

= —dmgo(xp) + (20 kU, +vp Ui )GRF + dmgoo(Xp)

= —4rgAo+ (v gk U iz ol ‘KL)GKL.
Dasselbe Ergebnis erhélt man, wenn der Laplace-Operator auf

Av(Xp) = év(Xp)+ < grad v(Xp,tg),up >

angewandt wird.

Formel (2-209) folgt fiir die Storungen aus der Definition, fiir die Anomalien mit Hilfe von (2-91) aus
div Afg DIV f5(X¥,t) — DIV f5(X% . )

div £5(X 5 t) + FL‘KUI‘(L +47goo(Xp) = —4drgAo(Xp) + F ‘KUI‘(L,

Formel (2-210) in entsprechender Weise mit Hilfe von (2-97).

Q

%

C Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation

Definition:
Die Laplace-Transformierte £[f(t)] einer Funktion f(¢) ist durch

Clf ()] = £(s) / £(t) exp(—st)d (c-1)
definiert.
Rechenregeln:
£([ f- )ity = F9)305) (C-2)
0
220y sj) - 1) (©3)
L{H(t—to)} = éexp(—sto)
L{exp(at)} = Sia (C-4)
L{texp(at)} = s —1a)2
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D Rechenregeln fiir Euler’sche und Lagrange’sche Inkremente

Lemma D-1 (Rechenregeln fiir Inkremente von Feldgrofien):
Seien F, H skalare Feldgrofien. Es gelten die Rechenregeln

1) O(F-H)= HE(@" t)0F + F& (2 t)6H — 6F §H
= HE(2% t9)0F + F€(a*,t0)6H + 0F 6H

A(F-H)= H*XE tH)AF + FE(XE ) AH — AF AH
= HA(XK t))AF + FF(XK t0)AH + AF AH

(D-1)
2.) AF = §F + F&(ak tg) — FE(5% XK 19)
§F = AF + FA(XE tg) — FE (5K 2% o)
3.) (0F),,=6(F,1) (AF),xk =A(F,x )
4)  (0F),x  =A(FFg)+F5 g (X5 to) — FF o (62! to)dM a*
§(Fix)  =AFF )+ FCx (X to) — FF x (6Fal 1)
= (0F),x =06(FF k) —Fu (0Fal to)op! Axk k
(AF)ak = 5(F ) + ngk (Il to) - Fga’m (5ZLXL5 t0)5?XK;k
A(F¢,) =6(F¢ k)+Ff,k (z!,to) — F€ 5 (6L XL to)
o (AP) = ACEE) = FE o (54X%, t0)5RX

Sei V(t) ein materielles Volumen, o(p(t), x¢(t), t) eine Zweipunkt-Kernfunktion; p(t) sei ein Ortsvektor zu einem
materiellen Punkt. Das Volumen des Grundzustandes wird mit Vy := V(to) abgekiirzt. Die FeldgroBe F(p(t),t)
sei definiert als F'(p fV(t) ), X, t)d3xg. Dann gilt

5) AF = F(p(t),t) — F(P,t)

= f U(p(t),XQ,t)d3XQ— fO'(P,XQ,to)d3XQ
V(t) Vo

det
= | Apgodixq+ [ o(P,Xq,t0) (/1 0 dlo -1 dXg
V(t) Vo tG

det .
= [ ArqodXq+ [ o(p(t).xq(Xa.0),0) /7 I j-1| d*Xq
Vo Vo et G o

OF = F(p,t)— F(p,to)

= f U(pvaat)dng_ fg(pvavtO)dng
V(t) Vo

det g
= f AQad3XQ + f G(pa XQa tO) |Q j|Q -1 d3XQ
V(t) Vo detG

det
= fAQ0d3XQ+ fU(p,XQ(XQ,t),t) de 9 -j—=1 d3XQ
Vo Vo et G o

wobei die Abkiirzungen Apgo := o(p(t),xq(Xg, t),t)—c(P, Xq, to) und Ago = o(p,x¢(Xg, ), t)—o(p, Xg, to)
benutzt wurden; das A soll sich also im ersten Fall auf beide Argumente, im zweiten nur auf den Integrations-
punkt beziehen. [

Die meisten dieser Rechenregeln ergeben sich direkt aus den Definitionen. Bei 2.) haben wir F¢(x* ty) =

FE(§Eak to) und FFA(XE tg) = FE(65 XX t) benutzt. Fiir den Beweis zu 5.) wurde noch die Beziehung (2-
64) zwischen dem verzerrten und dem unverzerrten Volumenelement (Abschnitt 2-23) verwendet.
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The story was told of a sultan who awoke in the middle of the night and summoned his wizzard. “Wizzard,” he
said, “my sleep is troubled. Tell me: What is holding up the earth?” “Majesty,” the wizzard replied, “the earth
rests on the back of a giant elephant.” The sultan was satisfied and went back to sleep. But then he awoke in
a cold sweat and summoned the wizzard again. “Wizzard,” he said, “what is holding up the elephant?” The
wizzard looked at him and said: “The elephant stands on the back of a giant turtle. And you can stop right
there, Majesty. It’s turtles all the way down.”

(anonym)

... es schien mir auf gewisse Weise richtig, dass die Vernunft von allem die Ursache ist, und ich gedachte, wenn
sich dies so verhilt, so werde die ordnende Vernunft auch alles ordnen und jegliches stellen, so wie es sich am
besten befindet. ... Dieses nun bedenkend freute ich mich, dass ich glauben konnte, {iber die Ursache der Dinge
einen Lehrer an dem Anaxagoras gefunden zu haben, ... der mir nun auch sagen werde, zuerst ob die Erde
flach ist oder rund, und wenn er es mir gesagt, mir dann auch die Notwendigkeit der Sache und ihre Ursache
dazu erkldren werde, indem er auf das bessere zuriickginge, und mir zeigte, dass es ihr besser wire, so zu sein.
Und wenn er behauptete, sie stinde in der Mitte, werde er mir dabei erkldren, dass es ihr besser wére, in der
Mitte zu stehen ... Ebenso war ich entschlossen mich nach der Sonne gleichermaflen zu erkundigen, und dem
Monde und den iibrigen Gestirnenwegen ihrer verhédltnisméafligen Geschwindigkeit und ihrer Umwélzungen und
was ihnen sonst begegnet, woher es doch jedem besser ist, das zu verrichten und zu erleiden, was er erleidet.
Denn ich glaubte ja nicht, nachdem er einmal behauptet, alles sei von der Vernunft geordnet, dass er irgend
einen anderen Grund mit hineinziehen werde, als dass es das Beste sei, dass sie sich so verhalten wie sie sich
verhalten; und also glaubte ich, indem er fiir jedes einzelne und alles insgemein den Grund nachwiese, werde er
das Beste eines jeglichen darstellen, und das fiir alles insgesamt Gute ... Und von dieser wunderbaren Hoffnung,
o Freund, fiel ich ganz herunter, als ich fortschritt und las, und sah, wie der Mann mit der Vernunft gar nichts
anfangt, und auch sonst gar nicht Griinde anfiihrt, die sich beziehen auf das Anordnen der Dinge, dagegen aber
allerlei Luft und Aether und Wasser vorschiebt und sonst vieles zum Teil wunderliche...
Platon (aus: Phaidon)

Wahre Worte sind nicht schon
schéne Worte sind nicht wahr
dem Guten fehlt die glatte Zunge
Glattziingige sind nicht gut
Wissende sind nicht gelehrt
Gelehrte sind nicht wissend ...

Lao-tse (aus: Tao-te-king)

Das Wasser im Gefaf3 glitzert,
das Wasser der See ist dunkel.
Die kleine Wahrheit hat klare Worte,
die grofle Wahrheit hat grofies Schweigen.

Tagore

190



Schriftenreihe Institut fiir Photogrammetrie der Universitat Stuttgart, Stuttgart University,
Geschwister-Scholl-Str. 24/D, D-70174 Stuttgart
Fax: ++49 711 121 3297; Internet: http://www.ifp.uni-stuttgart.de

Nr. 1 (1976) Vortrage des Lehrgangs Numerische Photogrammetrie (I11),
Esslingen 1975 - vergriffen

Nr. 2 (1976) Vortrage der 35. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1975

Nr. 3 (1976) Contributions of the Xl1l1th ISP-Congress of the Photogrammetric
Institute, Helsinki 1976 - vergriffen

Nr. 4 (1977) Vortrage der 36. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1977

Nr. 5 (1979) E. Seeger: Das Orthophotoverfahren in der Architekturphoto-
grammetrie, Dissertation

Nr. 6 (1980) Vortrage der 37. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1979

Nr. 7 (1981) Vortrage des Lehrgangs Numerische Photogrammetrie (1V): Gro-

be Datenfehler und die Zuverlassigkeit der photogrammetrischen
Punktbestimmung, Stuttgart 1980 - vergriffen

Nr. 8 (1982) Vortrége der 38. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1981

Nr. 9 (1984) Vortrage der 39. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1983

Nr. 10 (1984) Contributions to the XVth ISPRS-Congress of the Photogramme-
tric Institute, Rio de Janeiro 1984

Nr. 11 (1986) Vortrage der 40. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1985

Nr. 12 (1987) Vortrage der 41. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1987

Nr. 13 (1989) Vortrage der 42. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1989

Nr. 14 (1989) Festschrift - Friedrich Ackermann zum 60. Geburtstag, Stuttgart
1989

Nr. 15 (1991) Vortrage der 43. Photogrammetrischen Woche Stuttgart 1991

Nr. 16 (1992) Vortrage zum Workshop "Geoinformationssysteme in der Ausbil-

dung", Stuttgart 1992


http://www.ifp.uni-stuttgart.de/

Technical Reports Department of Geodetic Science, Stuttgart University, Geschwister-Scholl-
Str. 24/D, D-70174 Stuttgart
Fax: ++49 711 121 3285; Internet: http://www.uni-stuttgart.de/gi/research

Nr. 1 (1987) K. Eren: Geodetic Network Adjustment Using GPS Triple Diffe-
rence Observations and a Priori Stochastic Information

Nr. 2 (1987) F.W.O. Aduol: Detection of Outliers in Geodetic Networks Using
Principal Component Analysis and Bias Parameter Estimation

Nr. 3 (1987) M. Lindlohr: SIMALS; SIMulation, Analysis and Synthesis of Ge-
neral Vector Fields

Nr. 4 (1988) W. Pachelski, D. Lapucha, K. Budde: GPS-Network Analysis: The

Influence of Stochastic Prior Information of Orbital Elements on
Ground Station Position Measures

Nr. 5 (1988) W. Lindlohr: PUMA,; Processing of Undifferenced GPS Carrier
Beat Phase Measurements and Adjustment Computations

Nr. 6 (1988) R.A. Snay, A.R. Drew: Supplementing Geodetic Data with Prior
Information for Crustal Deformation in the Imperial Valley, Cali-
fornia 1988

Nr. 7 (1989) H.-W. Mikolaiski, P. Braun: Dokumentation der Programme zur
Behandlung beliebig langer ganzer Zahlen und Briiche

Nr. 8 (1989) H.-W. Mikolaiski: Wigner 3j Symbole, berechnet mittels Ganz-
zahlarithmetik

Nr. 9 (1989) H.-W. Mikolaiski: Dokumentation der Programme zur Multikpli-
kation nach Kugelfunktionen entwickelter Felder

Nr. 10 (1989) H.-W. Mikolaiski, P. Braun: Dokumentation der Programme zur

Differentiation und zur Lésung des Dirichlet-Problems nach Ku-
gelfunktionen entwickelter Felder

Nr. 11 (1990) L. Kubéckova, L. Kubacek: Elimination Transformation of an Ob-
servation Vector preserving Information on the First and Second
Order Parameters

Nr. 12 (1990) L. Kubackova: Locally best Estimators of the Second Order Para-
meters in Fundamental Replicated Structures with Nuisance Para-
meters

Nr. 13 (1991) G. Joos, K. Jorg: Inversion of Two Bivariate Power Series Using
Symbolic Formula Manipulation

Nr. 14 (1991) B. Heck, K. Seitz: Nonlinear Effects in the Scalar Free Geodetic
Boundary Value Problem

Nr. 15 (1991) B. Schaffrin: Generating Robustified Kalman Filters for the Inte-
gration of GPS and INS

Nr. 16 (1992) Z. Martinec: The Role of the Irregularities of the Earth's Topogra-
phy on the Tidally Induced Elastic Stress Distribution within the
Earth

Nr. 17 (1992) B. Middel: Computation of the Gravitational Potential of Topogra-
phic-Isostatic Masses

Nr. 18 (1993) M.1. Yurkina, M.D. Bondarewa: Einige Probleme der Erdrota-
tionsermittlung

Nr. 19 (1993) L. Kubackova: Multiepoch Linear Regression Models

Nr. 20 (1993) 0.S. Salychev: Wave and Scalar Estimation Approaches for

GPS/INS Integration


http://www.uni-stuttgart.de/gi/research

Schriftenreihe der Institute des Studiengangs Geodasie und Geoinformatik (ehemals Fachbe-
reich Vermessungswesen); Technical Reports Department of Geodesy and Geolnformatics,
Stuttgart University, Geschwister-Scholl-Str. 24/D, D-70174 Stuttgart

Fax: ++49 711 121 3285; Internet: http://www.uni-stuttgart.de/gi/research

Nr. 1994.1 (1994) H.-J. Euler: Generation of Suitable Coordinate Updates for an
Inertial Navigation System

Nr. 1994.2 (1994) W. Pachelski: Possible Uses of Natural (Barycentric) Coordi-
nates for Positioning

Nr. 1995.1 (1995) J. Engels, E.W. Grafarend, P. Sorcik: The Gravitational Field

of Topographic-lIsostatic Masses and the Hypothesis of Mass
Condensation - Part | & 11

Nr. 1995.2 (1995) Minutes of the ISPRS Joint Workshop on Integrated Acquisi-
tion and Interpretation of Photogrammetric Data
Nr. 1996.1 (1996) Festschrift fir Klaus Linkwitz anléilich der Abschiedsvorle-

sung im Wintersemester 1995/96; herausgegeben von Eberhard
Baumann, Ulrich Hangleiter und Wolfgang Méhlenbrink

Nr. 1996.2 (1996) J. Shan: Edge Detection Algorithms in Photogrammetry and
Computer Vision

Nr. 1997.1 (1997) Erste Geodéatische Woche Stuttgart, 7.-12. Oktober 1996; her-
ausgegeben von A. Gilbert und E.W. Grafarend

Nr. 1997.2 (1997) U. Kélberer: Untersuchungen zur flugzeuggetragenen Radaral-
timetrie

Nr. 1998.1 (1998) L. Kubéacek, L. Kubackova: Regression Models with a weak
Nonlinearity

Nr. 1999.1 (1999) GIS-Forschung im Studiengang Geodasie und Geoinformatik
der Universitat Stuttgart; herausgegeben von M. Sester und F.
Krumm

Nr. 1999.2 (1999) Z. Martinec: Continuum Mechanics for Geophysicists and Ge-
odesists. Part I: Basic Theory

Nr. 1999.3 (1999) J. H. Dambeck: Diagnose und Therapie geodatischer Trag-

heitsnavigationssysteme. Modellierung — Systemtheorie — Si-
mulation — Realdatenverarbeitung

Nr. 1999.4 (1999) G. Fotopoulos, C. Kotsakis, M. G. Sideris: Evaluation of Ge-
oid Models and Their Use in Combined GPS/Levelling/Geoid
Height Network Adjustment

Nr. 1999.5 (1999) Ch. Kotsakis, M. G. Sideris: The Long Road from Determinis-
tic Collocation to Multiresolution Approximation
Nr. 1999.6 (1999) Quo vadis geodesia...? Festschrift for Erik W. Grafarend on the

occasion of his 60" birthday; herausgegeben von F. Krumm
und V.S. Schwarze - vergriffen, out of stock -

Nr. 2000.1 (2000) J. Banks, K. Kubik, Y. H. Lu: Investigation into Digital Image
Matching

Nr. 2000.2 (2000) P. Xu, E. Cannon, G. Lachapelle: Mixed Integer Observation
Models, GPS Decorrelation and Integer Programming

Nr. 2000.3 (2000) B. Voosoghi: Intrinsic Deformation Analysis of the Earth Sur-

face Based on 3-Dimensional Displacement Fields Derived
from Space Geodetic Measurements

Nr. 2001.1 (2001) F. Butsch: Untersuchungen zur elektromagnetischen Inter-
ferenz bei GPS


http://www.uni-stuttgart.de/gi/research

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

2001.2

2002.1

2002.2

2002.3

2003.1

2003.2

2004.1

2006.1

(2001)

(2002)

(2002)

(2002)
(2003)
(2003)
(2004)

(2006)

A. M. Abolghasem: Numerical Modeling of Post-Seismic Dis-
placement Fields

J. L. Awange: Grobner Bases, Multipolynomial Resultants and
the Gauss-Jacobi Combinatorial Algorithms - Adjustment of
Nonlinear GPS/LPS Observations

Y. Kuroishi: On the Application of Downward Continuation of
Surface Gravity onto the Reference Ellipsoid, to the Geoid
Determination in Mountainous Areas

H. Schade: Neigungsbestimmung mit GPS fiir die Photogram-
metrie

D. Dettmering: Die Nutzung des GPS zur dreidimensionalen
lonospharenmodellierung

D. Wolf: Continuum Mechanics in Geophysics and Geodesy:
Fundamental Principles

E. W. Grafarend: Tensor Algebra, Linear Algebra, Multilinear
Algebra

J. Engels: Zur Modellierung von Auflastdeformationen und
induzierter Polwanderung





