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" Kurzfassung

Die Intention der vorliegenden Arbeit ist einerseits eine vollstandige und dennoch kompakte Herleitung von nicht-
linearen Tr.’algheitsnavigationsgleichungén in diversen Kombinationen von Parametrisierungen des Euklidischen
Raumes und der Gruppe der Rotationsmatrizen und andererseits eine detailierte Untersuchung der Modellei-
genschaften und der prinzipiellen Grenzen des Mefprinzips. Die Darstellung umfafit dabei Linearisierung und
Diskretisierung, erganzt durch die Zusammenstellung relevanter Kalman-Filter- und -Glittervarianten. Es wer-
den die Ursachen fiir die Instabilitit von ungestiitzten Trigheitsnavigationsmodellen aufgezeigt und die lokale
Invarianz des Stabilititsverhaltens bzgl. regulirer Zustandstransformationen bewiesen. Fehler in den vertika-
len Komponenten von Position und Geschwindigkeit werden dabei als eine Quelle exponentieller Instabilitat
identifiziert. Da man ohne externe Beobachtungen nicht zwischen systematischen Sensorfehlern und einer Varia-
tion der Trajektorie unterscheiden kann, sind systematische Sensorfehler eine weitere Ursache fiir Instabilitét.
Die bedeutendste Unzulinglichkeit, welche die Beobachtbarkeitsanalyse im Falle von Positions- und Geschwin-
digkeitsbeobachtungen (z.B. mittels “single antenna DGPS”) enthiillt, ist-der Mangel an Beobachtbarkeit des
Rotationswinkels um den von der Akzelerometertriade in stationdren Navigationsphasen registrierten Beschleu-
nigungsvektor. Dies beinhaltet den aus dem praktischen Einsatz von Tragheitsnavigationssystemen bekannten
Mangel an Beobachtbarkeit des Kurswinkels im Rahmen der Anfangsfeinorientierung. Ferner wird die lokale In-
varianz der Beobachtbarkeit bzgl. beschrinkter Zustandstransformationen bewiesen und gezeigt, dafl im Falle
statischer Messungen Anfangsorientierung und Sensorbias mittels der von den inertialen Sensoren vorliegenden
Beobachtungen nicht gleichzeitig bedbachtbar sind. In jedem Falle ist die Beobachtbarkeit der Sensordrift je-
doch unkritisch. Eine Systemsimulation zum Zwecke des Studiums der Wirkung einzelner Fehlerquellen auf den
Systemzustand und die Verarbeitung realer Sensordaten des Litton LTN-90-100 mit ausfiihrlicher Sensordaten-
analyse und autonomer initialer Orientierungsbestimmung dokumentieren schlieBllich den praktischen Einsatz der
gewonnenen Modelle samt Fehlerfortpflanzung.

Abstract

The intention of this thesis on the one hand is a compact, but rigorous derivation of the system of nonlinear
inertial navigation equations in several combinations of spatial coordinates and parametrizations of the group
of rotation matrices and on the other hand a detailed investigation of their properties and the limits of the
measurement principle. The description includes linearization and discretization, completed by a compilation of
useful Kalman filters and smoothers. The sources of instability of unaided inertial navigation models are discussed
and the local invariance of the stability with respect to regular state transformations is proven. Errors in the
vertical components of position and velocity are identified as sources of exponential instability. Without external
observations nobody can distinguish between systematic sensor errors and a variation of the trajectory. Hence
all kinds of systematic sensor errors are sources of instability, too. The most important shortcoming which the
observability analysis shows to exist, is the lack of observability of the rotation angle around the acceleration
vector sensed by the accelerometer triad in a stationary navigation period in the case of position and velocity
observations, e.g. by usage of single antenna DGPS. This includes the well known lack of observability of the
heading during fine alignment. Furthermore the local invariance of the observability property with respect to
bounded state transformations is proven and it is shown, that in static mode the initial orientation and sensor
biases are not simultaneously observable. The observability of sensor drifts is given. A system simulation to
analyse the influence of different error sources upon the states and the processing of real data of a Litton LTN-
90-100 including an extensive sensor data analysis and an autonomeous initial orientation determination show
the usage of the presented models and the error propagation.
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raumfestes Bezugssystem (Quasi-Inertialsystem)

erdfestes Bezugssystem (WGS84)

rotationsellipsoidisches Horizontsystem (WGS84)

Beobachtungssystem

Bezugssystemzentren

Bezugsachsensysteme

Zeitvariablen

Zeitpunkte

Rotationsmatrix zur Transformation von Bezugsachsensystem b nach a,

mit a,b € {i,e, h,b}
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Ost-, Nord- und Vertikalgeschwindigkeit
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,Alle Messungen der Welt wiegen nicht ein Theorem auf, wodurch die Wissenschaft der ewigen Wahrheiten
wahrhaft weitergebracht wird.“!)

(Carl Friedrich Gauf})

Einleitung

Nach neun Jahren intensiver Bemiihungen im Projektbereich E ,,Geodéatische Inertialverfahren® des Sonder-
forschungsbereiches 228 ,,Hochgenaue Navigation® wurde im ,Finanzierungsantrag 1993/1994/1995¢ folgendes
Zwischenresiimee gezogen: _ .

,Hitte man Inertialverfahren hoher Genauigkeit, so ergiben sich zahlreiche Anwendungen: Steuerung von Tunnel-
vortrieben und Rohrvorpressungen, Positionierung von Materialziigen im Fabrikbetrieb, Positionierungen unter
Tage [.. ]. In den zuriickliegenden Jahren hat sich allerdings gezeigt, daB der ungestiitzte, alleinige Einsatz von
Inertialsystemen in der Geodisie — nach anfénglicher Euphorie in dieser Richtung — Perspektiven nur in Spezi-
alanwendungen hat. [...] Griinde hierfiir sind u.a. das ungiinstige Fehler- und Driftverhalten, immer noch hohe
Hardwarekosten, grofier Rechenaufwand und die Kompliziertheit der genauen Modellierung. Dies ist bedauerlich,
denn prinzipiell sind solche Systeme ideale Vermessungsinstrumente.
'Die Hoffnung, Tragheitsnavigationssysteme als autonome, kinematische Vermessungssysteme zur Positionierung
mit geodétischer Genauigkeit einsetzen zu konnen, hatte sich zerschlagen. Mit erschwinglichen Systemen konnten
die angestrebten Genauigkeiten lediglich kurzzeitig unter idealisierten Versuchsbedingungen erzielt werden, was
dem urspriinglich geplanten Einsatz von Trigheitsnavigationssystemen zur Positionierung in der Vermessungs-
praxis im Wege stand. Diese Aussage unterstellt natiirlich die Verwendung kérperfester (engl. ,strapdown®)
Tragheitsnavigationssysteme, deren Sensoren der vollen Dynamik des Trégers ausgesetzt sind und die damit
nicht vergleichbar sind mit den hochgenauen Sensoren fiir Anwendungen geringer Dynamik, wie sie in Platt-
formsystemen (s. [O. Salychev(1995)]) oder bei Spezialanwendungen (s. [W. Méhlenbrink(1984)]) zum Einsatz
Jkommen.

Das bis zu diesem Zeitpunkt zur Praxisreife gefiihrte satellitengestiitzte Positionierungssystem GPS liefert in
den meisten fiir die Vermessungspraxis relevanten Fallen weit hohere relative Positionierungsgenauigkeiten zu
einem Bruchteil der Kosten. Nun galt es in der finalen Phase des SFB 228, der veranderten Situation Rechnung
zu tragen. Das Anwendungsgebiet von Trigheitsnavigationssystemen verlagerte sich weg von der autonomen
Positionierung hin zur Positionierung und Orientierung von Multisensorplattformen im Verbund mit GPS z.B. in
der Aero-Photogrammetrie, der Fernerkundung oder der Fluggravimetrie. Die grofle Zuverléssigkeit, eine hohe
Datenrate und eine hohe relative Orientierungsgenauigkeit begriinden dabei die zentrale Rolle, welche einem
Tragheitsnavigationssystem beim Aufbau einer Multisensorplattform zukommt.

Dem Teilprojekt E1 des Projektbereiches E des Sonderforschungsbereiches 228 — welchem diese Arbeit zuzuord-
nen ist — oblag die Schaffung der theoretischen Grundlagen und die Erforschung der Grenzen des Mefprinzips.
Zur Abgrenzung von dem Teilprojekt E2 (Realisierung operationeller Software fiir das GPS-gestiitzte Tragheits-
navigationssystem LASERNAV II der Firma Honeywell, s. [O. Heinze(1995)]) und dem Teilprojekt E3 (24-Lagen-
Kalibrierung eines Tragheitsnavigationssystems, s. [R. Petzoldt(1995)]) wird im weiteren der Kalibrierung eines
Tragheitsnavigationssystems kein und der Realdatenverarbeitung verhaltnisméaBig wenig Platz eingeraumt.

Der Mechanisierung von Tragheitsnavigationssystemen wurden eine Vielzahl von Publikationen gewidmet. Ex-
emplarisch seien die Monographien [K.R. Britting(1971)], [C. Broxmeyer(1964)], [J.L. Farrell(1976)], [G.M. Siou-
ris(1993)], [B. Stieler; H. Winter(1982)] und [D.H. Titterton; J.L. Weston(1997)], die Vorlesungsmanuskripte
[C.T. Leondes(1970)], [K.P. Schwarz; M. Wei(1994)] und [B. Stieler(1980)] und die Artikel [P.G. Savage(1984)],
[A. VanBronkhorst(1978)] und [R.V.C. Wong(1988)] genannt. Jede Gruppe von Forschern verwendet dabei ihren
eigenen Zugang. Aufgrund der Bedeutung von horizontierenden Plattformsystemen finden zur Parametrisierung
des dreidimensionalen Euklidischen Raumes iiblicherweise ellipsoidnormale Koordinaten® Verwendung. Die dar-
aus resultierenden Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen sind jedoch - speziell in linearisierter
Form - bereits kompliziert genug, um Approximationen erforderlich werden zu lassen. Dabei spielt weder die
analytische Berechenbarkeit der Koeffizienten, noch die Darstellbarkeit in einem Manuskript, sondern vielmehr
der mit der numerischen Auswertung verbundene Rechenaufwand die entscheidende Rolle. Im Detail entscheidet
das Dynamikspektrum der modellierten Anwendung, die Datenrate und die Auflésung des zur Verfiigung ste-
henden inertialen Sensorsystems, die Frequenz und die Art der Stiitzung und natiirlich die Genauigkeitsanforde-

1) Brief von C.F. Gauf an'F.W. Bessel vom 14. Mirz 1824
?) Synonym auch als geodétische oder geographische Koordinaten bezeichnet.



rung an das Gesamtsystem iiber den Approximationsgrad. Da i.a. keine strikte Trennung zwischen Modellierung
und Approximation erfolgt, ist ein Modellvergleich nur im Sinne eines Koeffizientenvergleiches ohne Referenz
moglich. Spitestens die Verwendung unterschiedlicher Parainetrisierungen der Gruppe der Rotationsmatrizen
und unterschiedlicher Vorgehensweisen zur Aufdatierung der Orientierungsparameter 1at auch einen Koeffizi-
entenvergleich scheitern. So verwendet beispielsweise P.G. Savage eine (numerisch ausgewertete) Approximation
der analytischen Losung eines Orientierungsdifferentialgleichungssystems in (globalen) Laning-Bortz-Stuelpnagel-
Parametern, wihrend K.P. Schwarz die Ausgangsorientierung zunéchst unter der Annahme konstanter Winkelge-
schwindigkeiten zeitlich propagiert (ohne Verwendung einer Parametrisierung) und anschliefend ein linearisiertes
System von Storungsdifferentialgleichungen zur Bestimmung von Kardan-Winkelstdrungen aufstellt und 16st,
welche in eine Kardan-Rotationsmatrix eingesetzt und von links mit der zuvor propagierten Rotationsmatrix
multipliziert die Aufdatierung vervollstindigen. Damit ist ein direkter Vergleich praktisch unmoglich.

In der vorliegenden Arbeit werden deshalb die grundlegenden Modeligleichungen zunichst in moglichst allge-
meinen Koordinaten®) hergeleitet und die strikte Trennung zwischen Positions- und Geschwindigkeitsdifferen-
tialgleichungen einerseits und Orientierungsdifferentialgleichungen andererseits verfolgt. Damit ist die Basis fiir
die Herleitung nichtlinearer Tragheitsnavigationsdifferentialgleichungssysteme (TNDgIS) in beliebigen krummli-
nigen Koordinaten gelegt, welche letztendlich die Grundlage fiir die Beurteilung von auf Ndherungen basierenden
Modellen bilden. Auf der Basis dieses Zuganges werden die nichtlinearen TNDgIS in den wichtigsten Koordi-
naten hergeleitet und deren Eigenschaften diskutiert. Dazu zdhlen die Abbildungeigenschaften der gew&hlten
Parametrisierung (Homéomorphismus?), die Existenz, Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit der Losung eines
TNDglS von Anfangsdaten und Modell, die Stabilitdt bzgl. fehlerbehafteter Anfangswerte und Koeffizienten bei
ungestiitzter Navigation und die Beobachtbarkeit aller Zustande bei gestiitzter Navigation. Die Bestimmung die-
ser Eigenschaften der Systemgleichungen wird im Titel unter dem Begriff Diagnose zusammengefafit. Dabei wird
stets auch die Zustandstransformationsinvarianz der Systemeigenschaften eines linearisierten TNDgIS bewiesen,
womit die anhand einer Parametrisierung gezeigten Eigenschaften auch fiir diverse andere Parametrisierungen
lokale Geltung haben. Die aus der einschligigen Literatur (soweit allgemein zuginglich) bekannten Ergebnis-
se wurden an entsprechender Stelle zitiert. Viele sich aus der Systematik scheinbar zwangsldufig ergebenden
Beziehungen und Darstellungen sind jedoch originar oder zumindest verallgemeinert. Simulationsrechnungen zur
quantitativen Bestimmung der durch Diskretisierung, Linearisierung und Quantelung der Sensordaten generierten
Zustandsfehler anhand einer synthetischen Trajektorie in Abhéngigkeit der Datenrate demonstrieren die notwen-
dige Fehlerordnung des verwendeten Integrationsverfahrens eines nichtlinearen und eines linearisierten TNDglS
fiir diverse Taktungen und Quantelungen. Die abschlieBende Verarbeitung eines mit dem Tragheitsnavigationssy-
stem Litton LTN-90-100 aufgezeichneten typischen Datensatzes (kurze stationire Anfangsphase mit Stérungen)
umfaflt eine ausfithrliche Sensordatenanalyse und Konzepte zur Robustifizierung und Konvergenzbeschleunigung
der initialen autonomen Selbstorientierung unter Ausnutzung der zuvor erarbeiteten Systemeigenschaften. Die
Auswertung erfolgt sowohl ungestiitzt als auch durch regelmiflige Nullgeschwindigkeitsabgleiche (engl. ,,zero ve-
locity update (ZUPT)“) gestiitzt: In diesem Zusammenhang wird die Stiitzung als Therapie der im Rahmen der
Diagnose gezeigten Instabilitat inertialer Navigationsmodelle verstanden. Ferner dient der betrachtete Datensatz
der Verdeutlichung der fiir die Planung eines MeBexperimentes notwendigen Uberlegungen. Zur Verifikation lang-
wieriger Herleitungen wurde das Computeralgebrasystem MATHEMATICA und fiir die Implementierung eines
numerischen Softwarepakets zur Tragheitsnavigation das CAE-Tool MATLAB verwendet.

Im einzelnen werden im 1. Kapitel die im weiteren verwendeten geoditischen Bezugssysteme definiert, die Rotati-
onsmatrizen zur Transformation zwischen den wichtigsten Bezugsachsensystemen bestimmt und zentrale Elemen-
te der verwendeten Notation und Bezeichnungsweise geklart. Mittels der Losung der Orientierungsdifferentialglei-
chungen wird spéter der von der Akzelerometertriade registrierte Beschleunigungsvektor in das der Berechnung
zugrundegelegte geoditische Bezugssystem transformiert und anschliefend die Gravitation und die aufgrund der
Erdrotation existenten Trigheitsbeschleunigungen korrigiert. Eine Fehlorientierung zieht demnach eine Fehlbe-
schleunigung nach sich, welche sich zu Geschwindigkeits- und Positionsfehler aufintegriert. Dies erklart die zentrale
Rolle, welche Orientierungsdifferentialgleichungen spielen und die Gewichtung innerhalb der vorliegenden Arbeit.
Im 2. Kapitel werden aus den oben genannten Griinden zunichst die in Rotationsmatrizen formulierten Ma-
trixdifferentialgleichungen zur Beschreibung der zeitlichen Veranderung der Orientierung zwischen zwei und drei
beliebigen orthonormalen Bezugsachsensystemen hergeleitet und anschlieBend deren Eigenschaften untersucht.
Fiir beide Falle wird eine analytische Losung unter der Voraussetzung zeitinvarianter Koeffizientenmatrizen (dies
entspricht der Annahme konstanter Winkelgeschwindigkeiten zwischen den Bezugsachsensystemen) bestimmt und
die Gestalt der Lésungen im allgemeinen Fall zeitvarianter Koeffizientenmatrizen diskutiert. Einer Matrixdifferen-
tialgleichung entsprechen hierbei neun skalare Differentialgleichungen. Thre Verwendung in einem TNDgIS wiirde
somit aufgrund der hohen Redundanz zu einer kiinstlichen Vergroferung der Anzahl der (dann nicht mehr un-

3)Dabei fiel die Wahl auf kartesische Koordinaten zur Parametrisierung des dreidimensionalen Euklidischen Raumes und Rotati-
onsmatrizen (bzw. Hamilton-Quaternionen) zur ,,Parametrisierung® der Gruppe der eigentlichen Rotationsmatrizen, da die explizite
Darstellung dieser Koordinaten durch praktisch beliebige andere Koordinaten problemlos mdglich ist.



ablingigen) skalaren Systemzusténde fiihren. Demzufolge werden im Anschluf an den auf H. Hopf zitierten Satz,
das kein globaler Homdomorphismus (bijektive und stetige Abbildung) zwischen der Gruppe der Rotationsmatri-
zen und dem dreidimensionalen Euklidischen Raum existiert, zwei trigonometrische (Kardan-Winkel fiir die I'olge
123 und Euler-Winkel fiir die Folge 313 von Einzelrotationen) und vier algebraische (Laning-Bortz-Stuelpnagel-
und Cayley-Parameter, Hamilton-Quaternionen, Drehachse/-winkel-Darstellung nach dem Satz von L. Euler) Pa-
rametrisierungen der Gruppe der Rotationsmatrizen eingefiihrt, deren Abbildungseigenschaften untersucht und
speziell die algebraischen Parametrisierungen geometrisch interpretiert. Durch Einsetzen der Parametrisierungen
in die zuvor in Rotationsmatrizen formulierten Orientierungsdifferentialgleichungen werden die zugehdrigen Ori-
entierungsparameterdifferentialgleichungen hergeleitet und diskutiert. Es sei angemerkt, daf} zur Wahrung der
Systematik die im 2. Kapitel behandelten Beziehungen stets fiir absolute Orientierungsparameter formuliert sind
und die Einordnung von auf relativen Orientierungsparametern basierenden Vorgehensweisen zur Aufdatierung
in Anhang D erfolgt. Die Herleitung der Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen in kartesischen
und darauf aufbauend in ellipsoidnormalen Koordinaten ist Gegenstand von Kapitel 3. Damit verbunden ist die
Herleitung der Trigheitsbeschleunigungen aus geometrischen Ansétzen und die durch den freien Fall der Erde
um die Sonne bedingte Kompensation der translativen Beschleunigung zwischen Inertialzentrum und Geozen-
trum mit der durch extraterrestrische Massen im Universum verursachten Gravitationsbeschleunigung im Geo-
zentrum. Die sich durch die Abweichung des Evaluierungspunktes vom Geozentrum ergebende Beschleunigung
heift Gezeitenbeschleunigung und wird in diesem Zusammenhang eingefiihrt. Diesen Betrachtungen inhérent
ist dabei die Méglichkeit der Materialisierung eines (Quasi-)Inertialsystems in sehr guter Néherung durch ein
geozentrisches raumfestes Bezugssystem. Im Anschluf erfolgt in Kapitel 4 die exemplarische Kombination .von
auf kartesischen und ellipsoidnormalen Koordinaten basierenden Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialglei-
chungen mit in Hamilton-Quaternionen formulierten Orientierungsdifferentialgleichungen derart, daB die Orien-
tierungsdifferentialgleichungen unabhéngig sind von Position und Geschwindigkeit, wodurch Positions- und/oder
Geschwindigkeitsfehler die Orientierung nicht beeinflussen. Beide TNDglS werden nach Taylor an Zustands- und
Sensordatenvektor linearisiert und die resultierenden Koeffizientenmatrizen ohne Vernachlassigungen angegeben.
Die linearisierten TNDglS finden im klassischen Kalman-Schétzer Verwendung. Damit ist die Modellbildung ab-
geschlossen.

Betrachtet man den Anfangszustandsvektor als gegeben, so stellt sich die Frage, ob die sich aus der Kombination
von Anfangswert und nichtlinearen bzw. linearisierten TNDgIS ergebenden multivariaten Anfangswertaufgaben
korrekt gestellt sind. Damit verbunden ist die Untersuchung der Existenz, der Eindeutigkeit und der stetigen
Abhingigkeit von Anfangszustand, -zeit und Modell der Lésung der Anfangswertaufgabe: In Kapitel 5 wird
dementsprechend zunichst ein kurzer Abrifl geeigneter Sitze aus der Theorie gewGhnlicher Differentialgleichungen
gegeben und die den Sitzen zugrundeliegenden Voraussetzungen bei Anwendung auf spezielle TNDglS gepriift.
Zur Klarung der Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf (linearisierte) Anfangswertaufgaben in anderen Parametrisie-
rungen wird die Zustandstransformationsinvarianz untersucht. Ziel des Kapitels ist es, zu zeigen, dafl das TNDglS
sinnvoll modelliert wurde und neben den bekannten Unzulinglichkeiten der verwendeten Parametrisierungen des
Euklidischen Raumes und der Gruppe der Rotationsmatrizen keine weiteren auftreten. Anschliefend wird in
Kapitel 6 das Stabilititsverhalten von TNDglS analysiert. Dazu wird zunichst der verwendete Stabilitatsbegriff
geklart und ein Satz bewiesen, welcher fiir lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten die
detailierte Analyse des polynomialen ["Ibergangs zwischen stabilen und exponentiell instabilen Systemen erlaubt.
Nach Anwendung auf ein spezielles TNDgIS wird zur Klarung der Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf diverse
andere Parametrisierungen wiederum die Zustandstransformationsinvarianz untersucht. Bislang wurde damit das
Fehlerverhalten von linearisierten TNDglS bzgl. eines fehlerbehafteten Anfangszustandsvektors behandelt. Da
die Giiltigkeit der Linearisierung in guter Niherung nur fiir ein i.a. durch die Taktung des Tragheitsnavigati-
onssystems vorgegebenes Zeitintervall gewahrleistet ist, wird das System an dem am Ende dieses Zeitintervalls
aufdatierten Zustandsvektor und den aktuellen Sensordaten erneut linearisiert. Die in der Historie des Experi-
mentes aufgelaufenen Sensorfehler spiegeln sich damit im Fehler des aktuellen Anfangszustandsvektors wider,
was das gewihlte Vorgehen rechtfertigt. Dabei kommt der Identifikation instabiler Zustandskomponenten zur
Erméglichung einer verfeinerten Modellbildung besondere Bedeutung zu. Am Ende des Kapitels wird schlief3-
lich exemplarisch fiir nichtlineare TNDgIS noch das Stabilitétsverhalten von in Rotationsmatrizen formulierten
Orientierungsdifferentialgleichungen beziiglich Orthonormalitétsfehlern in der initialen Rotationsmatrix und feh-
lerhafter zeitvarianter Koeffizientenmatrizen untersucht. Bislang ist damit das Systemverhalten bei ungestiitzter
Navigation geklart. Liegen jedoch zusitzlich externe Beobachtungen (Messungen) vor (z.B. durch GPS), so stellt
sich unmittelbar die Frage, ob damit alle Zustéinde — bzw. welche nicht — verbessert werden kénnen. Eine derar-
tige Untersuchung heifit Beobachtbarkeitsanalyse und ist Gegenstand von Kapitel 7. Dazu werden zunéchst die
Formen der Beobachtbarkeit fiir ein deterministisches System im Sinne der Kinematik definiert und die Beob-
achtbarkeitsabbildung eingefiihrt, deren globale Invertierbarkeit die globale Beobachtbarkeit eines nichtlinearen
Systems garantiert. Die Anwendung auf nichtlineare Systeme der Tragheitsnavigation zielt dabei einerseits auf
die Beobachtbarkeit der Orientierung bei Positionsbeobachtungen (Koordinatenabgleich oder GPS) und ande-



rerseits auf die Beobachtbarkeit von Orientierung und linearen Sensorfehlern bei Sensorbeobachtungen in einer
stationiren Phase ab. Die Linearisierung der Beobachtbarkeitsabbildung fithrt zur Beobachtbarkeitsmatrix und
damit zur lokalen Beobachtbarkeit und deren Anwendung, wobei zur Klarung der Ubertragbarkeit der exempla-
risch gewonnenen Ergebnisse wiederum die Zustandstransformationsinvarianz untersucht wird. Damit ist auch
der systemtheoretische Teil der Arbeit abgeschlossen.

Die Stochastizitit von Sensordatén, Anfangszustand und (redundanten) externen Beobachtungen erfordert die
Verwendung eines Schitzverfahrens zur Losung des Systems. Da zeitdiskrete Schétzverfahren am besten geeig-
net sind, steht am Beginn von Kapitel 8 die Beschreibung von geeigneten Diskretisierungsverfahren. Dabel ist
das Verhaltnis zwischen der mit der Erhohung der Fehlerordnung des verwendeten Integrationsverfahrens ver-
bundenen Genauigkeitssteigerung und der damit einhergehenden direkten (Integrationsverfahren) und indirekten
(Fehlerfortpflanzung) VergréBerung des Rechenaufwandes zu beriicksichtigen. Eine Zusammenstellung von fiir
navigatorische Zwecke geeigneten Kalman-Schitzern in Form von Kalman-Filtern und -Gléttern komplettiert
das 8. Kapitel. Mit der Beschreibung von Verfahren zur initialen Orientierungsbestimmung in Kapitel 9 sind alle
fiir die Anwendung der Modelle notwendigen Uberlegungen durchgefiihrt. Um einen Eindruck der Auswirkungen
von Diskretisierungs-, Linearisierungs- und Quantelungsfehlern®) zu erhalten, wird in Kapitel 10 die Systemsi-
mulation eines Trigheitsnavigationssystems behandelt. Dazu wird eine Position und Orientierung umfassende
kontinuierliche Trajektorie funktional vorgegeben und die inertialen Sensordaten durch Aufldsen eines nichtli-
nearen TNDglS berechnet. Durch Vorgabe des Anfangszustandsvektors und einer gequantelten Abtastung der
analogen Sensordaten kann dann anhand nichtlinearer bzw. linearisierter TNDglS der Einflu§ der Fehlerordnung
des verwendeten Integrationsverfahrens untersucht werden, wobei die erzielten Ergebnisse abhéngig sind von der
Linge und der Dynamik der verwendeten Trajektorie. Der Vorteil der Systemsimulation liegt dabei in der Kennt-
nis einer perfekten Referenztrajektorie. Schliefllich wird im 11. Kapitel ein Datensatz eingehend analysiert und
sowohl ungestiitzt als auch im wesentlichen durch Nullgeschwindigkeitsabgleiche gestiitzt ausgewertet, welcher
vom Department of Geomatics, University of Calgary mit einem modifizierten LTN-90-100 Trégheitsnavigations-
system der Firma Litton entlang einer stark befahrenen Landstraie — und damit nicht unter Laborbedingungen
~ aufgezeichnet wurde. Aufgrund von Stérungen wihrend der kurzen Anfangsorientierungsphase sind dabei Maf-
nahmen zur Robustifizierung und Konvergenzbeschleunigung der initialen autonomen Orientierungsbestimmung
zu ergreifen. Zur Beurteilung des Datensatzes ist der Datenverarbeitung im Kalman-Schatzer eine ausfiihrliche
Sensordatenanalyse vorgeschaltet. Das zur Navigation im Rahmen von Systemsimulation und Realdatenverarbei-
tung verwendete TNDgIS ist dabei in kartesischen WGS84-Koordinaten und Hamilton-Quaternionen parametri-
siert. Damit ist der aus Modellierung, Systemtheorie, Systemsimulation und Realdatenverarbeitung konzipierte
Hauptteil der Arbeit abgeschlossen.

Anhang A dient der Zusammenstellung von im Hauptteil bendtigten Ergebnissen aus der Matrizentheorie und
Anhang B der Einfiihrung des veck-Operators und des Kronecker Produkts, sowie einiger damit verbundener
Sitze. Definition, Eigenschaft und Transformationsregeln fiir Zusammenhangsmatrizen werden neben den zu den
wichtigsten Rotationsmatrizen korrespondierenden Zusammenhangsmatrizen in Anhang C bereitgestellt. Die ex-
emplarische Bereitstellung nichtlinearer Orientierungsparameterdifferentialgleichungen fiir verschiedene Verfah-
ren zur Aufdatierung der Orientierung mittels der Kardan-Rotationsfolge 312 ist Gegenstand von Anhang D.
Zentraler Punkt ist dabei die Deutung der direkten zeitlichen Integration der um die Erdrotation korrigierten
Kreiseldaten als Lésung eines expliziten nichtlinearen Kardan-Orientierungsdifferentialgleichungssystems mit in
nullter Ordnung entwickelter rechten Seite. Die auf dem zugehérigen nichtlinearen Modell basierende Simulati-
onsstudie [M. Guha; J. Winkler(1998)] zeigt die mit zunehmender Entwicklungsordnung einhergehende Genau-
igkeitssteigerung anhand von Trajektorien unterschiedlicher Dynamik auf und verleiht damit der Interpretation
von Winkelgeschwindigkeiten als i.a. nichtholonome Koordinaten Ausdruck. In Anhang E werden die Winkelge-
schwindigkeitsvektoren fiir alle vorgestellten Parametrisierungen der Gruppe der Rotationsmatrizen als Funktion
der Orientierungsparameter und deren zeitlichen Ableitungen bereitgestellt.

4) Die Quantelung der Sensordaten beinhaltet hauptséchlich die aus der Analog-Digital-Wandiung resuitierende diskrete Beschrei-
bung des analogen Sensorsignals in endlich vielen Klassen, aber auch die endliche Mantissenlénge bei der computergestiitzten Da-
tenverarbeitung (Rundungsfehler).

10



KAPITEL 1:

Geoditische Bezugssysteme

Zur Unterscheidung von rein theoretisch definierten Koordinatensystemen bezeichnen wir physikalisch realisierte
(materialisierte) Koordinatensysteme als Bezugssysteme. In diesem einleitenden Kapitel werden im 1. Abschnitt
die im weiteren verwendeten geodatischen Bezugssysteme — im einzelnen sind dies ein geozentrisches') | raumfe-
stes Bezugssystem (Quasiinertialsystem), ein geozentrisches, erdfestes Bezugssystem (z.B. GRS80,WGS84,ITRF),
ein rotationsellipsoidisches Horizontsystem (z.B. auf Basis des GRS80,WGS84,ITRF) und ein Beobachtungssy-
stem (realisiert durch die Sensorachsen des Tragheitsnavigationssystems) — definiert. Neben Raumkoordinaten
sind Rotationsmatrizen von zentraler Bedeutung bei der Formulierung von Tragheitsnavigationsmodellen. Der
2. Abschnitt beinhaltet dementsprechend eine kurze Definition der Gruppe der Rotationsmatrizen SO(3) zur
verkiirzten Inbezugnahme. Die orthogonale Punkttransformation zwischen zwei beliebigen kartesischen Koordi-
natensystemen, welche den Ausgangspunkt fiir die folgenden beiden Kapitel bildet, wird im 3. Abschnitt kurz
dargestellt. Im 4. Abschnitt werden die fiir orthonormale Vektortransformationen zwischen den eingefiihrten
Bezugssystemen notwendigen Rotationsmatrizen bereitgestellt.

1. Definition der Koordinatensysteme

Die in den nachfolgenden Abschnitten eingefiihrten Bezugssysteme — Bezugssystemzentren und Bezugsachsensy-

steme — stellen wir a priori zusammen im kommutativen Diagramm der Bezugssysteme (s. z.B. [B. Richter(1986)],
[D. Schroder et al.(1988)])

(Ph’h)

(P, 1) (Pe;€)

Abbildung 1.1: Das kommutative Diagramm der Bezugssystemachsen und -zentren.

1. Raumfestes Bezugssystem (F;,1)

Isaac Newton (¥1642,11727) griindete seine Mechanik auf einen absoluten, euklidischen Raum und eine absolute
Zeit. Seine Axiome basieren auf eben diesem Konzept. Da die Newtonschen Axiome auf Basis von Kréften und
Beschleunigungen formuliert sind, gelten sie sowohl in einem Koordinatensystem, welches relativ zum absoluten
Raum ruht, als auch in jedem dazu unbeschleunigt bewegten. Alle Koordinatensysteme dieser Klasse heifien
nach Newton Inertialsysteme und verkdrpern das idealisierte Konzept extraterrestrischer Koordinatensysteme
(s. z.B. [J. Kovalevsky;LI. Miiller;B. Kolaczek(1989)]). Beziiglich der Konstruktion des inertialen Bezugssystems
im Massenmittelpunkt des Universums sei auf die in [E.W. Grafarend et al.(1979)] und [E.W. Grafarend (1979)]
eingefiihrten dreidimensionalen kommutativen Diagramme fiir die Bezugssystemachsen und -zentren verwiesen,
an deren einem Ende das Beobachtungsbezugssystem und an deren anderem Ende ein inertiales Bezugssy-
stem steht. Materialisierungsverfahren fiir extraterrestrische Bezugssysteme sind beispielsweise in [J. Kovalevs-
ky(1989)], [C. Ma(1989)] und [J.G. Williams; E.M. Standish(1989)] beschrieben. Approximationen des inertialen
Bezugssystems werden als quasi-inertiale Bezugssysteme bezeichnet.

Diése Wahl eines operationalen Bezugssystems mag zunéchst nur als unzureichende Niherung erscheinen. Auf Basis der Be-
rechnungen von Kapitel 3 zeigt sich jedoch, daB unter ,,Vernachlissigung der gezeitenerzeugenden sowie der Eulerbeschleunigung in
den translatorischen Gleichungen die rotatorische Modellbildung mit einer Genauigkeit von etwa 3 - 1073°/h erfolgt, die translato-
rische dagegen mit etwa 0,2 mgal® (s. [D. Schréder{1992)]). Das Geozenirum ist ad hoc der Massenmittelpunkt der starren Frde
einschliefllich der Atmosphére. .
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12 IKariTiel L1 Geoditische Bezugssysteme

Wie im 3. Kapitel gezeigt werden wird, spielt die ,absolute Orientierung® des gewéhlten (quasi-)inertialen Be-
zugssystems keine Rolle, da in nichtlineare Tragheitsnavigationsdifferentialgleichungssysteme nur die Zusam-
menhangsmatrix Q;e = 'ueck‘l(w,-e)z) und nicht die Drehmatrix R;. eingehen, falls die Berechnungen nicht im
(Quasi-)Iuertialsystem ausgefiihrt werden sollen. Ferner werden wir im 3. Kapitel noch sehen, daf die translati-
ve Beschleunigung des Geozentrums P. bazgl. des Inertialzentrums P; in den Gezeitenterm eingeht. Wir setzen
deshalb zunéchst :

B :  Geozentrum
i3 . in Richtung Nordpol (CIO)
i;,i3 : bilden mit iz rechtshindiges Koordinatensystem

und sind raumfest bzgl. Erdrotation.

Den verbleibenden Freiheitsgrad eliminieren wir durch die Forderung der Ubereinstimmung des raumfesten und
erdfesten Bezugssystems zur initialen Epoche ¢o und gelangen damit zur Definition:

P; : Geozentrum

i . in der terrestrischen Aquatorebene in Richtung Nullmeridian (IERS) zur initialen Epoche #o
i, =iz x1; : komplettiert rechtshandiges Koordinatensystem

is : in Richtung CIO

Fiir das Bezugsachsensystem (Vektorbasis) wéhlen wir die Darstellung i = (i, 12,13). Fiir den Ortsvektor P;P
im quasi-inertialen Bezugssystem (P;,i) zum Raumpunkt P mit den Koordinaten x; = (zi,yi, i) folgt

Z;
PP=ix;=(i1inis) | u (1.1)
2

2. Erdfestes Bezugssystem (F.,e)

Grundlage bildet das “Geodetic Reference System 1980” (GRS80), welches auf der XVII Vollversammlung der
IUGG in Canberra, im Dezember 1979, als Resolution Nr. 7 verabschiedet wurde (s. [H. Moritz(1988)]). Danach
liegt das Bezugssystemzentrum P. im Geozentrum, die ez-Achse wird durch die Richtung des “Conventional
International Origin for Polar Motion” (CIO), bestimmt vom “International Polar Motion Service” (IPMS), defi-
niert und die e;-Achse liegt orthogonal dazu durch den vom “Bureau International de 'Heure” (BIH) bestimmten
Nullmeridian.® Die eq-Achse ergibt sich aus der orthonormalen Erganzung zu einem rechtshandigen, kartesischen
Bezugssystem. Das “Geodetic Reference System 1980” (GRS80), das “World Geodetic System 1984” (WGS84),
s. [World Geodetic System 1984(1988)], und das “International Terrestial Reference Frame” (ITRF) stimmen auf
Beschluf des “US-Department of Defense” seit 29. Januar 1997 iiberein und werden deshalb im weiteren synonym
verwendet. Damit ist das geozentrische, erdfeste, kartesische Bezugssystem vollstandig definiert zu:

P, :  Geozentrum

el . in der terrestrischen Aquatorebene in Richtung IERS-Nullmeridian
ey = ez x e; : komplettiert rechtshandiges Koordinatensystem

es : in Richtung CIO

Fiir das Bezugsachsensystem (Vektorbasis) wihlen wir die Darstellung e = (e1, ez, e3). Fiir den Ortsvektor P, P
im geozentrischen, erdfesten Bezugssystem (P, €) zum Raumpunkt P mit den Koordinaten x, = (e, Ye, z.) folgt

P.P=ex. = (e1,es,e3) | ¥e (1.2)

3. Horizontsystem (P, h)

In der Geodisie finden iiberwiegend flichenbezogene Koordinaten Verwendung. Als Referenzfliche dient l.a. eln
biaxiales Ellipsoid Eg’b mit der grofien (iquatorialen) Halbachse a und der kleinen (polaren) Halbachse b. “The

2)Der veck-Operator und der zugehdrige inverse Operator sind in Anhang B definiert.

3)Nach Beschluf der “International Union of Geodesy and Geophysics” (IUGG) und der “International Astronomical Union”
(IAU) von 1987 wurden IPMS und BIH in den “International Earth Rotation Service” (IERS) eingegliedert, welchem die hochgenaue
Bestimmung geodatischer Bezugssysteme obliegt (s. [The Geodestist’s Handbook(1996}], [D.D. McCarthy(1996)]).



L. Definition der Koordinatensysteme 13

B

International Union of Geodesy and Geophysics” (IUGG) verabschiedete — wie bereits erwithnt — das GRS80 (ab-
solutes, geozentrisches, geodatisches Datum), welches auf der Theorie des geozentrischen Aquipotentialellipsoids
(Niveauellipsoids) beruht (s. [H. Moritz(1988)]). Danach gilt

a = 6378137Tm

b = 6356752.3141m s
wie = 0.00007292115 124 (1:3)
e2 = 0.00669438002290

wie ist die Erddrehrate und e die erste Exzentrizitat. Der Mittelpunkt von Ei’b liegt im Geozentrum, die kleine

Halbachse b von Eib auf der ez-Achse und die grofle Halbachse a von Ez’b in der Aquatorebene.

Die Koordinaten eines beliebigen Raumpunktes P konnen alternativ zur kartesischen Darstellung im (Pe,€)-
System auch via geoditischer Breéite ¢, ¢ € [—7, 5], geodétischer Lange A, A € [0,27), und ellipsoidischer Hohe h
in geoditischen (ellipsoidischen, ellipsoidnormalen) Koordinaten (A, ¢, h) ausgedriickt werden. Die Lénge bezieht
sich dabei auf den vom IERS definierten Nullmeridian.

Abbildung 1.2: Das- geozentrische,erdfeste Bezugssystem (P.,e) und geodatische Koordinaten ), ¢, h

Die geoditische Breite ¢ ist nach obiger Abbildung als Winkel zwischen der verlingerten Ellipsoidnormalen durch
P und deren orthogonalen Projektion in die Ellipsoiddquatorebene definiert und wird von der Ellipsoidédquatore-
bene zum Nordpol positiv bzw. zum Siidpol negativ gezdhlt. Die geodatische Lénge A ist der nach Osten positiv
gezahlte Winkel zwischen der e;-Achse und der orthogonal in die Ellipsoidaquatorebene projizierten Ellipsoid-
normalen durch P. , '
Damit resultiert die Parametrisierung von Eg’b in geoditischen Koordinaten (}, ¢, k) zu

N () cospcosA
x(P € E2) = N(f) cos psin A
L N(g)sing
mit dem Normalkriimmurigsradius (“normal terminated by the minor axis”, s. z.B. [B.G. Bomford(1962)])

a
N(p) = N : (1.4)

und der ersten numerischen Exzentrizitit e
2 2
, a®—b

e” = . (1.5)

a?

Mit der Ellipsoidnormalen in geodétischen Koordinaten n(P € E'Z’b) = (cos pcos A, cos psin A, sin ¢)7 lautet die
Darstellung eines beliebigen Raumpunktes P

[ (N(p) + h)cospcos A
xe(P € R?) = (N{(p) + h)cospsin A : (1.6)
(%EN((p) + h) sin g

w



14 KaPIiTEL 1:  Geodatische Bezugssysteme

Die Definition des rotationsellipsoidischen Horizontsysteins lautet

P, Topozentrum

h; = (ellipsoidisch ost)

0%, (Ph) (L.7)
h, = ”3—:%,—:] (ellipsoidisch nord)

0% ( Py

- “ 6xe% Ph) “ (?lllpsmdlsch vertikal).

Fiir das Bezugsachsensystem (Vektorbasis) wahlen wir die Darstellung h = (hy, hy, h3). Fiir den Ortsvektor P;:P
im rotationsellipsoidischen Horizontsystem (P,,h) zum Raumpunkt P mit den Koordinaten x, = (zh, Y, zn)
folgt

h3 = hl X h2

zh
PhP:hXh:(h1,h2,h3) Yn (18)
Zp
Die Beschreibung der Position eines Raumpunktes P in geodatischen Koordinaten bedingt jedoch Singularititen
an den Polen des Rotationsellipsoids. Diese folgen, da ~ fiir A = const. (0.B.d.A. h = 0) ~ die Abbildung

b? .
(A, ) €[0,27) x [-— g—, %] CR? — (N(go) cos p cos A, N(¢p) cos ¢ sin )\,E-N(cp) sin cp) €EL,CR® (L9)

aufgrund der Unbestimmtheit der geodiitischen Lange X im Falle der geodatischen Breiten ¢ = +% nicht (global)
injektiv bzw. bijektiv ist.

4. Beobachtungssystem (P;,b)

Wir nehmen an, da8 die 3 Kreisel zueinander orthogonal und parallel (im Sinne sensitiver Achsen) zu den 3
Beschleunigungsmessern in einem Gehause fest installiert sind und die Triadenzentren im Beobachtungssystem-
zentrum P, zusammenfallen. Nichtorthogonalitat, Nichtparallelitat, etc. werden bei der Kalibrierung bestimmt
und entsprechende Korrekturen der Sensordaten vorgenommen. Das Gehause sei fest mit dem Tréager (z.B. Fahr-
oder Flugzeug) verbunden. O.B.d.A. nehmen wir ferner an, da8 die Sensorachsen in Lage und Orientierung mit
Nick-, Roll- und Kursachse des Triigers iibereinstimmen. In davon abweichenden Konstellationen ist die zeitlich
konstante Rotation zwischen Sensor- und Tréagerachsensystem zu beriicksichtigen, um die Sensordaten als im
Tragerachsensystem (Beobachtungssystemn) gemessen betrachten zu konnen.

Fiir das Bezugsachsensystem (Vektorbasis) wihlen wir die Darstellung b = (by, by, bs). Fiir den Ortsvektor P;P
im Beobachtungssystem (P, b) zum Raumpunkt P mit den Koordinaten x, = (s, y», 2) folgt

Zp
PbP =b Xp = (bl,bz,bg) Y (1.10)
Zp

Fiir ein ideal montiertes, rechtshiindiges Beobachtungssystem verlaufe in Anlehnung an die Definition des (P, h)-
Systems

o die bj-Achse parallel zur Nickachse des Triagers und ist ,,nach rechts® (positiv) orientiert und
o die by-Achse parallel zur Rollachse des Triigers und ist ,,nach vorne“ (positiv) orientiert,
o die b3-Achse parallel zur Kursachse des Tragers und ist ,nach oben“ (positiv) orientiert.

Fiir den praktischen Einsatz eines Trigheitsnavigationssystems erfordert der Bezug auf das Triadenzentrum (Be-
obachtungssystemzentrum) P; eine gesonderte Betrachtung, da oftmals keine hinreichenden Herstellerangaben zu
dessen Lage im Geh&use vorliegen, ebenso wie zur Anbindung der Sensorachsen an die Gehause- bzw. Tragerach-
sen. Letztere ist im Falle von Orientierungsupdates oder -vergleichen von Bedeutung und wirkt sich nicht auf die
Positionierungsgenauigkeit (ohne die Integration externer Sensoren) aus. Zur Erzielung hoher Genauigkeiten ist
im Vorfeld der Anwendung eines inertialen MeBsystems deshalb eine Kalibrierung zur Bestimmung dieser Gréfien
notwendig.
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2. Die Gruppe der Rotationsmatrizen SO(3)
Eine reellwertige quadratische Matrix R heifit orthonormal, wenn R reguldr und RT = R~! ist. Daraus folgt

RTR=RRT" =1, , (1.11)

d.h. die Spalten- bzw. Zeilenvektoren von R bilden im R™ ein Orthonormalsystem. Umgekehrt ist jede quadratische
Matrix deren Zeilen- bzw. Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem bilden auch eine orthonormale Matrix.

Die Menge der orthonormalen Matrizen bildet bzgl. der Multiplikation eine Gruppe, d.h. daf mit R, und R,
auch Ry Ry, R7! und R5' orthonormale Matrizen sind. Aus

det(RTR) = (detR)” = 1 (1.12)
folgt, daf fiir jede orthonormale Matrix gilt

detR =41 . ) (1.13)
Fiir n = 3 folgt aus

detRT = detR=r) (r2 x r3) mit R = (ry,rsrs) (1.14)

. 0 fir ¢1#7J .
=4 <I‘,'|I‘j >=64;; mit 5,'_7'::{ 1 fir i=j , 14,7€{1,2,3},
daf fiir detR = +1 die Spalten- bzw. Zeilenvektoren ein Rechtssystem bilden, wéhrend sie fiir detR = —1 ein
Linkssystem bilden. Orthonormale Matrizen R mit detR = +1 heifilen auch eigentlich, solche mit detR = —1

uneigentlich. Die Menge der eigentlichen orthonormalen Matrizen bildet die Gruppe SO(3).

Definition1.1 (s. z.B. [N. Euler;W.-H. Steeb(1992)]):
Sei K»*® K € {R,C}, die Menge aller n-dimensionalen, quadratischen Matrizen iiber dem Zahlenkérper K. Zur
vereinfachten Bezugnahme definieren wir die folgenden klassischen Gruppen

“general linear group” GL(n) = {A€ K |det(A)#0}
“special linear group” SL(n) = {A € GL(n) |det(A) =1}
“orthogonal group” O(m) = {A€GL(n) | ATA=1,}

“special orthogonal group” SO(n) SL(n) N O(n).

Zur verkiirzten Inbezugnahme verwenden wir im weiteren R €SO(3), um auszudriicken, daff R eine eigentliche
Rotationsmatrix ist. Indizes geben dabei an, von welchem Bezugsachsensystem in welches Bezugsachsensystem
die Transformation erfolgt.

3. Orthonormale Punkttransformationen

Im kommutativen Diagramm der Bezugssysteme (Abb 1.1) spiegelt sich die Moglichkeit der direkten und von in-
direkten Transformationen eines Bezugssystems in ein anderes dadurch wider, daf8 jedes mit jedem Bezugssystem
durch eine Kante verbunden ist. Wir betrachten im vorliegenden Abschnitt die Punktkoordinatentransformation
zwischen zwei beliebigen Bezugssystemen dieses kommutativen Diagramms entlang einer Kante.

Seien (P,,a) und (P,,b) zwei Koordinatensysteme und P ein beliebiger Raumpunkt.

P

Abbildung 1.3: Punkttransformation zwischen 2 orthonormalen Bezugssystemen
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Geometrisch gilt die Gleichung

P,P=P,Py+ PP . (1.15)

Bei Darstellung im Koordinatensystem (P, a) folgt

ax,(P) = axq(Ps)+aRuxs(P)=a [xa(Pb) + Rabxb(P)] _ (1.16)
mit
xqa(P) Koordinaten des Raumpunktes P bzgl. des Koordinatensystems (Ps, a)
Xa(Ps) Koordinaten des Koordinatensystemzentrums P, bzgl. des Koordinatensystems (P, a)
x5(P) Koordinaten des Raumpunktes P bzgl. des Koordinatensystems (P, b)

Rgp € SO(3) Drehmatrix zur Vektorkoordinaten bzw. -basistransformation .

Die Bewegung des Raumpunktes P bzgl. des Koordinatensystems (P, a) 148t sich somit aufspalten in die transla-
tive Bewegung des Urspungs P, des Koordinatensystems (P, b) bzgl. des Systems (P,,a) und der ins Bezugsach-
sensystem a transformierten Bewegung des Raumpunktes P bzgl. des Systems (P, b).
Beziehungen dieser Art bilden sowohl fiir die SO(3)-Differentialgleichungen im 2. Kapitel als auch fiir die Her-
leitung der Bilanzgleichungen der spezifischen Krafte im 3. Kapitel die Ausgangsbasis.

4. Orthonormale Vektortransformationen
Ein Vektor ist durch Richtung und Linge definiert. Seine Koordinaten sind somit nur vom Koordinatenach-
sensystem nicht jedoch vom Koordinatensystemzentrum abhéngig. Im Vergleich zum vorhergehenden Abschnitt
resultiert dementsprechend die Forderung

P,=P bzw. x.(Pp) =0
Die Vektortransformation wird demnach beschrieben durch die Gleichung

ax,(P)=aRauxy(P) =bxp(P) . (1.17)
Hierbei 148t sich die Rotationsmatrix Rq € SO(3) verwenden zur

e Vektorkoordinatentransformation

Xq (P) = Rabxb(P)
= Rapb - Xp(P) — xa(P)

Mit dieser Betrachtung geht man der Frage nach, wie die Koordinaten des Vektors P,P = P,P transfor-
mieren.

e Vektorbasistransformation

aRup=Db
= Rab:ai—-—)b

Mit dieser Betrachtung geht man der Frage nach, wie die Vektorbasen transformieren.

Wir extrahieren aus dem kommutativen Diagramm der Bezugssysteme (Abb. 1.1) das folgende kommutative
Diagramm der Bezugsachsensysteme (Abb. 1.4).

Die Transformationen entsprechen einfachen dreidimensionalen Drehungen. Die den Pfeilrichtungen entsprechen-
den Transformationsvorschriften (Rotationsmatrizen) sind neben den Pfeilen angegeben. Die Rotationsmatrizen
zu den entgegengesetzten Pfeilrichtungen folgen durch Transposition. Jedes Koordinatenachsensystem ist mit
jedem anderen (direkt und indirekt) durch Kantenziige verbunden. Fir zwei Koordinatenachsensysteme ergibt
sich die zugehorige Drehmatrix durch Kombination der Drehmatrizen entlang eines beliebigen die Systeme ver-
bindenden Kantenzuges.
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h

Ry = Ra3(ak)Ri(an)Ra(ar)

Rei = Rs(A + 3)Ra (5 — ¢)

R;e = Rg(w,‘e(t — to))

i Rie €

Abbildung 1.4: Das kommutative Diagramm der wichtigsten Bezugsachsensysteme in der Tragheitsnavigation,

1. Basiswechsel zwischen den Bezugsachsensystemen i und e

Aus der Definition des geozentrischen, raumfesten, kartesischen Bezugssystems (P;,1) und des geozentrischen
erdfesten, kartesischen Bezugssystems (P, e) folgt unmittelbar, da die Bezugsachsensysteme i und e durch eine
Drehung um die dritte Achse in Ubereinstimmung gebracht werden kénnen. Da das erdfeste bzgl. des raumfesten
Bezugssystems eine positive Drehung um die gemeinsame dritte Achse (Erdrotationsachse) vollfiihrt, gilt

cos éw,-e(t - to)) —sin (w,-e(t - to)) 0
R;. = Rg(w;e(t — to)) = sin Wie(t — to)) cos (w;e(t - to)) 0 (1.18)

0 0 1

Die Umkehrabbildung lautet R.; = RT = RT (wle (t —to) ) = Rg( wie(t — to))
Physikalische Effekte, welche eine Verlagerung der Rotationsachse der Erde bedingen (z.B. Polbewegung, Prazes-
sion, Nutation), finden dabei aufgrund ihrer Kleinheit keine Beriicksichtigung.

2. Basiswechsel zwischen den Bezugsachsensystemen e und h

Aus der Definition des geozentrischen, erdfesten, kartesischen Koordinatensystems (P, e) und des rotationsellip-
soidischen Horizontsystems (Py,h) folgt (s.a. Abbildung 1.2)

Ren = Rs(Z+ )R1(§ - ) (1.19)
(cos()\+—2—) —sin()\+1) 0 1 0 0
= sin (A + %) cos()\+% 0 0 cos(%—ga) —sin (%—go)
0 0 1 0 sin(f-¢) cos (—’2E —p
—sinA —cosA 0 1 0 0
= cosA —sinA 0 0 sing —cosy
\ 0 0 1 0 cosg sing
—sin A —singcosA cospcosA
= cosA —singsin A  cospsin A (1.20)
\ 0 cos sin ¢

Die Umkehrabbildung lautet Rpe = RT, = RT (Z —¢)RI(A+ %) = Ri(e— 3)Rs(— A —%).

3. Basiswechsel zwischen den Bezugsachsensystemen h und b

Die Rotationsmatrix Ry, ist mit der Definition des Beobachtungsachsensystems b und der Lagewinkel festgelegt.
Ausgangspunkt sind die durch das Triadenzentrum P, laufende (und mit der Definition des Beobachtungssystems
gerichtete) Nick-, Roll- und Kursachse des Trigers und die geodatische Horizontalebene im Triadenzentrum mit
ausgewiesener Nordrichtung. Der (Azimut- bzw.) Kurswinkel ax (engl. azimuth, heading, yaw) liegt an zwischen
der Nordrichtung und der Projektion der Rollachse in die Horizontalebene. Der Nickwinkel ay (engl. pitch)
liegt an zwischen der Projektion der Rollachse in die rotationsellipsoidische Horizontalebene und der Rollachse.
Der Rollwinkel ag (engl. roll) liegt an zwischen der Knotenachse und der Nickachse. Die Kunotenachse ist die
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Schnittgerade zwischen der von Nick- und Kursachse aufgespannten Ebene und der Horizontalebene. Alle 3
Winkel werden um die gerichteten Beobachtungssystemachsen mathematisch positiv gezahlt.
Damit folgt

Ry = Rs(ag)Ri(an)Ra(ar)
cosag —sinag 0 1 0 0 cosagp 0 sinapg
= sinag cosag 0 0 cosay -—sinay 0 1 0 (1.21)
0 0 1 0 sinany cosay —sinagr 0 cosap
COS Qg cosap —sin ok sinaysinap —sinagcosay Cosak sinag +sinag sinaycosag
= sinag cosap + cosag sinaysinap cosagcosay sinag sinag — cosag sinay cos ap
—cosapn sinag sin ay COS &y COS R

Die Umkehrabbildung lautet Rpp = R, = R% (ag)RY (an)RE (0k) = Ra2(—ar)Ri(—an)Rs(—ek).



KAPITEL 2:
Orientierungsdifferentialgleichungen

Sei f;, der Vektor der im Beobachtungssystem von idealen Akzelerometern registrierten Beschleunigungen (Super-
position der Beschleunigung des MeBsystems bzgl. eines inertialen Bezugssystems und der Gravitationsbeschleu-
nigung) und w;; der Vektor der im Beobachtungssystem von idealen Kreiseln registrierten inertialen Winkelge-
schwindigkeiten.

Um die Navigationsberechnungen in einem vom Beobachtungssystem abweichenden Bezugssystem durchfiihren
zu kénnen, ist — wie wir im 3. Kapitel noch sehen werden — der Vektor der im Beobachtungssystem gemesse-
nen Beschleunigungen f, mittels einer Vektorkoordinatentransformation in dieses System abzubilden. Die dazu
notwendige Rotationsmatrix ist mit Hilfe der Kreiseldaten zu berechnen. Da die in den Zusammenhangsmatri-
zen auftretenden Winkelgeschwindigkeiten nichtholonome Gréfien sind, ist eine direkte zeitliche Integration nicht
mdglich (s. [K. Magnus(1971)])

Im 1. Abschnitt werden wir deshalb die lineare, homogene SO(3) Differentialgleichung fiir R;p, Rep und Rpp
herleiten und auftretende Koeffizientenmatrizen auf bekannte Grofen, insbesondere den Vektor der im Be-
obachtungssystem registrierten inertialen Winkelgeschwindigkeiten w;p, zuriickfiihren. Durch Kombination mit
der Anfangsorientierung (s. Kapitel 9) des Tragheitsnavigationssystems (TNS) resultiert das zugehdrige SO(3)-
Anfangswertproblem (SO(3)-AWP). Daran schliefen wir die Herleitung einer geschlossenen Losung des SO(3)-
AWP fiir den Fall zeitinvarianter Koeffizientenmatrizen an.

Einer SO(3)-Differentialgleichung entsprechen 9 skalare Differentialgleichungen. Wir befassen uns deshalb im
9. Abschnitt mit vier minimalen und zwei redundanten Parametrisierungen der SO(3)-Gruppe und leiten fiir
diese Parametrisierungen im 3. Abschnitt aus SO(3)-Matrixdifferentialgleichungen die zugehdrigen Differenti-
algleichungen fiir die Parameter her. In Besonderheit sei darauf hingewiesen, daf8 die aus der Kreiseltheorie
bekannten Orientierungsdifferentialgleichungen (s. z.B. [K. Magnus(1971)]) geeignet auf die Gegebenheiten der
Tragheitsnavigation —~ insbesondere die Verkniipfung von 3 statt 2 Koordinatensystemen — anzupassen sind.

Im Gegensatz zum iiblicherweise fiir die Tragheitsnavigation verwendeten linearisierten Ansatz mit ,,multiplikati-
ven Kardan-Winkelinkrementen® (s. Anhang D) stehen dann jedoch die nichtlinearen Orientierungsparameterdif-
ferentialgleichungen fiir die absoluten Kardan-Winkel zur Verfiigung, welche beispielsweise fiir nichtlineare Filter,
wie den erweiterten Kalman-Filter, bendtigt werden. In Anhang D leiten wir zur Diskussion der Fehlerordnung
fiir eine Kardan-Parametrisierung die nichtlinearen (1) Orientierungsdifferentialgleichungen fiir ,, multiplikative
Kardan-Winkelinkremente bzw. -stérungen® her. Im Falle der Quaternionenparametrisierung der SO(3)-Gruppe
erhalten wir lineare Quaternionendifferentialgleichungen (Hj -Differentialgleichungen), wodurch bei Verwendung
in einem linearen modellbasierten Filter kein (Zustands-)Linearisierungsfehler auftritt.

Ein Uberblick iiber technologische Realisierungen von Kreiselgeriten ist beispielsweise in [W. von Fabeck(1980)],
[J.M. Riieder (1982)], [M.J. Hadfield(1991)], [P.G. Savage(1978)] und [P.G. Savage(1984)] gegeben.

1. SO(3)-Differentialgleichungen
Den Ausgangspunkt bildet die orthonormale Punkttransformation

ixi(P) =1 [x,-(Pb) + R,'(,Xb(P)] (21)

aus Abschnitt 1.2 zwischen dem Quasi-Inertialsystem (P;,1) und dem Beobachtungssystem (P, b).

[D. Schréder(1992)] hat den Fehler, welcher durch Approximation der Inertialsysteme durch das Quasi-Inertial-
system (P, 1) gemacht wird — bei gleichzeitiger Vernachlassigung von Gezeiten- und Eulerbeschleunigung — un-
tersucht. Er gibt an, daff unter diesen Approximationen ,die rotatorische Modellbildung mit einer Genauigkeit
von etwa 3 - 1075 5 erfolgt, die translatorische dagegen mit etwa 0, 2mgal.“

Fiir die Geschwindigkeit von P gilt

%(iXi(P)) <%l> xi(P) +ix;(P)

d . T : .
(dt ) [xi(Ps) + Rivxp(P)] +1i [.xi(Pb) + Rivxp(P) + Ribxb(P)] . (2.2)
Unter Verwendung der Aquivalenz der Koordinaten nach Gleichung (21) folgt

i%(P)=i [xi(Pb) + Riy (R% Risxo(P) + :'q,(P))] . (2.3)

19
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Wir definieren zunéchst

Qip := RLRip , Rip € SO(3). (2.4)

Nach Satz C.1 ist Q5 schiefsymmetrisch, d.h. QE’; = —Q;p, und heift nach Definition C.1 Zusammenhangsmatrix
zur Rotationsmatrix R;p. Jede Zusammenhangsmatrix enthalt demnach nur 3 unabhéingige Koeffizienten. Der in
Anhang B definierte Operator veck, angewandt auf Q;;, extrahiert diese Koeffizienten in den Vektor w;, gerade
so, daf} gilt

Q,-bxb(P) = wjp X xb(P). (25)

Damit ist

1x,(P) =i [x,(Pb) + R,’b(w,'b X xb(P) + xb(P))] . (26)

wip X xb(P)

P

b

by

iy
Abbildung 2.1: Absolute Geschwindigkeit eines Vektors.

wip X Xp(P) beschreibt die Scheingeschwindigkeit (nach [K. Magnus(1971)] auch Fiihrungsinderung genannt)
aufgrund der zeitlichen Lageinderung des Bezugsachsensystems b relativ zu i. Damit ist wi, = veck(Qsp) =
veck(R;I;Rib) gerade der Vektor der von der (idealen) Kreiseltriade registrierten inertialen Winkelgeschwindigkei-
ten im Beobachtungssystem (P, b).

Gegeben die Daten w;, einer (fehlerfreien) inertialen Sensortriade im ( Py, b)-System folgt aus der Definition der
Zusammenhangsmatrix Q;;, und Q;, = veck™! (w;p) die SO(3)-Differentialgleichung

Ri=RisQp , QL =-Qu , RueSO(3) (2.7)

mit der zeitvariablen Koeffizientenmatrix €;(¢). Entsprechende SO(3)-Differentialgleichungen bzw. Zusammen-
hangsmatrizen existieren fiir die relative Lageidnderung jedes (rechtshindigen) kartesischen Koordinatensystems
bzgl. eines anderen (rechtshindigen) kartesischen Koordinatensystems. Da in den im néchsten Kapitel hergelei-
teten Beschleunigungsbilanzen speziell die unbekannten Rotationsmatrizen Ry, und Rpp auftreten, seien insbe-
sonders die SO(3)-Differentialgleichungen

Rey = RepQes und (2.8)

Ry = Rrpllns (2.9)

angefiihrt. w., = veck(Qe) bzw. why = veck(Qhs) beinhalten entsprechend die Winkelgeschwindigkeiten des
Koordinatenachsensystems b bzgl. e bzw. h. Die einzige Moglichkeit der Anbindung des Beobachtungsachsensy-
stems b an ein anderes Achsensystem aus dem Kanon der Bezugssysteme {(P;, 1), (P, e}, (Ph, h)} besteht mittels
des Vektors der (gemessenen) inertialen Winkelgeschwindigkeiten w;,. Wir substituieren deshalb die Zusammen-
hangsmatrizen nach den im Anhang C bewiesenen Transformationsregeln fiir Zusammenhangsmatrizen durch
Ausdriicke in welchen Q;;, explizit auftritt. Nach Satz C.6 gilt

Qep = Qap — R QacRep - (2.10)
Daraus folgt fiir £2., bzw. Qe
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Qb = Qp — REQieRep  bzw. (2.11)
Qo = Qb — RE,QinRas . - (2.12)

Qe und ;5 werden mittels der Definitionsgleichung fiir Zusammenhangsmatrizen aus R;e und R;, € SO(3)
(s. 1. Kapitel) berechnet und sind in Anhang C angegeben. Das explizite Auftreten der zeitlichen Ableitungen
der Lagekoordinaten, d.h. ¢ und A, in £2;5 ist zunéchst unkritisch, da — wie wir im 3. Kapitel sehen werden — beide
Groflen durch Systemzustinde (genauer: Ortskoordinaten und Geschwindigkeiten) ausgedriickt werden kdnnen.
Insgesamt erhalten wir somit durch: Einsetzen von (2.11) in (2.8) bzw. von (2:.12) in (2.9), zusatzlich zu (2.7), die
linearen, homogenen SO(3)-Differentialgleichungen (Orientierungsdifferentialgleichungen) 1. Ordnung

Ree = RevQip— QicRer bzw. (2.13)
Rps RpoQio — QinRpp - (2.14)

§2;c enthilt als einzige von Null verschiedene Grofe die fiir die Tragheitsnavigation in sehr guter Naherung als
konstant annehmbare Erddrehrate w;. (s. (C.1)).

Zusammenstellung der Voraussetzungen und zusétzliche Beriicks'ichtigung;;/ von Anfangswerten zu den SO(3)-
Differentialgleichungen fiihrt auf

Satz 2.1:
Gegeben seien

o (beliebige) orthonormale, rechtshindige Bezugssysteme
o  (P;,1) , hier: raumfestes Bezugssystem
o  (P»,b) , hier: kirperfestes Bezugssystem

o den Winkelgeschwindigkeitsvektor zwischen i- und b-Achsensystem: w;y(t),t > to (Kreiselbeobachtungen)
e Anfangsorientierung des b- bzgl. des i-Achsensystems: R,

Dann wird die zeitliche Entwicklung von R;y(t) beschrieben durch die Matrix-Anfangswertaufgabe (AWA)

Rib(t) = Rib(t)Qib(t) s R,‘b(to) = Ry, € 50(3)

Satz 2.2:
Gegeben seien

o (beliebige) orthonormale, rechtshindige Bezugssysteme
o {P;,1) , hier: raumfestes Bezugssystem
o (Pe,e) , hier: erdfestes Bezugssystem
o (Py,b) , hier: kérperfestes Bezugssystem

e die Winkelgeschwindigkeitsvektoren
o zwischen b- und i-Achsensystem: wjp(t),t > 1o (Kreiselbeobachtungen)
o zwischen e- und i-Achsensystem: wjc(t),t >ty (Erdrotation)

o Anfangsorientierung des b- bzgl. des e-Achsensystems: R,

Dann wird die zeitliche Entwickluhg von R (t) beschrieben durch die Matrix-Anfangswertaufgabe (AWA)

Reb(t) = Rep(t)Qub(t) — Que(t)Res(t) ,  Rep(to) = Res, € SO(3).
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Satz 2.3:
Gegeben seien
o (beliebige) orthonormale, rechtshindige Bezugssysteme
o (P,1) hier: raumfestes Bezugssystem
o (Py,h) , hier: Horizontsystem
o (P,,b) , hier: kérperfestes Bezugssystem

o die Winkelgeschwindigkeitsvektoren
o zwischen b- und i-Achsensystem: w;(t),t >to  (Kreiselbeobachtungen) :
o swischen h- und i-Achsensystem: win(t),t >to (positions- u. geschwindigkeitsabhéngig!) -

e Anfangsorientierung des b- bzgl. des h-Achsensystems: Rpp,
Dann wird die zeitliche Entwicklung von Rus(t) beschrieben durch die Matrix-Anfangswertaufgabe (AWA)

Rno(t) = Rup(t)s(t) — n(t)Rus(t) ,  Ris(to) = Ras, € SO(3).

Aus diesen drei Satzen ist — wie bereits im 1. Kapitel angesprochen — die bekannte Tatsache zu erkennen, daf} bei
Durchfiihrung der Berechnungen im Quasi-Inertialsystem (7;, 1), wegen der zugehdrigen Anfangsorientierung R;p,,
die , absolute Orientierung® des Quasi-Inertialsystems eine tragende Rolle spielt, wihrend dies bei Durchfiihrung
der Berechnungen in anderen Bezugssystemen nicht der Fall ist. Wir werden deshalb im weiteren den Fall der
Durchfiihrung der Berechnungen im Quasi-Inertialsystem von der Betrachtung ausschlieflen.

- Damit haben wir unser Ziel erreicht, gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die interessierenden
Rotationsmatrizen zu formulieren. Genaugenommen handelt es sich jeweils um eine matrixwertige, gewdhnliche,
lineare, homogene Differentialgleichungen 1. Ordnung mit i.a. zeitvariablen Koeffizientenmatrizen bzw. neun ska-
larwertige, gewShnliche, lineare, homogene Differentialgleichungen 1. Ordnung mit i.a. zeitvariablen Koeffizienten.
Natiirlich besteht eine Redundanz in der Beschreibung der Orientierung mit neun Zusténden. So kdnnte man
auf die Idee kommen, die Definitionsbedingungen einer Rotationsmatrix R, ndmlich RRT = I3 und det(R) = 1,
als Nebenbedingungen der Matrixdifferentialgleichungssysteme der vorhergehenden drei Sétze aufzufassen und
damit die Anzahl der “Freiheitsgrade” auf die von der Kreiseltheorie bekannten drei (Euler- oder Kardanwinkel)
zu reduzieren.

Zur Klarung dieser Problematik wird in den folgenden beiden Sétzen gezeigt, daff die matrixwertigen Losungen
von Satz 2.1 bzw. der Sitze 2.2 und 2.3 zu jedem Zeitpunkt ¢ > ¢o stets die Struktur einer Rotationsmatrix auf-
weisen, ohne daB dies explizit gefordert wird. Dies basiert sowohl auf der Struktur der Anfangswerte Ry € SO(3),
als auch der Differentialgleichungen — hier sei speziell an die Schiefsymmetrie der i.a. zeitvariablen Koeffizien-
tenmatrizen gedacht — und ist unabhingig von der konkreten Realisierung der Winkelgeschwindigkeiten in den
Koeffizientenmatrizen.

Satz2.4:
Die Losung Rip(t) der Matrix-Anfangswertaufgabe von Satz 2.1 ist fiir alle t > to eine Rotationsmatrix, d.h.

t;to : Ry(t) € SO(3).

Bewels von Satz 2.4:
e Beweis von Rip(t)RE(t) = I3:

4 (Ry(t) RE, (1))

Ris(t) RG () + Rin(t)RL(2)
Rip(t)Qs(t) R () — Ran(t)S2is (1) R,(1)
0

o

= Rip()RE(t) = Ris(to)R%(t0) = Rip,RY,, = I3

e Beweis von det (Rip(t)) = +1: Unter Verwendung der Formel von Liouville (s. V.I. Arnol’d[1991]) folgt
unter Beriicksichtigung der Schiefsymmetrie der Koeffizientenmatrix Qip(t)

4 get(Ru(t)) = Spur(Qus(t)) det(Rap(t)) =0

= det(R,-b(t)) = dEt(Rib(;O)) = det(R“m) =+l
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Satz 2.5: S L R :
Die Losungen Rep(t) bzw. Rpp(t) der Matrix-Anfangswertaufgaben aus den Sétzen 2.2 und 2.3 sind Rotations-
matrizen fiir allet > ty, d.h.

e Ru(t) €SO(3) und Rm(t) € SO@3)

Beweis von Satz 2.5:
Sei a € {e, h}. Zunachst wird gezeigt, dafi

Rab(t) 1= Rig(t) Rab, Rio(?)

Lésung der SO(3)-Anfangswertaufgabe von Satz 2.2 (fira =) bzw. 2.3 (fiir a = h) ist, falls Riq(t) und Rip(t)
Lésungen der Anfangswertaufgaben

f:{ia(t) = Ria(t)Qia(t) ) Ria(tﬂ) =13
Riv(t) = Rip(t)us(t) , Ran(to) =15

sind, indem wir folgende Umformung durchfiihren

Ralt) = 5 (R Rasy R(t) =
= RE(t)Rabo Riv(t) + RE, (1) Raby Ran(t) = |
= —Qia(t) BT, (¢) Ras, Riv(t) + Ria(t) Ravo Rin(t) Qus(t) - N
o Ra(?) Ras(t)
Mittels obiger Definition von Rgp(t) und Satz 2.4 folgt schliefilich

e Beweis von Rqp(t)RL,(t) = Is:

Rab(t) R5y(t) = R, () Rab, Riv (1) Ry (t) Ry Ria () = I

e Beweis von det (Rap(t)) = +1: ,
det(Rqp(t)) = det(Ria(t)) det(Ras,) det(Ris(t)) = +1

Als Ergebnis der beiden vorhergehenden Sétze lassen sich die Anfangswertaufgaben aus den Satzen 2.1, 2.2 und
2.3 als Abblldungen aus SO(3) (Ro € SO(3)) in SO(3) (R(t) € SO(3),t > to) interpretieren. In dlesem Smne
spezifizieren wir diese Matrix-Anfangswertaufgaben im weiteren als SO(3)-Anfangswertaufgaben.

Systematische oder zufillige Fehler in den Winkelgeschwindigkeiten der Koeffizientenmatrizen (z.B. Kreiselbias,
-drift oder -rauschen) verandern zwar die Losung der zugehdrigen SO(3)-Anfangswertaufgabe, aber nicht ihre
Struktur als Rotationsmatrix. Besitzt dagegen der Anfangswert zu einer Matrix-Anfangswertaufgaben nicht die
Struktur einer Rotationsmatrix, so gilt dies ebenso fiir die Lésung. Eine Diskussion des qualitativen Unterschieds
zwischen fehlerhaftem Anfangswert und fehlerhaften Koeffizienten der Matrix-Differentialgleichungen erfolgt in
Kapitel 6.

Anmerkung 2.1 : Erfiillt R aus numerischen Griinden die Orthogonalititsbedingung
|[RT - R ' <e

bei gegebenem & > 0 nicht, so empfiehlt es sich R zu orthonormalisieren. Die beste orthonormalisierte Matrix
R € SO(3) zu R ist die Losung der Minimierungsaufgabe (s. z.B. [K.R. Britting(1971)])

Spur [(R ~R)T(R- R)] — ﬁz-ih ,

welche sich angeben 148t zu
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Anmerkung 2.2: Wihrend der stationdren Anfangsorientierung (s. Kapitel 9) zeigt eine ideale Kreiseltriade
Qipy = Qe bzw. wip = wje
an und es gilt Qe = 0 baw. we, = 0. Aus den Gleichungen (2.11) und (2.2) folgt dadurch wie erwartet

Rep(t) =0 baw. Rep(t) = Rep,.

]
Korollar 2.6 :
Seien die Zusammenhangsmatrizen Qie, ip und $;p, zeitinvariant.
Dann lauten die analytischen Lésungen der SO(3)-Anfangswertaufgaben der Sétze 2.1, 2.2 und 2.3
Ris(t) = Ripe@(t=t) €S0(3)
Rep(t) = e ettt R, (filt—to) ¢ GO(3) und
Rup(t) = e Mnr(toRy, oLult=t) ¢ 50(3)
|
Beweis von Korollar 2.6 : :
Der Beweis folgt aus Satz A.8.

Durch Auftreten der Matrixexponentialfunktionen sind die Losungen zunichst nicht geschlossen dargestellt. Je-
doch ist aufgrundb der Schiefsymmetrie des Arguments der Matrixexponentialfunktion eine fiir die Evaluierung
glinstigere Darstellung angebbar.

Satz 2.7:
Sei Q € R3*3 gchiefsymmetrisch, d.h. Q7 = ~Q.
Dann ist ‘
o _ gy Sllelir) 1= sl
flwl] el

mit  w = veck(Q) .

Beweis von Satz 2.7:
Nach Definition der Matrixexponentialfunktion ist

=1
= Z ;{3(97)” .
n=0
Mit
0 —W3 (575}
Q=] w3 0 —w =veck™lw
—&o (975} 0
folgt
Q° = —||ulQ

Die Potenzreihe zerfillt damit in 2 Anteile: Einen proportional zu Q und einen proportional zu Q*. Um dies
auszufiihren, zerlegen wir die Matrixexponentialfunktion in 3 Summanden: Die Identitat I3, die Summe der
Terme mit ungeraden Potenzen in Q und die Summe der Terme mit geraden Potenzen in 2.

;—13+Z o +1 Qr2"+1+2 2 )'

n._l

\ v

51 52
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achfolgende Umformungen gelten fiir ||w|| >.0

J = 1 2n+1 2 +1 _ ( l) 2n 2n+1
- n n Q —_
=5 Z  (2n + 1) & Z <@+ Enroilel™or

(lwllr)**** =

| ~lwll
=S, = Z Q220 — Z ( ”w”2(n 1)92 2n _
="

sin(||w]|T)

= ||u|| Z 2n+1

Qz

I
MS‘

= (lwlir)*™ = == (1 = cos(||wi|r)
Tl 2 @n)! ||w||2( )
‘ cos(|w]|T) = 1
Die Behauptung des Satzes folgt durch Kombination der Ergebnisse.

Durch Anwendung des Satzes auf die Losungen der SO( )-AWP nach Satz (2.6) folgt unter Beriicksichtigung von
Satz A.6 das ' '

Korollar2.8:
Die Lésung der SO(3)-Anfangswertaufgabe
Reb(t) = Rep(t)is — Qe Ren(t) , Re(to) = Res,

lautet unter der Voraussetzung konstanter Zusammenhangsmatrizen

v sin (wie(t —t 1 — cos (wie(t =10
Reb(tv) = (I3 — ( ce( 0)) Qie + ( 126( )) Qize) Reba
Wie : Wie
o Sl =) o 1 cos (ol o)) 0\ ¢ gy
llwsal] llwsll
"
bzw.
Korollar2.9:
Die Lésung der SO(3)-Anfangswertaufgabe
Rﬁb(t) = Rno(t)Qs — QinRs(t) , Rav(to) = R,
lautet unter der Voraussetzung konstanter Zusammenhangsmatrizen
sin(|[win||(¢ - 2o)) 1 — cos(||lwinl|(t — t0)) 2 )
Rpp(t) = | I3— 2 Qin + Q) Ribe
wi) = (1o - 205l Da, ol )
(104 Sl —tog 1 —eosllonllé i)Y ¢ s
llwis|| | wisl| ,
n

Natiirlich sind die Zusammenhangsmatrizen €2;; und ;s i.a. nicht konstant. §2;, kann jedoch in Phasen geringer
Dynamik iiber einem kurzen Zeitintervall in guter Niherung als konstant angesehen werden. Aufgrund des Sen-
sorrauschens kann die Zusammenhangsmatrix €2;5 ohne Vorfilterung der Sensordaten trotz der kurzen Taktzeiten
von ﬁ) — -gl-o-s bei kdrperfesten Tragheitsnavigationssystemen nicht in guter Ndherung als konstant angenommen
werden. Dennoch bietet das Wissen einer analytischen Nalierungslosung die Moglichkeit der niherungsweisen
Berechnung von Orientierungsinkrementen und anschliefiender Linearisierung zur Formulierung von Stérungsdif-
ferentialgleichungen (s. Anhang D). Es sei jedoch darauf hingewiesen, daf3 sich das Rauschen auf dem Vektor der
Kreiseldaten w;, bei Verwendung einer analytischen Losung ungefiltert auf R;p(t), Reb(t) bzw. Rpp(t) iibertrégt.
Wir streben die explizite Beriicksichtigung von nichtlinearen Orlent1e1ungdlffelentlalglelchungen in absoluten
Orientierungsparametern im Kalman-Schétzer an.

Da einer SO(3)-Anfangswertaufgabe 9 skalare, lineare, homogene Anfangswertaufgaben entsprechen, werden wir
uns in den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels mit verschiedenen Parametrisierungen der SO(3)-Gruppe,
den daraus resultierenden dimensionsreduzierten Orientierungspa.rameterdiﬂ'erent.ialgleichungen und deren Ei-
genschaften beschiftigen. ' ‘
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2. Parametrisierungen der SO(3)-Gruppe
[J. Stuelpnagel(1964)] gibt einen kompakten Beweis von dem zuerst von [H. Hopf(1940)] bewiesenen

Satz 2.10:
Es ist topologisch unméglich einen globalen HomSomorphismus von SO(3) in R3 zu finden. [

Beweis von Satz 2.10 (s. [J. Stuelpnagel(1964)])V:

Da SO(3) eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist, hat jedes Element P € SO(3) eine Umgebung Up welche
homdomorph zu einer offenen Teilmenge von R3 ist. Wiirde nun ein Homéomorphismus h von SO(3) in R3 exi-
stieren, so wére nach dem Satz von Brouwer h(Up) und damit h(SO(3)) = |J h(Up) offen in R Nun ist

PeSO(3)

SO(3) kompakt und h(SO(3)), die stetige Abbildung eines kompakten Raumes, wiederum kompakt.

Der Widerspruch ist offensichtlich, von der getroffenen Annahme der Existenz des Homéomorphismus verursacht
und damit die Behauptung bewiesen. '

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) hat die Dimension ﬁ%——u (s. z.B. [N. Euler; W.-H. Steeb(1992)]) und da-
mit SO(3) die Dimension 3. Zur Parametrisierung von SO(3) werden demnach mindestens 3 Parameter bendtigt.
Wir sprechen in diesem Zusammenhang auch von einer minimalen Parametrisierung der SO(3)-Gruppe, welche
nach H. Hopf kein globaler Hom&omorphismus sein kann. Nachfolgend untersuchen wir die minimalen Parametri-
sierungen: Kardan-Winkel (a, 3,7), Euler-Winkel (4,9, 1), Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parameter (o7, 02, 03) und
Cayley-Parameter (s, s2, s3).

Zur Bewiltigung des aus dem Satz von H. Hopf resultierenden prinzipiellen Problems bestehen grundsatzlich zwei
Méglichkeiten. Entweder man fiihrt geeignete Kartenwechsel durch oder man sucht einen Homdomorhismus in
einem hdherdimensionalen Euklidischen Raum (Einbettungsraum). Ebenfalls auf [H. Hopf(1940)] geht der Beweis
zuriick, daf die Einbettung mindestens im 5-dimensionalen Euklidischen Raum erfolgen muf, um einen globalen
Homéomorphismus finden zu kénnen. Die Parameter einer entsprechend gefundenen Parametrisierung sind nach
Hopf benannt (s. z.B. [W. Neutsch(1995)], [J. Stuelpnagel(1964)]). Bereits in 4 Dimensionen steht jedoch: bei
Parametrisierung der SO(3)-Gruppe mit normierten Quaternionen ein lokaler Homéomorphismus zur Verfiigung.
Wir werden ausfiihrlich auf die (redundante) Parametrisierung mit Hj - Quaternionen eingehen und zeigen, daf
die bekannte Zweideutigkeit der zugehorigen Kartenabbildung irrelevant fiir praktische Anwendungen ist. Da bei
der H; -Quaternionen-Parametrisierung — im Gegensatz zu den erwéhnten 3- und 5-dimensionalen Einbettungen
~ ein lineares (Quaternionen-)Differentialgleichungssystem (kein Linearisierungsfehler im Zustand!) resultiert, ge-
ben wir dieser den Vorzug,.

Zum Zwecke der geometrischen Interpretation der algebraischen SO(3)-Parametrisierungen wird als zweite (red-
undante) Parametrisierung die Darstellung in Drehrichtungsvektor (gerichtete Drehachse) und Drehwinkel nach
dem Satz von Euler eingefiihrt.

Weitere Parametrisierungen sind z.B. in [K. Kanatani(1990)], [E.H. Knickmeyer; M. Nitschke(1994)], [G. Schut
(1959)], [M.D. Shuster(1993)] und [J. Stuelpnagel(1964)} beschrieben.

1. Kardan-Parametrisierung

Jede 3-dimensionale Rotationsmatrix R € SO(3) kann durch sequentielle Drehungen um die drei Achsen eines kar-
tesischen, rechtshindigen Achsensystems erzeugt werden. Dabei existieren durch Permutation von Drehrichtung
und -reihenfolge der Einzeldrehungen eine Vielzahl von Definitionsmoglichkeiten. Wir definieren die Parametri-
sierung aus mathematisch positiven Einzeldrehungen zu

Rk (a,B,7) := Ri(e)Ra2(B)Rs(v) (2.15)
1 0 0 cosf 0 sinf cosy —siny 0
= 0 cosa —sina 0 1 0 siny cosy O
0 sina cosa —sinf 0 cosf 0 0 1
cos Fcosy —cos Fsiny sin
= sinasin fcosy +cosasiny —sinasinfBsiny + cosacosy —sinacosf
—cosasinfcosy +sinasiny  cosasinFsin-y + sin acosy cosacos f3

Die Parametrisierung vermittelt die Abbildung

Y Der Beweis 148t sich auf beliebige, n-dimensionale, geschlossene Mannigfaltigkeiten iibertragen (z.B. $? —— R2):
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Ri(,8,7) : (e, 8,7) € (R (e, 8,7) C B> — SO(3) (2.16)
da offensichtlich gilt

Ri(a,B,7)Rk(a,B,v) =13 A det(Rg(e,B,7)) =+1. (2.17)

Die Umkehrung der Relation (2.15) folgt aus der 1. Zeile und 3. Spalte zu

sinf = ri3 gel- 3 %]eindeut’ig !

cos 3 a € (=, 7] eindeutig fiir 8 € (~%,Z)

P singulér fiir § = +5%
cos a = —-333 2 (2.18)

cos 5 v € (=, ] eindeutig fir g € (-%, %)
singulér fir § = 5 .

Aus obiger Definition der Kardan-Parametrisierung als sequentielle Drehungen um 3 verschledene orthogonale
Achsen folgt unmittelbar, daf$ die durch Parametrisierung vermittelte Abbildung fiir

. T :

D(Ri(a,B,7)) = (=, 7] x —5,—2—] X (—m, 7] (2.19)

surjektiv (engl. “onto”) ist. Jedoch ist die Umkehrung singulér fiir § = +% (nur o % v ist extrahierbar) und
damit die durch die Parametrisierung vermittelte Abbildung nicht homéomorph.

2. Euler-Parametrisierung

Analog kann jede dreidimensionale Rotationsmatrix R € SO(3) auch durch sequentielle Drehungen um nur 2
Achsen eines kartesischen, rechtshindigen Achsensystems erzeugt werden. Wiederum existieren durch Permu-
tation von Drehrichtung und -reihenfolge der Einzeldrehungen eine Vielzahl von Definitionsméglichkeiten. Wir
definieren die Parametrisierung aus mathematisch positiven Einzéldrehungen zu

Re(y,9,m) = Rs(y)Ri(d)Rs(n) , (2.20)

cosp —siny 0 1 0 0 cosn —siny 0
= sm (7 cos v 0 0 cosd —sind sinp cosy 0
1 0 sind cos? 0 0 1

cos w cosn —sintcosIsing —cosysinn —sinycosdcosn sinysind
sin cos 1) + cos cosVsiny —sinsing + cos P cos¥cosn —cosPsind

sindsing sin ¥ cos 7 cos ¥
Wegen
Re(¥,0,m)RE($,9,n) =1z A det(Re(v,9,n)) = +1 (2.21)
gilt
Re(¥,9,1) : (4,9,1) € D(Re(v,9,1)) CR® — SO(3) . (2:22)

Die Umbkehrung der Relation (2.20) folgt aus der 3. Zeile und 3. Spalte zu
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cos ) = ras J € [0, m] eindeutig !

sing = -3 :
~ sin ¥ ¥ € [0,27) eindeutig fiir ¥ € (0, )

To3 singular fiir 9y € {0, 7}

cosy = — &y (2.23)
i T31
SINT = Sin 1 € [0, 27) eindeutig fiir J € (0, )
o alar i '
cosy = S:.I:iz singular fiir ¥ € {0, 7}

Auch hier ist die durch die Parametrisierung vermittelte Abbildung fiir

D(Re(¥,9,n)) = [0,27) x [0,7] x [0, 27) (2:24)

surjektiv, die Umkehrung jedoch singulér fiir 9 € {0, 7} (nur ¥ = 7 ist extrahierbar) und damit die durch die
Parametrisierung vermittelte Abbildung nicht hom&omorph.

3. Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parametrisierung

Nach Satz A.6 ist e € SO(3), falls ¥ schiefsymmetrisch ist, d.h. ¥7 = —¥. Dementsprechend ist die Rotati-
onsmatrix B = % durch Identifikation von ¥ bzw. & = veck(X) € R® bestimmt. Nach Satz 2.7 folgt damit die
Rotationsmatrix in Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parametern zu

sin(|lof]) i, | 1 —cos(lo]) v
RLBs(O'l,O‘g,O's) 262213+ Y+ ) (2.25)
llo]l llel?
Damit kénnen die drei unabhiingigen Elemente o1, 09,03 in der schiefsymmetrischen Matrix X, mit T = -3,

o= (01,09, 03)T, & € R3, als Orientierungsparameter angesehen werden. Diese sind formal bestimmt durch

o = veck(Z) = veck(In RrBs)- (2.26)

Wir werden jedoch noch effizientere Berechnungsmoglichkeiten kennenlernen. Diese Parametrisierung geht auf
[J.H. Laning(1949)] zuriick, fand jedoch erst durch die Wiederverwendung in [J.E. Bortz(1971)] im Gebiet der Na-
vigation Verbreitung. In der mathematischen Literatur geht die erste bekannte Referenz auf [J. Stuelpnagel(1964)]
zuriick. Nach [E.H. Knickmeyer; M. Nitschke(1994)] heiflen die Parameter Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parameter.
Es sei jedoch angemerkt, daff Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parameter auch als geodatische Normalkoordinaten der
SO(3)-Mannigfaltigkeit bzgl. der Identitat interpretiert werden konnen.

4. Cayley-Parametrisierung

Nach den trigonometrischen Parametrisierungen wollen wir schlieBlich noch eine minimale algebraische Parame-
trisierung untersuchen. Wir definieren

RC(Sl, Sa, 83) = (I3 + S)(Is — S)_l mit ST =-S5 y S = (81,82, S3)T = veck(S) . (227)

Nun ist

_11T _
FLO)Re(s) = [Is+S)s+8) | (a+S)Us+5)7 = (2.28)
= (L+S) (s +5) (s+5) s+ ST = I (2.29)
kommutativ
und
1

det(Rc(S)) = det([,g + S)m— =+1 . : (230)
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Bezichungen der Form (2.27) sind in der Literatur unter dem Begriff Cayleysche Formeln (s. z.B. [F.R. Gantma-
cher(1986)]) oder Cayleysche Transformationen (s. z.B. [M. ‘Artin(1993)]) bekannt, woraus sich die im weiteren
verwendete Bezeichnung als Cayleysche Parametrisierung ableitet. Rc(s) ergibt sich explizit zu

Re(s) ”ITIIW [(L = |[slf?) 5 + 2veck™"(s) + 2s57]
i 1+s7—s3—s5 2(s150—s3) 2(s183 +83)
T 2s1s2+83) 1—s?+s2—s3  2(sasz—s1) (2.31)
+ sl 2(s153 — $2) 2sgsz +51) 1—s?—s3+s3
Die zugehdrige Kartenabbildung bestimmen wir in 2 Schritten
1. Durch Spurbildung folgt
_3—1lsl?
SpUT(RC (S)) - 1 + "8“2 (232)
3 — Spur(Rc(s))
2 _
sl = 1 + Spur(Rc¢(s)) (2:33)
2. Der schiefsymmetrische Anteil in R¢(s) ist
9 (RC(S) - RC(S)) - 14 ”SHZS (2'34)
= - _“EHLHZ T -
—> s = veck(S) = veck (Rc(s) = RE(s)) (2.35)

Kombination der Resultate ergibt die Umkehrung der Abbildung (2.31)?

v T32 — T23
— 1 _ Y| — 1 _
s = veck [1 TSR (R-R )] =TT 5w (R ( r13 — I'31 ) . (2.36)

21 — T12

Nun ist —1 < SpurR < 3 fiir R € SO(3) und demnach die Umkehrung fiir Rotationsmatrizen mit SpurR = —1
singulir, d.h. die durch die Parametrisierung (2.31) vermittlete Abbildung

Rc(s) :s € R3— SO(3) (2.37)

ist nicht surjektiv und damit nicht-homdomorph.

Anmerkung2.3 . Die eigenﬂiche Schwachstelle der Cayley-Parametrisierung wird anhand der Eigenwerte von
Rc(s) deutlich. Nach Satz A.5 lauten die Eigenwerte von Rc(s)

A = 1
1—-02 . 20

Aoz = 1+0'2i11+02 mit o=|s||eR.

Die konjugiert komplexen Eigenwerte haben den Betrag 1 (s.a. Satz A.4) und liegen somit achsensymmetrisch zur
reellen Achse auf dem Einheitskreis in der Gaufischen Zahlenebene (s. Abblldung 2.2). Die in o parametrisierte
Kreisgleichung folgt aus det (Rc( ) = AdAz =1z

1—o02 2+ 20 2_1
1402 "\1402/

Es ergeben sich folgende Grenzwerte

1—0’2 . 12 -1
lim > = lim & =-1
oot \1+ 0 o—too F+l
20 \ 2
o:iloo \1+0’2} - ol;iloo \012+]_)——0

2) Diese Darstellung ist praktikabler als die iiblicherweise gegebene S = —(Is —R)(Is+R)™! baw.s = —veck [(Iz - R)(Is + R)—1].
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20
b 1+ 02
oc=i1
o>0>1 1>0>0
A2
o — O /\l o=0
o — —00 1—qo?
/\3 140
—~00< o< -1 “1<o<0
oc=-1

Abbildung 2.2: Darstellung der konjugiert komplexen Eigenwerte einer Rotationsmatrix in Cayley-Parametrisierung

Selbst wenn man das Kartengebiet D(R¢(s)) auf ganz R3 ausdehnt, existieren keine Cayley-Parameter, welche
eine Rotationsmatrix Rc(s) mit den Eigenwerten {1, —1,—1} generieren. ]

Anmerkung2.4: B.L. van der Waerden schrieb 1985 in der von ihm verfassten Geschichte der Algebra: “In an
extremely interesting, but nearly forgotten treatise “Untersuchungen iiber die Summen von Quadraten” (Bonn
1884), R. Lipschitz applied the second Clifford algebra to represent the rotations in n dimensions. He first showed
that all rotations A, for which det(I + A) is not zero, can be obtained as

A={I+C)YI-0)
where C is an antisymmetric matrix.” [

Eine geometrische Interpretation der damit mathematisch nachgewiesenen Schwachstelle der Parametrisierung
nach a. Cayley erfolgt in Anmerkung 2.8.

5. Hamilton-Parametrisierung

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt die von H. Hopf prophezeite Unmoglichkeit der Existenz eines glo-
balen Hom&omorphismus zwischen SO(3) und einem dreidimensionalen Kartengebiet (C R3) anhand géngiger
Parametrisierungen verifiziert haben, wenden wir uns der Lésung der Problematik zu. Dazu betten wir das Kar-
tengebiet hoherdimensional ein und betrachten speziell in 4 Dimensionen (redundante Parametrisierung) die
Quaternionen. Wie in der Einleitung dieses Kapitels bereits geschildert, haben die Quaternionen bzw. die zu-
gehérigen Orientierungsdifferentialgleichungen alle fiir die Tragheitsnavigation praxisrelevanten Eigenschaften.
Wir gehen deshalb ausfiihrlich auf die Quaternionen-Parametrisierung ein.

Nach einem kurzen Abriff zur Quaternionenalgebra diskutieren wir — analog zu den minimalen Parametrisierun-
gen — die SO(3)-Parametrisierung mit H-Quaternionen, sowie die zugehorige Umkehrung, und interpretieren
schlieBlich die Quaternionen-Parametrisierung geometrisch als Drehung um eine Raumachse (— Satz von Euler).
Die Quaternionen (auch hyperkomplexes Zahlensystem der Dimension 4 genannt) gehen auf den irischen Mathe-
matiker William Rowan Hamilton (¥1805,11865) zuriick, der die Quaternionenalgebra 1843 definierte und in den
Monographien “Lectures on Quaternions” (1853) und “Elements of Quaternions” (1867) publizierte. Sie werden
deshalb auch als Hamilton-Quaternionen bezeichnet. Die Moglichkeit der Beschreibung von Drehungen im Raum
mit Quaternionen wurde wohl zuerst von Arthur Cayley erkannt.

Hamilton untersuchte die Erweiterung der komplexen Zahlenebene um eine Dimension, d.h. er untersuchte die
Zahlen a + bi + cj, fiir welche jedoch keine geeignete Algebra existiert (s. z.B. [I.L. Kantor; A .S. Solodovni-
kov(1989)]). Erst durch Erweiterung um eine weitere Dimension auf

go + q1i + q2J + g3k (2.38)

und durch Verzicht auf das Kommutativgesetz der Multiplikation erhielt Hamilton ein funktioniereiides Zahlen-
system (genauer: Schiefkorper). Dieses basiert auf der Multiplikationsvorschrift
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i1l e[ 5Tk - _
Tl | -1 k |—; : o (2:39)
7 —kT=-17]¢ : S .
EE] 7 | =] -1

q he1]3t Skalartell und {q,},e{l 2,3} Vektorteil der Quaternion. Der Vektorteil wird in diesem Zusammenhang mit
“q = (g1, 92,93)T notiert. Eine Quaternion entspricht somit einem Tupel (qo, q). Im Rahmen dieser Arbeit werden
Quaternionen ferner durch lateinische Kleinbuchstaben mit einem Hégek, d.h.

q = (g0, q) =qo+q1i+gq2j + q3k , ‘» (2.40)

notiert, um eine kompakte und eindeutige Notation zugrundezulegen
Sei H die Menge aller Quaternionen, d.h.

H = {qo + q1i + q2j + a3k | 90,41, 92,93 ER} = {é|'q.- eER Vie{0,1,2,3}}. (2.41)

Ferner wird die Menge der Quaternionen mit L'a'.nge 1, d.h.

= {GeH[ i =R d+E+d=1) (2.42)
und die Menge der Quaternlonen mit Skalarteil 0, d.h.

Ho = {§€H|q =0} , (2.43)

eingefiihrt. Die Konjugierte einer Quaternion § € H ist

7=1(90,—q) = qo — q1i — q2j — gk . (2.44)
Unter Verwendung der Multiplikationsvorschrift (2.39) in der praktikableren Form

d = (g0, a)(Po, P) = (¢oPo — qP,qoP + Poa +q X P) (2.45)
bzw. in Matrix-Vektor-Form

( goPo — qp _ ( % —q" ) ( po\ _ ( Po -p’ .90 (2.46)
qoP +poq+qxp q qols+veck™q - pj o P pols— veck™'p q o
folgt

74 = (Il4l>, 0) ' (2.47)

und damit aufgrund von

1

1 - - ' '
(| § 1,0 2.48
(e q) I &9 | (2.48)
neutrales Element der
Quaternionenmultiplikation

per Definition eines inversen Elements

-1 1

9 =13
l4li?
Speziell ist §~' = ¢ V¢ € Hy. Aus der Definition der Quaternionenmultiplikation folgt ferner (jp)~! =
1

971§~ , §,p € Hy. SchlieBlich erwihnen wir fiir im 5. Kapitel bendtigte Abschdtzungen noch den

w2l

(2.49)

1

Satz 2.11:
Die Quaternionenmultiplikation ist normtreu, d.h.

CVpGeH : |lpdll = Al
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Der Beweis des Satzes folgt durch Einsetzen’ der Definition von Quaternionenmultiplikation und -norm.

Eine ausfiihrliche Darstellung der Quaternionenalgebra und deren fundamentale Sitze von Hurwitz und Frobenius
‘wird beispielsweise in dem Ubersichtsartikel [E.W. Grafarend(1982)] und der Monographie [I.L. Kantor; A.S. So-
lodovnikov(1989)] gegeben. In [E.-W. Grafarend(1983)] findet man eine universelle Beschreibung der Anwendung
von Quaternionen zur Drehung von Koordinatensystemen und in [L.I. Aramanovitch(1992)] eine ausfiihrliche
Literaturstudie iiber Anwendungen von Quaternlonen zur Losung geoditischer Probleme und zur Kontrolle eines
rotierenden Korpers im Raum.

Arthur Cayley erkannte, da man mit Hllfe von: Hj Quatermonens) Drehungen durchfuhren kann. Die Abblldung

g::j;’i'q"'l mit &=(0,x) €My, §€H, (2.50)

transformiert den Vektor x € R3 unter Verwendung der ]I-]Il-Quatermon q 1n den Vektor y € ]Rs denn nach
Definition der Quaternionenmultiplikation ist

7= (20, 9)(0, %) (g0, ~a) = (0, (a"x)q + g5x + 200 x x — (q" x x) x q) € Ho (2.51)
bzw. V L

n B+ -d-a3 2ne-qe) 2045+ 002) 1

¥ | = 2Aqg2+q093) B-EF+E-E  2(9293— qoq1) Ty (2.52)

Y3 2(q193 — 9092) 2(g293 + qoq1) 9% — 4% — &% + 43 o\ 3

= RH(‘j), = Ry(qo, 91,92, 93)"

(2.52) bildet somit aus Hp in Hp ab. Der Vektorteil von & € Hp, d.h. x, wird nach (2.50) durch die H;-Quaternion
¢ auf den Vektortei]l der ]HIO-Quaternion 7, d.h. y, abgebildet, wobei die Koeffizientenmatrix

v RH( Ru(§) =1Is A det(Ru(§)) = +1 ‘ (2.53)
erfiillt. Mit Ry (§),§ € Hi, ist somit eine ,4-dimensionale“ Parametrisierung der SO(3)-Gruppe gefunden

Ru(d) : §e€H; — SO(3) baw. O (2.54)
Ru(90,91,92,93) © (d0,q1,92,93)T € S? CR* — SO(3) . (2.55)

Die Umkehrung SO(3) — S3 bzw. Hj folgt nach (2.52) fiir Rg(§) aus dem Schema:

@2=1(1+ri14r22+rss) goq1=3(rs2—r23) goq2=3%(r1a—ra1) gq093=%(r21-r12)
g?=31(1+ri1—ra2—r3s) 7172=%(712+721) q193=3%(r1a+ra1) (2 56)
symmetrisch ! @2=1(1-ri1+ra2—rs3) ng3=%(r23+r32) ’
q§=:1;(1—7'11—7‘2.2+7‘33)
Aus §e H; bzw. ||gl|? = ¢2 + ¢? + ¢% + ¢% = 1 folgt
) 3 . 2 1
ic{0,1,2,3) © %27 (2:57)

Wihlen wir ein dieser Bedingung geniigendes Diagonalelement aus dem Schema aus und ziehen davon die Qua-
dratwurzel unter wilkiirlicher Wahl des Vorzeichens, so sind die verbleibenden Quaternionenkomponenten durch
die restlichen Bedingungen in der gleichen Zeile bzw. Spalte von (2.56) eindeutig bestimmt. Die Zweideutigkeit
ist unumgénglich. Die Umkehrung auf Basis der ersten Zeile des Tableaus (2.56) lautet beispielsweise

9 :,,:1:42—\/1+:Spu1'R : o - (2.58)
_ pT
q = M . : (2.59)
4q0 - : Cee :

Die Surjektivitat der SO(3)-Parametrisi,erung mit H; -Quaternionen folgt aus dem

) Da aile skalaren Vielfachen einer Quaternion § nach (2.50) dieselbe Drehung generieren, schrinken wir uns auf normierte Qua-
ternionen ein, um die ,Eindeutigkeit der Kartenabbildung* zu gew#hrleisten.

4 Formal ist R¢(s1, 52,83) = Rp(4,s1,s2,53). Da das Kartengebiet der Cayley-Parametrisierung jedoch R® — im Gegensatz zu
S? C R* bei der Quaternionen-Parametrisierung — ist, haben beide Parametrisierungen grundlegend verschiedenen Charakter.
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Satz 2.12:

v 3 o
ReSO@) jem '~ RB=Eal)

Beweis von Satz2.12(s. [J. Stuelpnagel(1964)]):

Ry ist ein Homomorphismus, d.h. RH(ql)RH(qg) = Ru(§142) , §1,42 € Hy. Da Ry stetig und H; kompakt und
zusammenhéngend ist, ist Ry (H; ) eine kompakte, zusammenhingende Untergruppe von SO(3). Da SO(3) nur 3
kompakte, zusammenhéngende Untergruppen, namlich I3, SO(3) und die Gruppe der Rotationen um eine starre
Achse, besitzt und Ry(H;) keine Achse fix 148t, muf Ry (H, ) = SO(3) sein.

Nun ist die Kartenabbildung stetig und die Parametrisierung sowohl stetig als auch surjektiv, aber nicht global
injektiv und damit nicht global homdomorph. Da nach Rg(§) = Ru(—4) die Zweideutigkeit durch Antipoden
der Sphire S} verursacht wird, ist die Parametrisierung jedoch lokal homdomorph.

Es sei noch angemerkt, daf§ durch die Abbildung Ry : S? — SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe doppelt
iiberdeckt (engl. “double covered”) ist. Durch Identifikation antipodaler Punkte erhalt man den 3-dimensionalen
projektiven Raum PR der homdomorph zu SO(3) ist (s. z.B. [M. Artin(1993)]).

Anmerkung 2.5 : Das Pendant zur Kardan-Rotationsmatrix Rg (o, 3,7) = Ri(a)R2(8) Ra(y) lautet in Hamilton-
Quaternionen-Darstellung

ik = qi(a) §2(P) da(v) = (cos—(2Z +isin—(2)—l) (cosg + jsin g) (cos% +ksin%)
o a B Y Q. é R AV 7 é Y a é .Y
= Cos 5 o8 o cos sm2s1n2sm2+z(sm2cos2cos2+cos2s1n2s1n )
(cos Zsin D cos L — sin & cos B s @ o5 Psin? 4 sin L sinf cos 2
+j (cos 5 sin 5 cos — sin 5 Co8 5 sin 2) + k (cos 5 €08 5 sin 5 T 4 sin 5 sin cos )

Anmerkung 2.6 : Das Pendant zur Euler-Rotationsmatrix Rg(e, 8,7) = Rs(a)R1(8)Rs(7) lautet in Hamilton-
Quaternionen-Darstellung

je = §¢s(a)q(B) ¢s(v) = (cos§+ks1n )(cos§+zs1n§) (cos%+ksin:y2-)
= cosgcos 5 +isin§cosa;'+jsin§sin ;7—|—kcos§sina;7.

Anmerkung2.7 : Die zu den Rotationsmatrizen R;e, Ren und Ry, korrespondierenden Hamilton-Quaternionen
lauten:

wielt —1 . Wiel(t—1
Gie = tjg(wie(t-to)):cos—-—(—2—0) +ksm————(2—0—)—
iy LT A+% LA+ T R AT e 2
Jer = q3(/\+—2-)q1(-§— ) = (cos 5 + ksin 5 ) (cos 5 + isin 5 )
1 A A ® A LA o P
= 2(cos2—sm2) (cos2+sm2)+z2(cos2—sm2) (cos2—sm2)
1 A A
+j§(cos%+sin%) (cos—g——sm 2) + k= (cos§+sin§)‘ (cos§+sin§)
. . _ . aK a a L.« a ..«
g = d3(ak) @i(an) §o(ar) = (COST + ksin —21£) (cosTN + isin TN) (cosTR + jsin 7}2)
= cosﬁjicosg—ﬁcosa—l{—smgﬂsm%—sma +z(s1na—Ncos%cosg£—cosa—NsmgﬁsmaK)
- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
+](co azN O;R 2K Zv 2R si 5 )+k(cos%]y-cos9—2£sin%— +sina—2j\£sing§-cosa—K)
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6. Drehachse/-winkel-Parametrisierung

Die Herstellung eines Zusammenhanges zwischen den drei bisher diskutierten algebraischen Parametrisierungen
der SO(3)-Gruppe und dem Satz von Euler erlaubt geometrische Interpretationen dieser Orientierungsparameter.

Lemma 2.13 (s. [K. Kanatani(1990)]):
Die SO(3)-Parametrisierung in einer raumlichen Drehung um den Einheitsvektor n um den Winkel o lautet

Rp(m,a) = nnT(1-cosa)+ I3cosa+ veck™!(n)sina
= Is+sina veck }(n) + (1 — cosa) (Ve,clfr—l(n))2
cosa + n¥(l — cosa) nins(l —cosa) —ngsina ning(l —cosa) + nasina
= ninz(l — cosa) + nzsina cos a 4+ nZ(1 — cos @) nang(l —cosa) — nysina
nins(l - cosa) —nysina  ngnz(l—cosa) +nysina  cosa + nj(l—cosa)

Die zugehérige Kartenabbildung ist

Spur(R) — 1
cosaq = ————F——
2
- 732 — T3
= k(R— R') = ' —
n 2sin a vee (R ) 2sina 13 = T3l
i T21 — T12

mit a€[0,2r) und n€ S;.
=
Durch Vergleich (symmetrischer Anteil, schiefsymmetrischer Anteil und Spur) von in Laning-Bortz-Stuelpnagel-

Parametern, Cayley-Parametern oder Hamilton-Quaternionen parametrisierten Rotationsmatrix mit der Darstel-
lung in Drehrichtungsvektor und -winkel aus Lemma 2.8 folgt:

o Cayley-Parameter:

_ T, s
s=tan g n "= (;) Tisll
tang = (=) |ls|
e Hamilton-Quaternionen: .
§= (cos §,sin § n) sing = (E) llal
cosgy = (-)qo
e Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parameter: .
o=an n=o ﬂ%ﬂ
« = Ol

Aus diesen Beziehungen 148t sich schliefen, dafi geometrisch die Richtung des Vektors der Cayley-Parameter s
mit der Richtung der gerichteten Drehachse n = 2 nach dem Satz von Euler iibereinstimmt und die Lénge ||s||
Information iiber die Gréfe des Drehwinkels o enthalt. Dasselbe gilt fiir den Vektor der Laning-Bortz-Stuelpnagel-
Parameter. Im Falle von Hamilton-Quaternionen stimmt die Richtung der gerichteten Drehachse n (nach dem
Satz von Euler) mit der Richtung des Vektorteils q der Quaternion iiberein und die Lénge des Vektorteils und
der Skalarteil beinhalten die Information iiber den Drehwinkel a. Die drei Parametrisierungen unterscheiden sich
somit im wesentlichen nur in der Beschreibung des Drehwinkels.

Nach dem Satz von Euler 148t jede 3-dimensionale Rotation eine Achse fix, d.h. entspricht einer Drehung um diese
Achse. Jedes R € SO(3) hat nach Satz A.5 den Eigenwert +1. Aus Rx = Ax ist ersichtlich, daff der Eigenvektor
zum Eigenwert +1 gerade die Raumachse beschreibt, um die gedreht wird.

Anmerkung 2.8 (Cayley-Parameter): Im Falle von Cayley-Parametern folgt die Beziehung s = tan § n einfach
durch Einsetzen von :
32 —T23
Spur R=1+42cosa und TiIz—T3; | =2sinan
r21 — T12
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in Gleichung (2.36). Die in Anmerkung 2.3 identifizierte Singularitat bei SpurR = —1 tritt nach Lemma nur fiir
den Rotationswinkel o = m(modulo2m) auf, unabhéngig vom normierten Rl(‘htungsvel\tor n, denn in diesem Fall
ist

. . o

lim |s||= lim tan—- =00 ,

a—rE a—nE 2 .

d.h. es existiert kein endliches Triplet von Cayley-Parametern, welches den Fall einer Achsenspiegelung beschreibt.
Die Verwendung der algebraischen Cayley-Parametrisierung ist demnach nur fiir kleine Drehungen sinnvoll. Aus
numerischen Griinden sind neben den Spiegelungen natiirlich auch “benachbarte” Fille auszuschliéBen. In der
Trigheitsnavigation ist die Abtastrate der Sensoren i.a. hoch genug, um den Fall einer Rotation um 180° inner-

halb eines Taktes ausschlieBen zu kénnen. Der Einsatz der Cayley-Parametrisierung ist demzufolge problemlos
moglich. u

Anmerkung 2.9 (Hamilton-Quaternionen): Wegen

Il =gd +llall*=1 Ve

existiert ein eindeutiger Winkel §,0 < § < m, fiir den gilt

SCt
= COS —
qo )

.«
lall = sing

Anmerkung2.10 : Das Pendant zur Laning-Bortz-Stuelpnagel-Rotationsmatrix RLBS(ol,ag,aé) = e¥, mit
o = veck(X), lautet in Hamilton-Quaternionen-Darstellung

lloll ;g lledl |I H ol o2

§rBs = cos —— + 1 sin +j _— 0S —, Sin
2 |lo lI 2 Jlo]]

2

Hvll 73 _( liol] HGII )
2 2 Jloll H 2 el

Anmerkung2.11 : Das Pendant zur Cayley-Rotationsmatrix Rc(sl,sg,s;;), lautet in Hamilton-Quaternionen-
Darstellung

1 S2 S3 1

jo = ———=—x k = ;8)
1 \/1+NSI2 \/1+H e \/1+||S|lz+ V1| \/1+||S||2(1)

Anmerkung2.12 : Das Pendant zur in Drehachse n und Drehwinkel o parametrisierten Rotationsmatrix Rp(n, «),
lautet in Hamilton-Quaternionen-Darstellung

. (o R ¢ .o a
dp =cos— +1sm-=n;+) sin —ng + k sin —ng = (cos—

sin gn‘)
2 2 2 2 272

3. Orientierungsparameterdifferentialgleichungen

Nachdem wir im 1. Abschnitt die relevanten SO(3)-Differentialgleichungen hergeleitet und im 2. Abschnitt die
Eigenschaften diverser Parametrisierungen diskutiert haben, gehen wir in diesem Abschnitt nunmehr daran die
zugehdrigen Orientierungsparameterdifferentialgleichungen zu bestimmen.

Den Ausgangspunkt bildet — der Herleitung der SO(3)-Differentialgleichungen folgend — die Definition einer
Zusammenhangsmatrix

Qap = R,Rap - ' (2.60)
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Aus der Definition ist ersichtlich, daB die Koeffizienten von Qg und damit auch von wgp, = veck(2qs) nach
Einsetzen einer Parametrisierung von Rgp € SO(3) lineare Funktionen der zeitlichen Ableitungen der Parameter
sind. Nach Satz C.6 und Satz B.2 ist

Wep = Wip — szwia . (2.61)

Wie im 1. Abschnitt dieses Kapitels bereits ausgefiihrt wurde, ist i.a. a € {e,h}. wj, enthalt die gemessenen
Kreiseldaten und w;. bzw. w;»® kénnen aus Anhang C entnommen werden. Die Orientierungsparameterdifferen-
tialgleichungen resultieren durch Lésen des quadratischen linearen algebraischen Gleichungssystems (2.61) mit
den zeitlichen Ableitungen der Orientierungsparameter als Unbekannte.

1. Kardan-Orientierungsdifferentialgleichungen

Wir setzen
Rab = Rk (@ab; Bab,y Yab) (2.62)
Durch Einsetzen von
was = veck(Qu) = veck (R fix) = (2.63)
€08 Bab COS YapQab + SN 7ab,qu cos 345 COSYap  SINYap 0 ci;ab
= — €08 Bgb SIN YgpCgb + €OS YabPab = —C08 458N Ygp COSYap O Bab
sin BabQab + Yab sin B, 0 1 Yab

in (2.61) und Auflésen nach (dab,ﬂ'ab,‘yab)T folgt

. COS Yab sin Yab
a / 2 —
Lab cos %ab cos %’ab 0
ﬂ_ab = Sin Yap COSYab 0 | Wit
Yab \ —tan Bapcosyap  tan Bapsinyg 1
1 sinagptanfa —cosagp tan Bgp
—_ 0 CQS (¢ 773 sin Qab Wia (264)
\ 0 _sinagp COS Qgb
coSs Bab cos Bab'

und mit wie = (0,0,wie)T (s. (C.1)) der

Satz 2.14 (s. [J. Dambeck(1995)}):
Bei Parametrisierung von R.p € SO(3) mit Kardan-Winkel, d.h. Rep = Rk (0teb, Beb, Veb), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe

Rep = RepQip — QieRep , Res(to) = Rep,

entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die Kardan-Winkel

. 1 . .

= Wi b — Wip, SIN Wy
Gep o8 g (Wibs €08 Yeb — Wib, SN Yeb + Wie COS rep si fep)
Beb = Wib, SINYeb + Wib, COS Yeb — Wie SIN Ctep

i : COos &
Yoo = tan fep(wip, COSYeb — Wis, SN Yeb) + Wi, — Wie g gER
e

(@eb(to), Bes(to), 7eb(t0))T = (eby, Beby, Vebo ) °)

Analog folgt mit w;p, = ( — ¢, (A + wie) cos g, (A + wie) sin (,o)T (s. (C.6)) der

Satz 2.15:

Bei ‘Parametrisierung von Rpy € SO(3) mit Kardan-Winkel, d.h. Rpy = Rk (ans, Brs, Yrs), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe

Ris = RpoQs — QinRio » Rio(to) = Rhib,

5)Die in w;p, enthaltenen zeitlichen Ableitungen ¢, A werden im niichsten Kapitel durch Zustinde (genauer: Ortskoordinaten und
Geschwindigkeiten) substituiert.
.9 (cteby » Beby y"lebg)T folgt aus R.p, durch Umkehrung der Kartenabbildung.
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entsprechende QOrientierungsanfangswertaufgabe fiir die Kardan-Winkel

Qpp = m(“’ib, COS Yhb — Wib, SIN Yhb) — (A + wie) tan By cos psin(any — ) + @
Bro = wib, SN Yhb +wib, COS Yab — (A +wie) cos(ans — )

. : : \ Sm{app — -

Yoo = — tan Bus(wiv, COSYhb — wib, SN Yhs) + (A + wfe)—c%é'%—h;ﬁ + wib,

» T
(anslto), Bro(to), Yao(to))” = (ahbo;ﬂhbo"tho)Tn
a
Die Orientieru’ngsparameterdiﬁ'éréntialgleichungeh"a'us‘bei'deh ‘S'_.’it'zen sind nichtlinéar, inhomogen und singuiéir
fiir # = £ + kx,k € Z. Ferner sei bemerkt, daf8 die Orientierungsparameterdifferentialgleichungen aus dem Satz
2.14 unabhingig von Position und Geschwindigkeit sind, wahrend sie im Satz 2.15 davon abhingen.
2. Euler-Orientierungsdifferentialgleichungen

In Analogie zum vorhérgehenden Abséhnitt folgt aus Rab = RE(1/).,1,,19¢(,, Nab)

wae = veck(Qab) = veck(RERE) = .. (2.65)
€08 7gpVab + SN Vap SIN NapPab sindgpsinng, cosneg 0 1/:1ab
= —8inngVUab + sin gp cOSMabtap | = | sinWopcosnes —sinng 0 Yab
Nab + €08 FapYab cos Uap 0 1 Nab

Einsetzen in (2.61) und Auflésen nach (tas, 9ab, 7las)T gibt

, l/) . Sin 7Ngb COS T)gb 0
,a sin 301, : Asmgab ,

I?ab = COS N)qp —8in7)gp 0 | @i
Nab .\ —cotdgpsinmey —cotdgpcosngy 1
—sinYgap cotVap COstPgpcotdgp 1 :
= €08 Yap singha, 0 | (2.66)
sin ¥qp __cos %ab 0 '
sin Ugp sin Ygp

Mit wie = (0,0,w;e)T (s. (C.1)) folgt der

Satz 2.16:

Bei Parametrisierung von Rep, € SO(3) mit Euler-Winkel, d.h. Rey = RE(¥es, Ve, Neb), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe

Reb = RebQib - QieReb 3 Reb(t()) = Reb'o

entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die Euler-Winkel

. ! :
Yeb = gimgsy (Wiky Si0 Neb + Wik, COS Nep) ~ wie
Veb Wib, COS Teb — Wby, SIN Neb

Neb

— cot Jep(win, SINTeb + Win, COS Nep) + Wity

(Yeb(to), eb(to), neb(io))T = (Pebo, Vebys Mebo) L D)

Analog ergibt sich mit w;s = (—¢, (A + wie) cos @, (A + wie) sin )T (s. (C.6)) der

Satz 2.17:

Bei Parametrisierung von Ry € SO(3) mit EuIer-Wiﬁke], d.h. Ryy = Re(¥ne, Ons, mae), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe ‘ -

R_hp = RupQip. — QinRpp , th(?o) = Rhb,

7_) (hbg» Brog» Thbe )T folgt aus Rpp, durch Umkehrung der: Kartenabbildung.
8) (Webgr Teby s ﬂebo)T folgt aus R.p, durch Umkehrung der Kartepabbildling.
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entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die Euler-Winkel

1/.},,,, = ;S—iml.ﬁ(wibrsin Nho ’+ Wib, CO.S Nhb) — cot 1'9;,;,(927 sin Ypp —i-. (/\ + Wie) COS P COS Ppp) — (/\ + wie ) sin
Dno = wip, COSNhb — Wib, SIN o + P cOS Yy ~ (A +wic) cos psinghpy o ’
Mhe = = cotDpp(Wip, SINNhy + wib, COS Nhp) + Wik, + m(‘# sin Yap + (A + wie) cos @ cos Ppyp)

('lﬁhb(?o), Ins(to), nhb(to))T = (Yhoo» Fhbo, Mhbg) T 2
n

Die Oriehtierungsparameterdiﬂ'erentialgleichungen aus beiden Satzen sind nichtlinear, inhomogen und singular
fiir ¥ = km, k € Z. Ferner sei wiederum angemerkt, da$§ die Orientierungsparameterdifferentialgleichungen aus
dem Satz 2.16 unabhéngig von Position und Geschwindigkeit sind, wihrend sie im Satz 2.17 davon abhéngen.

3. Cayley-Orientierungsdifferentialgleichungen

Im Gegensatz zu den trigonometrischen Parametrisierungen der letzten beiden Unterabschnitte ist die Auflésung
nach den zeitlichen Ableitungen der Cayley-Parameter iibersichtlicher: a

Rap = Re(sab) := (I3 + Sab) (I3 = Sas)™' |- (Is — Sap)
= Ro(sas)(s — Sar) = (Is + 5a) 4
= w (Is = Sab) = Rc(sab)Sab = Sas
Rc(sab)Qas'”
=S = (Ia+ Rc(sab))_ch(sdb)Qab(ja ~ Sap)
= (- Saé’)(liiv“ Sab) ™!+ (Is + Sab)(Is = Sas) ™)) ™' (I + Sa;)(fa ~ Sab) "' Qas(I3 — Sap)
= -;-(is - Sab’L(Is + Sas) (Is — Sab) ™' Qap(ls — Sap)
kommutativ! ’ |
= %(Is + Sab)Qab (I3 ~ Sap) (2.67)

Durch Einsetzen der veck™!-transformierten Form von (2.61)

. Qab — Qib - RZbQiaRab : (268)
folgt '
o (I3+Sab)(Ta—Sap)™?
. 1 T -
S = 5 (I3 + Sap)Qus(I3 — Sab) —(Is+Sw) Ripp Qa  Rae (I3 = Saw)]
(Ia+5ab)"1(!3“54b)
1
= 3 [(I3 + Sas)Qub(I3 — Sas) — (I3 — Sap)Qua(ls + Sab)] - (2.69)
Durch Anwendung des veck-Operators ergibt sich nach Satz B.3 und Satz B.4
o1 .
§ = 2 [Uz’b — Wi+ 5 X (wp + wig) + (sT(wib - m,-a))s] . (2.70)

Mit w;e = (0,0, w;e)T (s. (C.1)) folgt der

Satz2.18:

Bei Parametrisierung von R, € SO(3) mit Cayley—Para.metem,rd.h. Rep = Rc(seb), lautet die def S0O(3)-
Anfangswertaufgabe

Reb = RepQp — QieRey Reb(to) = Reb;,

9) (¥hbos Fnbgs nhbg)T folgt aus Ry, durch Umkehrung der Kartgnabbildung.
19) nach Definition einer Zusammenhangsmatrix '
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entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die Cayley-Parameter

. 1 1
Seb = 5 [wib — Wie + Sep X (Wip + wie) + (sTy(win — Wie))seb]

bzw.
$ = 1[~ + (Wibs + Wie)Seby — WibySebs + Wiby %, + Wib, Seby Seby + (Wiby — Wie)Seby S ]
eby = 97 Wiby Wibs T Wie )Seb, — WibySebs T Wiby Sep, iby Seby Seb, ibs ie)Seb; Sebs
; = 1 : . . X . g2 . .
Seb, = ] [wibg - (wzb3 + er)sebl + Wib, Seb, + Wib, Seb, Seb, '|""’z!:»23¢g,2 + (w1b3 - wze)_sebgseba
: 1 . ‘ 2
Seby = 7 (Wiby — Wie T Wib, Seb, — Wiby Seb, - Wiby Seby Sebs + Wiby Seby Seby + (Wiby — wie)sZ, ]

seb(t0) = Sebo V)

Analog ergibt sich mit w;, = ( — ¢, (A + wie) cos @, (A + wie) sin <p)T (s. (C.8)) der

Satz 2.19:
Bei Parametrisierung von Rppy € SO(3) mit Cayley-Parametern, d.h. Rpy = Rc(shs), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe )

Rip = RapQs — QunRab , Ruo(to) = Rhp,

entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die Cayley-Parameter

. 1
Sho = 5 [Wib — win + sy X (Wip + @in) + (s, (wiv — Wih))shb]

bzw.
I Shp, = % :wibl +o+ (Wiba + (A + wie) sin @) spp, — (Wi, + (A + wie) cos ©) Shbs
+ (wisy + ©)shp, + (Wib, — (A + wie) cos @) 5hb,5nbs + (Wibs — (A - wie) sin ‘P)Shblshba]
Sho, = % :wibg — (A + wie) cos @ — (Wit + (A +wie) sin @) spo, + (Wiby — ©)Shbs
+  (wiby + ©)shb, shb, + (wib, — (A + wie) cos @)shp, + (Wiby — (A + wie) sin @) Spb, Shbs |
Shby = 5| wiby — (A +wie) sin @ + (wis, + (A + wic) cos ) shv, — (wivy — ¢)she,
i + (w;-bl + @) Shby Shbs + (Wib, — (/\ + Wie) COS @) Shb, Shby + (wiby — (/\ + wie) sin "D)Slzzba] L

sho(to) = Sho, % '

Die Orientierungsparameterdifferentialgleichungen aus beiden Satzen sind nichtlinear (genauer: bilinear) und
inhomogen. Das Kartengebiet der Cayley-Parameter ist unbeschrankt! Ferner sei wiederum angemerkt, dafl die
Orientierungsparameterdifferentialgleichungen aus dem Satz 2.18 unabhéangig von Position und Geschwindigkeit
sind, wihrend sie im Satz 2.19 davon abhéngen.

4. Hamilton-Orientierungsdifferentialgleichungen

Die bislang betrachteten minimalen Parametrisierungen transformieren die linearen, homogenen SO(3)-Differen-
tialgleichungen in 3 nichtlineare, skalare Orientierungsparameterdifferentialgleichungen. Diese Dimensionsreduk-
tion ist jedoch nur unter Inkaufnahme der diskutierten parametrisierungsbedingten Schwierigkeiten méglich.
DaB mit den im folgenden betrachteten H, -Hamilton-Quaternionen — als Vertreter 4-dimensionaler (redundanter)
Parametrisierungen — diese Probleme nicht bestehen, folgt aus Unterabschnitt 2.2.2 und dem

Satz 2.20:
Sei § € Hy Lésung der linearen, homogenen Quaternionen-Anfangswertaufgabe

.1 .. . -
g = 5(q - @2q) mit  G(to) =do €My und &), 0y € Hp

ll)Sebn folgt aus Ry, durch Umkehrung der Kartenabbildung.
12)sh(70 folgt aus Rpp, durch Umkehrung der Kartenabbildung.
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bzw. Vektor-Anfangswertaufgabe

(8)-3( a2 8852
¢ 4 2\ w1 —w2  —(Q1+ Q) q
mit ¢2+|lqll5=1 und wi,ws€Rs.
Dann ist Ry (§) Lésung der SO(3)-Anfangswertaufgabe
Ru(d) = Re())% — 2Ra(@) , Ra(ilto)) = Ruld)

mit Q =veck lwy , Qo =veck lw,

Beweis von Satz 2.20:
Sei x € R3, # = (0,x) die gugehdrige Hy -Quaternion und § € H;. Dann ist

0 0 . N S
(0, @)+ Ru@%) = 5 (0. Ra(@x )=5;(qxq Y= gagt 4+ qE g =

1

= 3@ — Ga§) 8§ + & (qw1 — @)+ §E§T =
Leoo o S o ] v U |

= [0 — %2487 ~ GRG0 + 43 o] + 2§ =
1 .

= sli@ne - 5:«111)41_1 — (@248 — G2 @2)] + 4G =
1

_ 5[q(o 2w x x)§~* — (0, 2wz X (RH(q)x))] +hgt =

= (0, Ru(§)x) — (0,QRa(4)x) + (0, Ru(§)x) =

= (0, (Ru(@%: ~ %Ra(@)x + Ru(D)%)

Mit w;. = (0,0,w;e)T (s. (C.1)) folgt der

Satz 2.21:

Bei Parametrisierung von Re, € SO(3) mittels einer H -Quaternion , d.h. Rev = Ry (Ges), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe

Rep = Retfdib — QieReb , Reb(to) = Reb,
entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die H -Quaternion

. 1,. . L.
Geb = "2‘(qebwib — Wiefeb)

Gebo | _ 1 0 —(@ip — wie)T ) < et )
= ( Qeb ) T2 < wip — Wie  —(Qib + Qie) Qeb

Geby = % (—WibyGeb, — Wibygeb, — (Wibs — Wie)gebs)

—

deb, = 5 (Wib, Gebo + (Wiby + Wie)eb, — WibyGebs)

—

deb, = pi (wiby geby — (wWiby + Wic)qeb, + Wiby Gebs)

q.eb;g =

(wWiby — Wie)qeby + Wity Qeb, — Wib, Gebs)

)
D=

des(to) = Geb, € H 1%

mit @i = (0, w;p) = (0,veck(Qip)) und  wie = (0, wic) = (0, veck(ie)) .

13) Jeb, folgt aus Rep, durch Umkehrung der Kartenabbildung.
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Analog ergibt sich mit wip = (= ¢, (A + wie) cos @, (A + wie) sin (p)T (s. (C.6)) der

Satz 2.22:
Bei Parametrisierung von Rpp € SO(3) mittels einer Hj -Quaternion, d.h. Rpp = Ru(§ns), lautet die der SO(3)-
Anfangswertaufgabe

Ruo = Rusb — UinRis , Ris(to) = Rno

entsprechende Orientierungsanfangswertaufgabe fiir die Hj -Quaternion

1 1, . -
Gpp = ’2‘(‘Ihbwib — Windhb)

nbe ) _ 1 0 —(@ip — win)T ( rb )
= ( Qho ) 2 ( wip — wip —(Qip + Qn) [+ 793

q.hbo (wibx + ‘P)thh (wibz - (’\ + wie) Cos (P)qhba - (w‘iba - (’\ + wie) sin ‘P)tha)

dhb, = (wzbg — (A + wie) cos ©)ghs, — (Wits + (A + wie) sin ) gas, + (Wivy — Sb)tha)

nb, = % ((wzb1 +@)anby + (Wi, + (A + wie) sin <P)th>2 (Wis, + (A + wic) cos SD)tha)

dnos = 75 | (wiby — (A + wie) sin @) gnv, + (Wib, + (A + wic) cos ©)qns, — (Wis, — ()b)qhbz)

dns(to) = Gno, € Hy'¥

mit @iy = (0, wip) = (0, veckQip) und  @ip = (0, w;z) = (0, vecin_h)_

Anmerkung2.13 : Das Vorzeichen der durch die Kartenabbildung (2.56) der Anfangsorientierung R zu be-
rechnenden Startquaternion o iibertrigt sich demnach aufgrund der Linearitdt der Hamilton-Orientierungs-
differentialgleichung auf deren Losung. Wegen Ry (§) = Ry (—4) ist die Eindeutigkeit der Darstellung der gemes-
senen Beschleunigungen im der Berechnung zugrundegelegten Bezugssystem (s. 3. Kapitel) gewzhrleistet. n

Anmerkung2.14 : Im Falle einer zeitvariablen Koeffizientenmatrix ist die Lésung der Vektor-Anfangswertauf-
gabe

x(t) = A@)x(t) , x(to)=x0 (2.71)

nur noch dann mit Hilfe der Matrix-Exponentialfunktion darstellbar als
X(t) — efcto A("')d"'xo , . s (272)

wenn die Koeffizientenmatrizen zu verschiedenen Zeiten kommutieren. Ansonsten lautet die Losung in (ebenfalls)
nicht-geschlossener Form (s. z.B. [C.K. Chui; G. Chen(1989)], [J. Honerkamp(1990)]); Herleitung mit Picard-
Iteration) : :

131

x(t) = [13 - tt A(tl)dtl + [t ;A(tl)A(ig)dtzdtl + ... (273)

to

t ti tg
+ ('—1)1+1 / / N A(tl)A(tg) .. .A(ti+1)dti+1 .. .dtzdtl +.. .]XQ
to Jtg to : :

14) dhb, folgt aus Rpp, durch Umkehrung der Ka.rl:ena.b!aildung. :

3
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Anmerkung 2.15: Nach Abschnitt 1 gilt fiir den Fall konstanter Zusammenhangsmatrizen
R(t) = R®)Q, R(t)) = Ry “¥£*  R(1) = Ryeftt—t0

Satz2.7 R(t) = Ry (-’3 + sin (“wH(t _ io)) Q4+ 1 — cos (Hu“(t - to)) 92) .

l|w]| [l wff?
bzw. _ g o
R(t) = R(t)0 ~ Q2R(t) , R(to) = Ry “¥* Ry = e~ Malt=to) B, o (t=to)

, !
|| w2]| T w2

Rol I+ sin (lell(t - to)) L+ 1— cos (”wlu(t - to)) Qf .
A Il ||

Nach Satz 2.20 lauten die korrespondierenden in Quaternionen formulierten Gleichungen

swsgt p (,3_sin(umzu(t—to))Q +1—cos(nwzn<t—to))ﬂg)

. Lo dto) =g Arm210 oo (4 Jallt=ty) 4+ . Hewll(t —to) w
10 =500 o) =d0 "2 (0= g0 (% cos 14lZ10) i TR
. bzw. 1
§(t) = (qwl —waq) , 4(to) = do
Anm. 210 . ) cos N@2ll(t—t0) () . ws]|(t ~ o) wz)
= t)y = =) COS ——————~ | "’ gin
() cos Nl —t0)  + . Jlan]l(t ~t0) wy
q0 ((_) COST y (=) sin 9 ”w1” J
Im Vergleich folgt eine Reduktion der notwendigen Rechenoperationen. [ ]

5. Laning-Bortz—Stuelpnagel-Orientierungsdiﬁ'erentialgleichungen

In [J.E. Bortz(1971)] wird das zur SO(3)-Matrixdifferentialgleichung R(t) = R(t )Q(t), w = veck(Q2), korrespon-
dierende Differentialgleichungssystem in Laning-Bortz- Stuelpnagel—Parametern hergeleitet zu

o(t) = wit) + -;—cr(t) <wlt) + 1 (1) 5 (1 _ lzla(tjt:}mg;ll;) a(t) x (a(t) x w(t).

Mittels Potenzreihenentwicklung

(1 u«rt)nsmna()ll):”6(1)”2 (1_””)”0“”4‘1“) 33 + Ol

llo(2)]]2 2(1 — cos||a(t)]])
folgt nach [P.G. Savage(1984)] bzw. [P.G. Savage(1998)]

. 1 1
6(t) = w(t) + 30(t) x w(t) + T a(t) x (a(t) x w(t) + O*.
Die von P.G. Savage angegebene Losung

t

o(t) = / w(r)dr + % /t ] w(r)dr x w(t*)dt* + 0P

to
geniigt i.a. nur der verkiirzten Differentialgleichung

6(t) = wit) + %a(t) X w(t) + 02,

wovon man sich durch Einsetzen leicht liberzeugt.
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Fiir den allgemeineren Fall der Verknupfung von drei Koordinatensystemen berechnet sich die Onentlerungspaf
rameterdlﬂ'erentlalglezchung nach

Satz 2 23
Bei Parametrisierung von R € SO(3) mittels Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parameter, d.h. R = € mit o = veck(E)
und o = ||o|, lautet die der SO(3)- Anfangswertaufgabe

R=RQ; - QR , R(ts) = Ro
‘entsprechende Orientierungsahféngswertaufgabe fiir die Laning-Bortz-StueIpnagQI-Parameter

1 Jle@)ilsin [lo()l} _
e (1 - 31~ cos [[c(t)”)) o(t) x (o(t) x (ws(6) - wn(®))),

mit wi = beék(Ql) und w, = veck(S2). | : _ : 7 : » n

o(t) = wn(t) — walt) + %a’(t) x (w1 (t) +wa(t)) +



KAPITEL 3:
Positions- und Geschwindigkeitsdiﬂ'eréhtialgleichung_en

Die Akzelerometertriade im Tragheitsnavigationssystem registriert nicht nur den Vektor der inertialen Beschleu-
nigungen %;(P,)(t)") des Triadenzentrums P, bzgl. eines Inertialsystems, sondern auch den der gravitativen
Beschleunigungen grad, V (xi(P)(t)), welche das Triadenzentrum P, am Ort x;(P,)(t) aufgrund der zum Zeit-
punkt ¢ vorliegenden Massenvertellung im Universum erfihrt. Sei f, der von der — als fehlerfrei angenommenen
— Akzelerometertriade im Beobachtungssystem (P, b) registrierte' Beschleunigungsvektor. Dann gilt

i%(B)(t) =i [R,-b(t)fb(Pb)(t) + gfad;c-;~V(xi(Pb)(t))]~ (3.

Dabei werden die Gravitationpotentialwerte, wie in der Geodasie iiblich, positiv definiert, d.h. das Gravitations-
" potential wachst, wenn man sich Massen nahert. Zur Transparenz der Richtigkeit der Vorzelchen in Beziehung
(3.1) dient das folgende eindimensionale Schema (s. [K.P. Schwarz(1980)]).

Nullposition

l

/\/\/\/\/\r‘-\/\/\/\/\/\- beschleunigungsfrei
/\/\/\/\/\/‘\/\/\/\/\/\_ Sensorbeschleunigung
/\/\/\/\/\/_‘\/\/\/\/\/\_ Gravitationsbeschleunigung

Abbildung 3.1: Schematischer Querschnitt eines einachsigen Beschleunigungsmessers beim Angreifen verschiedener Krifte
entlang der sensitiven Achse

Die nichtlinearen Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen 1. Ordnung im (P;,i)-System folgen aus
(3.1) durch Zerlegung in ein System 1. Ordnung?

xi(Py)(t) vi(Py)(t) (3.2) -
vi(Pp)(t) Rip ()5 (Po) (t) + grad,, V (xi (Ps)(t)). (3-3)

Aufgrund der Zeitabhéngigkeit des Gravitationsvektorfeldmodells grad, V im Quasi-Inertialsystem, der bereits
diskutierten Notwendigkeit der Definition eines ,,absoluten Quasi-Inertialsystems in obigem Fall und dem nahe-
liegenden Wunsch den Zustand bzgl. des (P.,e)- bzw. (Pj, h)-Systems auszudriicken, leiten wir in den folgenden
beiden Abschnitten aus der Beschleunigungsbilanz (3.1) die entsprechenden Beziehungen in diesen Bezugssyste-
men her.

Im weiteren werden wir sowohl die Angabe der expliziten Zeitabhangigkeit, als auch speziell die Angabe, daf sich
die Sensordaten auf das Triadenzentrum P; beziehen, unterdriicken, soweit keine Verwechslungsgefahr besteht.
Ein Uberblick iiber technologische Realisierungen von Akzelerometern ist beispielsweise in [J.M. Riieger(1986)]
(s.a. [P.G. Savage(1978)] und [P.G. Savage(1984)] fiir Pendelbeschleunigungsmesser) gegeben.

Il

1. Darstellung in kartesischen Koordinaten

Analog zu (1.15) bzw. (1.16) ist

Ux; (Py) ist der Ortsvektor des Triadenzentrums P, im Quasi-Inertialsystem, welcher eine Funktion der Zeit ¢ ist.

2)In Kombination mit der S0 (3)-Differentialgleichung Rib(t) = R;p(t)Q2p(t) wire das Trigheitsnavigationsdifferentialgleichungs-
system im (FP;,1)-System komplett.

44
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PP, = P,P. + P.P, B (3.4)

bzw.

ix,'(Pb) =1 [x,-(Pe) + R,-exe(Pb)] . (3.5)
1. Ableitung nach der Zeit t:
(%) xi(Py) +i%:(Py) = (§’> [xi(P.) + Riexo(Po)] +i [xi(Pe) + 55 xe(Py) + Ricxo(Py)|
' Rie ie
= ix(Py) =i [x,-(pe) + Rio(Qiexe(Py) + xe(P.,))] (3.6)

2. Ableitung nach der Zeit t:
(%l) xi(Py) +iX; (Pp) = (%l) [J'C.'(Pe) +Rie(95exe(P§) +5Ce(Pb))]
+i [ii(Pe) + i{f/ (Quexe(Po) + %e(Po)) + Rie (Quexe(Ps) + Qieﬁe(Pb) + ie(Pb))]
RieQie
= ix(P) =i [ii(Pe) + Rie(%e(Po) + 20uck. (Py) + Q% x0(Py) + s’z,-exe(p,,))] (3

Driickt man die linke Seite der erhaltenen Beschleunigungsbilanz (3.7) durch die inertialen und gravitativen
Beschleunigungen nach (3.1) aus, so folgt

i [Ribfb + gra/dxt.V(x,-(Pb))] =i [i,‘(Pe) 4+ &e(ie(Pb) + QQ;eke(Pb) + Q?exe(Pb) + Q,‘exe(Pb))] . | (3.8)

V (x;(Ps)) - das Gravitationspotential aller Massen im Universum im Triadenzentrum P am Ort x; — zerlegen
wir additiv in das Gravitationspotential terrestrischer Massen Ve(x,-(Pb)) und das extraterrestrischer Massen
Ve (x,-(Pb)) und betrachten den Ausdruck ‘

i,‘(Pe) + gradx',Ve_,, (X,‘(Pb)) . (39)

Da die Erde ,frei um die Sonne fallt¢, muB (3.9) evaluiert im Geozentrum (P, = P., grad V,(Pe) = 0) verschwin-
den (s. z.B. [K.R. Britting(1971)]). (3.9) reprasentiert eine durch die Abweichung des Triadenzentrums P, vom
Geozentrum P, bedingte Beschleunigung und heifit gemeinhin Gezeitenbeschleunigung (engl. “tidal accelerati-
on”). Wir bezeichnen (3.9) deshalb mit grad, V; (x;(Ps),t)® und erhalten

i [Rists + grady, Ve (xi(P) + grady, Ve (xi(Pb))] -

= i Rio[%o(Ps) + 2Qexe (Po) + Q2%xe(Py) + QeXe (Ps)]- (3.10)

Mittels der Vektorbasistransformation e = iR;. bzw. i = eR,; folgt
e [Re,,f,, + grad,_Vs (x.(Py)) + grad, Vi (xe(Pg,))] =

—e [s&e(P;,) + 2Qi%0(Py) + Q% (Py) + Q,-exe(Pb)] (3.11)

bzw. aufgelost nach der erdbezogenen Fahrzeugbeschleunigung

e }“(e (Pb) = e[Rebfb - 2Qieke(Pb) - Q?exe(Pb) - Q;exe’(Pb)

grady, Ve (xe (By) + grad Ve (xe(Py) | (3.12)

2)Da die — durch die zeitvariate Planetenkonstellation verursachte — explizite Zeitabhingigkeit des Gezeitenpotentials kaum von
Bedeutung ist, notieren wir sie im weiteren nicht explizit.
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Interpretation der Summanden in der Beschleunigungsbilanz (3.12):

Xe(Ps) Vektor der translativen Beschleunigung des Triadenzentrums P
. bzgl. des (P.,e)-Systems

Repfy ins (P.,e)-System vektortransformierte Akzelerometerdaten
(bislang als fehlerfrei angenommen)

2Q0;eXe(P) Coriolisbeschleunigung im Triadenzentrum Py
(bzgl. des (Pe,e)-Systems)

Q2 x.(P») Zentrifugalbeschleunigung im Triadenzentrum P

' (bzgl. des (Pe,e)-Systems)

Qiexe(Py) Eulerbeschleunigung im Triadenzentrum P

(bzgl. des (Pe,e)-Systems)

gra,der;,(xe(Pb)) Gradient des Gravitationspotentials terrestrischer Massen im
Triadenzentrum Pj mit Ortsvektor X.(Ps)
(bzgl. des (P.,e)-Systems)

grad, Vi (x¢(Ps)) Gradient des von extraterrestrischen Massen verursachten Gezei-
tenpotentials im Triadenzentrum P mit Ortsvektor x¢(Pp)
(bzgl. des (P.,e)-Systems)

Bedeutung der spezifischen Tragheitskrifte:

o Coriolisbeschleunigung 2Q;eXe(Py) = 2w;e X xe(Pp) (wie = veck(ﬂ,’e))
Dieser Anteil ist verschieden von Null, wenn sich das Triadenzentrum Py bzgl. des (P, e)-Systems mit
von Null verschiedener Geschwindigkeit bewegt und w;e }f X¢(Py) gilt. Die Coriolisbeschleunigung ist bei
konstanter Geschwindigkeit xe(Py) extremal fiir w;e L Xe(P). Bei horizontaler Bewegung in meridionaler
Richtung in der nérdlichen (siidlichen) Hemisphire ist die Coriolisbeschleunigung nach rechts (links), bei
Bewegung in zenitaler (nadiraler) Richtung nach Westen (Osten) und bei Bewegung in Sstlicher (westlicher)
Richtung in Richtung des Zenits (Nadirs) gerichtet.

o Zentrifugalbeschleunigung Q2 xo(Pp) = wie X (w,-e X xe(Pb))
Dieser Anteil liefert auch dann einen Beitrag zur Gesamtbilanz, wenn das Triadenzentrum Py im (Pe, e)-
System ruht. Die Zentrifugalbeschleunigung ist orthogonal zur Erdrotationsachse wje. Thr Betrag ist wir
mit dem Achsabstand r.

¢ Eulerbeschleunigung Q;exe(Pb) = Wi X Xe(Po)
La8t man fiir die Zwecke der Navigation Polwanderung und -bewegung aufier acht (keine Anderung in fiir
die Navigation relevanten Zeitraumen), so verbleibt lediglich der die Ungleichférmigkeit der Erdrotation
beschreibende Anteil. Nach [B.H. Chovitz(1988)] ist wie = —4,6 £ 0,4 - 10~22282 und der Beitrag der
Eulerbeschleunigung zur Gesamtbilanz somit sehr gering.

(3.12) ist eine gewdhnliche, nichtlineare Vektordifferentialgleichung 2. Ordnung, welche aus dem R3 in den R3
abbildet. Mittels der Substitution v (Ps) = X¢(Pp) folgt das gewohnliche, nichtlineare, inhomogene Vektordiffe-
rentialgleichungssystem 1. Ordnung aus dem

Satz 3.1:

Sei die Position in kartesischen Koordinaten und die Geschwindigkeit bzgl. des erdfesten Bezugsachsensystems e
dargestellt.

Dann lauten die Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen

ke(Pb) = ve(Pb)
Ve(Pb) = Rebfb - 2Wie X Ve(Pb) — Wie X (w,‘e X Xe(Pb)) - d),;e X xe(Pb)
+grad,_Ve(xe(Ps)) + grady, V¢ (xe(Ps))

Bei Darstellung von Position und Geschwindigkeit im erdfesten, kartesischen Koordinatensystem (Pe,e) — ent-
spricht dem WGS84 — resultieren somit Differentialgleichungen von einfacher Struktur. Coriolis-, Zentrifugal- und
Eulerbeschleunigung sind linear im Zustand und haben konstante Koeffizienten. Lediglich der Gravitationsvektor
hiangt nichtlinear vom Ort ab.
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2. Darstellung in ellipsoidnormalen Koordinaten

Die Darstellung von Position und Geschwindigkeit im (Pe,e)-System ist nicht sehr anschaulich. Vom interpreta-
torischen Standpunkt bieten sich zur Beschreibung der Position geodatische Koordinaten und die Transformation
des Geschwindigkeitsvektors ins rotationsellipsoidische Horizontsystem (P,,h) mit ost-nord-vertikal-weisenden
Bezugsachsen an, d.h.

(.’L‘,y, Z)T — (’\’ @, h)T 3

(vl‘avy’vz)T — (voavnyv‘v)T

Diese Transformationen kénnen entweder a priori, d.h. vor Losung des Differentialgleichungssystems, oder a po-
steriori, d.h. nach Lésung des Differentialgleichungssystems erfolgen. Stabilitit, Beobachtbarkeit und Linearisie-
rungsfehler des resultierenden linearisierten Trigheitsnavigationsdifferentialgleichungssystems sind die addquaten
Kriterien zur Wahl der Reihenfolge. Da die a priori Transformation durch die Verbreitung von Plattformsystemen
zur verbreitetsten Parametrisierung von Position und Geschwindigkeit fiihrt, stellen wir sie im weiteren ebenfalls
bereit.

Wie man aus Satz 3.1 ersieht, beziehen sich alle auftretenden Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
vektoren auf das Triadenzentrum P,. Wo es zu keinen Verwechslungen kommen kann, verzichten wir im weiteren
auf die explizite Angabe des Triadenzentrums. /

(a) Positionsdifferentialgleichungen:
Wir definieren
Vh = RpeVe = RpeXe . (3.13)

Mit (1.6) und (1.20) folgt

Vo (N(‘P) + h) cos A a(l — ?) ‘
m | =\ (M) +h)¢ mit  M(p) = s (3.14)

(1 —e?sin p)3

Uy h
bzw. .
/.\ iN(Lp)+h ’ cos @ Yo T
(9): TVI(L;WU" fiir (p¢§+k1r,k€Z. (3.15)
h vy
(b) Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen:
Zeitliche Differentiation von v, = Rpev. ergibt
Vh = RheVe + RpeVe (3.16)
und damit | )
Ve=RI vy — Rl Rpe Ve . (3.17)
N SN
Qne RI v
Einsetzen von (3.17) und (1.6) in (3.12) liefert
RT ), — QneRE,vh = Repfy — 2QucRE, vi — Q2% (A, @, ) — Qiexe (M, , )
+grad, Ve (xe(A, ¢, b)) + grad, Vi(xe(A, ¢, b)) (3.18)
= Vin = RneResfs — Rhe(2Qe — Qne) Rrovi — RueQLxc(A, 0, h) — RpeQicx. (), 9, h)
+Rpe (gra‘der}3 (xe(A, @, k) + grad, Vi (xe(A, o, h))) . (3.19)
Unter Beriicksichtigung von
RueQueRE, = Qip — Qen (nach Satz C.6) (3.20)

RheQneRL, = —Qep (nach Satz C.3 3.21
€
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folgt schlieBlich

Vi = Hpe Resfs + (Qen — 2Qun) Vi — RreQ2i%e (X, @, h) — RaeQicxe(, ¢, b)
—'+-R;,e' (g’;radx.z Ve (xg(/\, o, h)) + grad, Vi (x.(X, ¢, h))) : (3.22)
=  RheResfs + (Wen — 2win) X v, — Rpe (Wie X (wie x Xe(X, ¢, h))) — Rpe(@ic X xe(X, 9, b))
+Rae (grady, Ve (xe (A, 0, b)) + grady, Vi (xe(\, 0, 1)) ) (3.23)

Wir fassen Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen zusammen im

Satz 3.2:

Sei die Position in geodatischen (geographischen, ellipsoidnormalen) Koordinaten und die Geschwindigkeit bzgl.
des horizontalen Bezugsachsensystems h dargestellt.
Dann lauten die Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen

1

( ’\ ) ‘N(‘p)+h5cosnpvo

it

P Ly
h M{p)¥h
Vy

Vi = RpeRepfy + (Wen — 2win) X Vi — Rpe (wie X (wie x xe(A, %h))) — Rpe(@ie X xe(A, @, b))
+Rhe (gr‘adxe Ve (xe (’\’ (Pv h)) + gradxe Vt (Xe (Aa ‘30) h)))



KAPITEL 4:

Tragheitsnavigationsdifferentialgleichungssysteme
(TINDglS)

Nachdem wir in den beiden vorhergehenden Kapiteln Positions-, Geschwindigkeits- und Orientierungsdifferen-
tialgleichungen in den verschiedensten Parametrisierungen hergeleitet haben, werden wir diese im 1. Abschnitt
dieses Kapitels geeignet zu nichtlinearen Tragheitsnavigationsdifferentialgleichungssystemen (TNDglS) kombi-
nieren. Im Anschlu8 daran zerlegen wir die bislang als fehlerfrei angenommenen Sensordaten in Naherung und
Fehler, diskutieren im 2. Abschnitt das angewandte Linearisierungsprinzip im Falle von TNDgIS und wenden
es im 3. Abschnitt auf die im 1. Abschnitt aufgestellten nichtlinearen TNDgIS an. Damit ist die Formulierung
von nichtlinearen und linearisierten Zustandsraummodellen fiir den Finsatz in Kalman-Schitzern und damit die
Modellierung abgeschlossen.

Da die SO(3)-Parametrisierung in Hamllton—Quatermonen einen lokalen Homéomorphismus darstellt und die
Hamilton-Orientierungsdifferentialgleichungen linear in den Orientierungsparametern (Quaternionenkomponen-
ten) bzw. bilinear in Orientierungsparametern und Kreiseldaten sind, geben wir im weiteren generell den Hamilton-

Quaternionendifferentialgleichungen gegeniiber den Orientierungsdifferentialgleichungen aus anderen Parametri-
sierungen den Vorzug.

1. Nichtlineare TNDglS

Nach Definition des rotationsellipsoidischen Horizontsystems (Ps, h) ist dieses abhangig von den Lagekoordinaten
(A, ) des Triadenzentrums P,. Damit ist Rpp und schlieBlich auch beliebige Rj, parametrisierende Sétze von

Orientierungsparametern, z.B. §xs, von den Lagekoordinaten abhingig, was aufgrund von w;; = wip(p, A ,<p)
(s. (C.6)) aus (s. Satz 2.22)

R = RusQis — QUnRis bzw. dno = Gro@ib — Windhs

folgt. Demgegeniiber gilt nach Satz 2.21
Rep = ResQip — QicRes baw. e = Gebib — Dieed

und damit sind R, und alle R, parametrisierenden Sétze von Orientierungsparametern unabhingig von Position
und Geschwindigkeit. Dies hat den entscheidenden Vorteil (s. 6. Kapitel), da Positions- und/oder Geschwindig-
keitsfehler die Orientierung nicht verschlechtern kénnen. Da Positions-/Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen
und Orientierungsdifferentialgleichungen nicht entkoppelt sind, ist eine Umkehrung der Aussage nicht méglich.
Daf die Verwendung einer unabhéingigen Orientierung nicht auf die Darstellung der Beschleunigungsbilanz im
(P, e)-System nach Satz 3.1 beschrankt ist, haben wir bei deren Darstellung im (Py, h)-System in Satz 3.2 bereits
durch die Darstellung von Rpp als Rpe Rep angedeutet.

Durch Kombination von Satz 3.1 und Satz 2.21 folgt der

Satz 4.1:
Das gewéhnliche, nichtlineare, homogene (Xe, Ve, §es)-TNDgIS 1. Ordnung lautet
Xe = Ve
Ve = RH(‘ieb)fb — 2Wje X Ve — Wje X (wie X xe) — Wie X Xe
+grady, Ve(xe) + grady, Vi(xe)
. 1. . N
Gep = '2‘(qebwib — Wiefeb)

mit
@iv = (0, wip), wie = (0, wie) € Hy, Wie = (0,0,wie)T, de» € Hy

f,  Vektor der Akzelerometerdaten
w;, Vektor der Kreiseldaten

2(1g2+9093) B-d+E -3 2(g203 — qom1)

B+a—-ad -4 2(q42-94) 2(g193 + q092)
R (‘jeb) , L £ ,
2(q143 — qo0q2) 2(g2¢3+q0q1) %6 —9i— G+ 0

49
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bzw. explizit mit f.(Ges) = Rar(des)fs

Be = Vg,
Y = Uy,
Ze = Vg
) . L 7]
Vg, = fe; (‘Ieb) + 2wievy¢ + wizexe + WieYe + aT(Ve (xe) + Vt(Xe))
e
: . : . a
Yy, = f€2 (er) — 2WieVy, + wizeye — WieZe + ’5;/‘(Ve(xe) + Vt(xe))
e

b = fea(qe,,)+-a%(ve(xe)+x4(xe))

. 1

Gebs = 3 (—Wiby Qeb, — Wibygeb, — (Wiby — Wie)qebs )
. 1

Gebr = 3 (Wiby Gebo + (Wibs + Wie)Geb, — WibyGebs)

) 1 ,

Geb = 3 (wibygebo — (Wibs + Wie )Geby + Wity Gebs)

. 1

Gebs = 3 ((Wiby — Wie)Geby + WibyGeb, — Wiby debs)

Durch Kombination von Satz 3.2 und Satz 2.21 folgt der

Satz 4.2:
Das gewdhnliche, nichtlineare, homogene ((\, ¢, k), vh, §es)-TNDgIS 1. Ordnung lautet

1

A ) (o) sy °

14 = Mo TR Y
3 M(cpl))j,-h n
Vi = Rhe Ry(Ges)fo +(wen — 2win) X Vi — Rpe (wie X (wie X Xc(A, @, h)))
(A
fe(des)

~Rie (@ic X (A, @, h)) + Bhegrads, (Ve (xe (A, ¢, b)) + Vi (x. (A, 0, 1))

(Gebiv — WieGes)

!
o
o
|
2o =

mit
wib = (0: wib)ya}ie = (0’ wie) € ]I-H()) Wie = (O;O)wie)Ta er S Hl

f,  Vektor der Akzelerometerdaten
w;p Vektor der Kreiseldaten

T
Wip = (~ M(q})+h Un, N(q,l)+h Vo + Wie COS @, m tan v, + wse sin ga)
T
= 1
e - (_M(;Hhv”’ No)FR Vo N(p)TF tan <va) ‘
(N(¢) + h)cos pcos A
xe(A, o h) = (N (@) + h)cospsin A
(BN (p) + h)sing
N(p) = —2_— und M(p)= o a(l-e?)

T (1—eZsin? p)3/2

/1—-e2sin? ¢
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—sin A cos A 0
Rhpe = —sinpcos A - —sinpsin A cos @
cospcosA  cospsin X sing
G+a-ad-d  2ne-99) 209193+ 9092)
Ru(§es) = 2(q192+9093) G-+ -0 2(9203 — qoq1)
2(q193 — qoq2)  2(q293+qoq) @ —ai -G +4

bzw. explizit mit fo(dev) = Ru(ges)fo

A= 1 v
~ (N(p)+ h)cosp °
. 1
LR 705 P S
h = v,
1 .
U = —sinAfe,(des) +cos Afey(Geb) — Wvo(v,, — tan puy, ) — 2wie(vy CoS P — Uy sin )
. 0 i
~ie(N(p) +h)cosp + 5 (Ve (e 0, 1) + Vi (x (0, 0, )
A . . . ) 5 ) 1 | .
4;,{ = —cosAsingfe, (§eb) — sin Asinpfe,(Geb) + €08 @ fe, (Geb) — W tan <pv§ ~ 2w;e sin v,
1 : i
T TR RN () + h)singeos+ 5o (Vi (xeps ) + Vi (e ")
: § ' ) ‘ ) ) L
vy = cOSAcos P fe,(deb) 4 Sin A cos pfe, (Geb) + Sin @ fey (eb) + IO hv’z‘ + ey V2
0
+2wie €08 Py + Wi (N () + h) cos® p + i (ve(xe A e, B) + Vi(xe (A 0, h)))
. 1
Geby = -2~( — Wiby Qeby — WibyGeby — (Wiby — Wie)qebs)
. 1 :
deb, = 5 ((.r.iu;1 eby + (%‘ba + w,'e)qeb2 - Wib;era)
. 1
Jeb; = 5 (UJib2 Geby — (Wiba + Wie)erl + wip, era)
. 1
Jeby = 5 ((W;ba - Wie)qebo + WibyGeb, — Wib, erQ)

Nach der Anfangsorientierungsphase kénnte man sich also alleine auf die Ldsung der Orientierungsdifferential-
gleichungen beschrinken. Allerdings konnen Positions- und /oder Geschwindigkeitsbeobachtungen dann nicht zur
Orientierungsverbesserung verwendet werden (s. 7. Kapitel).

2. Linearisierung nach B. Taylor

Nichtlineare TNDglS sind von der Form

a(t) = £(2(t),s(2)) , t > to ' (4.1)

z(t) Vektor der (fehlerfreien) Systemzustinde zum Zeitpunkt ¢
s(t) := (wib(t),fb(t))T Vektor der (fehlerfreien) Sensordaten zum Zeitpunkt ¢

und bilden zusammen mit der Anfangsbedingung z(to) = zo ein Anfangswertproblem. Die Gleichungen wurden
mit den Prinzipien der Newtonschen Mechanik hergeleitet und gelten demnach fiir die tatsichlichen, d.h. feh-
lerfreien, GroBen. Die Berechnungen sind jedoch auf den teils gemessenen, teils geschitzten Anfangswert des
Zustandsvektors z; und kontinuierlich!) gemessene Sensordaten &(t),t > ¢, also fehlerbehaftete Gréfien, zu

D) Diese Forderung wird bei der Diskretisierung in Kapitel 8 zugunsten der praxisorientierten Voraussetzung der zu diskreten,
dquidistanten Zeitpunkten gegebenen Sensormefidaten fallengelassen. Bis dorthin bedienen wir uns einer fiktiven Interpolation der
quantisierten Sensordaten — z.B. durch Konvexkombination aufeinanderfolgender Werte.
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stiitzen. O.B.d.A. nehmen wir an, daB8 zum Zeitpunkt ¢x bis zum Zeitpunkt t; kontinuierlich gemessene Sens-
ordaten s(t),tx <t < i1, vorhegen und der Anfangszustand z(t;) bekannt ist. Gesucht ist der Zustandsvektor
z(t) fir ¢ <t <tgqi.

Dazu linearisieren wir das nichtlineare TNDgIS am Zustandsvektor z(¢x) und am Vektor der gemessenen Sensor-
daten 8(t) und erhalten in 1. Naherung das linearisierte TNDgIS

(1) = (alte), 50)) + 90 (alts), 5(t8)) (2(8) — 2(04)

N e
z(ty)
O (alta), 3(0)) (5(0) — 8(1) (4.2)
bzw.
a(6)  5(0) = 5 (altr), 8(00)) (o(2) = 5(24) + (el 004)) (s(0) — 5(28), (4.3)

welches aufgrund der Linearisierung nur lokal, d:h. fir |¢ ~ tkl < g, giltig ist. Zerlegt man den Vektor der
Sensordaten s(t) nach dem Prinzip ,exakter Wert = gemessener Wert + Strung® in §(t) + (s(t) — 8(¢)), so folgt

5(0) — 4(1k) = 90 (a(0),50) (2(0) — 5(14)) + % (al), 504)) (B0) — (1)

of
+ 55 (), 5(t)) (s(2) — 5(2))- (4-4)
Zur verkiirzten Inbezugnahme definieren wir
Az(t) = A(ty)Az(t) + B(tx)AS(t) + B(tx)ds(t) (4.5)
mit
Az(t) = z(t) —z(tk) Zustandsinkrement
AS(t) = s(t) —s(t) Sensormefdateninkrement
ds(t) = s(t)—s(2) Sensormefldatenstérung zum Zeitpunkt ¢
Alte) = Z(z(t),5(tx)) Dynamikmatrix zum Zeitpunkt 24

B(t) 2 (z(tk),5(tk)) Steuermatrix zum Zeitpunkt t.

Anmerkung4.1: Um eine reine Storungsdifferentialgleichung, d.h. ohne inkrementellen Zustandsanteile, zu er-
halten, miifite man an a priori kontinuierlich gegebenen Naherungszustinden (Position + Geschwindigkeit +
Orientierung + etc.) — d.h. einer ,N&herungstrajektorie“ — linearisieren. Beobachtungen wiirden zwar den Zu-
stand, aber nicht die ,,Naherungstrajektorie“ verbessern. Linearisierung an einer kontinuierlich gegebenen ,Nihe-
rungstrajektorie fiihrt zu zeitvariablen Koeffizientenmatrizen. Wird die ,,Naherungstrajektorie“ zudem als sto-
chastisch angenommen, so gilt dies auch fiir die Koeffizientenmatrizen. In [H.-F. Chen; P.R. Kumar; J.H. van
Schuppen(1989)] wird eine fiir diesen Fall entwickelte Kalman-Filtervariante beschrieben. : ]

Anmerkung4.2: Bei der statistischen Linearisierung (s. z.B. [N. Ahlbehrendt; V. Kempe(1984)]) wird ver-
sucht die Wahl der Koeffizientenmatrizen eines linearen Zustandsraummodells so zu treffen, daf dem EinfluB der
Nichtlinearitdt mit Rechnung getragen wird. Dies setzt das Vorliegen einer Niherungsdichte zum allgemeinen
nichtlinearen Zustandsraummodell voraus. [

Anmerkung4.3: Im Erweiterten Kalman-Filter wird neben dem linearisierten TNDgIS auch das nichtlineare
TNDglS verwendet, wofiir die fehlerfreien Sensordaten s(t) zu zerlegen sind in MeBwert $(¢) und Sensorfehler
ds(t). Aufgrund der strukturellen Linearitdt (Affinitdt) nichtlinearer TNDgIS bzgl. der Sensordaten s(t) gilt
unabhingig von den verwendeten Parametrisierungen

t) =f£(z(t),s(t)) = £*(z(t)) + F*(2(t))s(t) = £*(2(t)) + F*(2(1))5(t) + F*(a(t))ds(t).
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Anmerkung4.4 : Eine Umgruppierung'von Gleichung (4.4) bzw. (4.5) fiihrt auf die linearisierte Vektordifferen-
tialgleichung in absoluten Zustinden

z(t) = A(tx)z(t) + ux(t) + B(tx)ds(t)

mit :
ui(t) = 1(z(tk),8(tk)) — A(ts)z(tk) + B(tk)AS(2).

3. Linearisierte TNDglS

Die Anwendung des Linearisierungsprinzips aus dem vorhergehenden Abschnitt auf die im 1. Abschnitt formu-
lierten nichtlinearen TNDgIS in kartesischen bzw. ellipsoidnormalen Koordinaten ist Gegenstand der folgenden
beiden Unterabschnitte. Aus Griinden die in der Einleitung des 1. Abschnitts dieses Kapitels bereits erlautert
wurden, beschréanken wir uns auf die Verwendung von Quaternionen als Orientierungsparameter.

Ein Blick auf die resultierenden Dynamikmatrizen zeigt deutliche Unterschiede in der Struktur der Koeffizienten,
wobei sich unmittelbar die Frage stellt: Welche Parametrisierung fiihrt zum effektivsten Algorithmus? Entspre-
chende Untersuchungen sind in [M. Wei; K.P. Schwarz(1989)] und [M. Wei; K.P. Schwarz(1990)] fiir TNDglS
mit multiplikativen Kardan-Winkelanderungen (s.a. Anhang D) protokolliert und zeigen — im Hinblick auf die
Rechenzeit — einen klaren Vorteil fiir das (x., v, §es)-TNDgIS.

Das linearisierte (x., ve, §es)-TNDgIS

Nach Satz 3.1 lautet der Zustandsvektor z(t) des nichtlinearen TNDgIS in kartesischen Koordinaten und Hamilton-
Quaternionen

z= (xe>ve, qeb)T € R0 (46)
und damit nach (4.5) der Vektor der Zustandsinkremente

Az = (Axe, Ave, Adep)T € RO, (4.7)

Die Dynamikmatrix A(tx) des kontinuierlichen, linearisierten TNDglS, d.h. &£ € R10%10_ist auf Seite 55 explizit
aufgefiihrt.

Die Steuermatrix B(t;) des kontinuierlichen, linearisierten TNDgIS, d.h. g—g € R10%6 lautet mit s = (wip, )7 €
RS

0 0
== 0 R (4er) (4.8)
1 7
_qub 0
$ebo I3 + Sveck™!qes

Das linearisierte ((\, ¢, h)T, vy, Go)-TNDglS

Nach Satz 3.2 lautet der Zustandsvektor z(t) des nichtlinearen TNDglS in ellipsoidnormalen Koordinaten und
Hamilton-Quaternionen

. T
z = ((Aa 12 h)T> Vh, er) S ]ng (49)
und damit nach (4.5) der Vektor der Zustandsinkremente
Az = ((AA, A‘P, Ah)T> Avh; Aer)T € ]Rm- (4:10)

Die Dynamikmatrix A(#;) des kontinuierlichen, linearisierten TNDglS, d.h. g-i— € R10%10 ist auf den Seiten 56
- (Spalten 1-6) und 57 (Spalten 7-10) explizit aufgefiihrt.
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Die Steuermatrix B(tx) des kontinuierlichen, linearisierten TNDglS, d.h. % € R19%6 Jautet mit s = (wip, fb)T €

]RG
( 0 —
% _ 0 Rpe(A, p) Rt (deb) (4.11)
$qebo I3 ;%;)%ck'lqw 0
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. Linearisierte TNDgIS

o
o)

Dynamikmatrix des (xe, Ve, qeb)-TNDgIS

0 Tsmg Carmi (Prm—Sarm)Z 0 0 0 0 0
Tarml 0 (Ptm4-Serm) &~ termg 0 0 0 0 0
Zarml (ertmgSarm) & 0 Temg 0 0 0 0 0
(>tm-farm—) g ZarmE - femE —~ 0 0 0 0 0 0
(Sof S9ob4-Tap Taopy Taf lasp)g |(SafTash— T Saspy Taf0aop_)g .Aaax:volnaxcﬁv.*.r@?oSn (Saf %92b Caf Taopy TafZach —)g 0 0 >W~d® >wmmk >unaau
(Saf Savb Saf Saob—Ta 00b)g | (Sf Sab Fof Sa%bo T Tasb)g | (Sof 0b Faf b Yafasb)g | (Pof 19%b—Paf 00obt Taf Seob)g 0 | tmg- |4 &lwmﬁ A wm% +3%4m wnlmwﬁmtsi

(%07 19254 Baf 003h— Ty Sasb)g | (o Oamb.y Bag 104 Taf ) | (Sof 0o Tap Fash Tog Wbl | (PofCarbp CagSasp— TagOuop)g R I P A W Mw% +%
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0

Abbildung 4.1



56

KapiTEL 4: Tréigheitsnavigationsdifferentialgleichungssysteme (TNDglS)

v : N’
TP (N PYFR) '[L" - NKVHFJ

- vo 1 [} 0
cos p(N(p)+h)? cos o (N(9)+h)
1
o M - v
(M(p)+h)? ETETSL ° Mo )+ ¢
0 ° [ [ 0 1
~Zey cos A —tova vo(vp—vp tanvz)N’(w)
cos? o (N(p)+h) (N(e)+h 2o(vy—up tan ) . .
~fey sin A +20;, (vn cox p+uy sin ¢)+ )2 v (N(p)+h) Yy —vn tan 2w, sing —2w;, cosy
ielvn v Ere . 2 B 1 (7 Ty vg tan v
2 —Wie COBQ 4 v ! +Nk YA N : h
+6xh6 v +zbie(sin @ (N(p)+h)=cos wN’(w)) e “h 20 #)+

Jeq sin Asin

=Jeg cos A sing

-(I,l cos A+je2 sin A) cos $—Jfeq sin g

Y2y savuM'(g)  viteneN!(p)

vg tan ¢

cos® o(N(e)+h) ~ (M(p)+h) (N(»)+h)*

Vg v -
tRe+ny? Tt P2 (o)+h)?

— 2yp tan
N:vii-h

+ 2 v -{-w?e((N((,p)-{-h)(nin2 p—cos? 9)—sin ¢ cos N’ (qp)) -“'?e sin ¢ cos¢+§-a—3-”h v —2wj, sing
CETX:2Y 2
—2Wow;e cosv-{-B—!-’;"Tv'V
~(feq <08 A+fe, sinA)singp+fey cos
=Je; sinAcosgp _ v2 M'(w) - vﬂNl(w) _ "?. ‘_ 03 .
+Jey consh cos (M(p)+h)? ~ (N(2)+R) (M(p)4h)?  (N(p)+h)? Nlo)Fh v .
2 +“xze °°W(°°W"'(v)-2 sin v(N(v)+'-)) -{-w?e cos? o4 “>r V. +2w;, coag )+
RrrTe > 0d ) 2 h
~2vpw e sin °+_a_-91;.6v v
o (1] 0 0o 2] o
o D] o ] 0 [
a () 0 0 o 0
o 3} [ 0 o 0

Abbildung 4.2: 1. bis 6. Spalte der Dynamikmatrix des ((/\, e, )T, v, (]eb)—TNDgIS
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0 0 a 0
0 0o o 0
[} 0o o [}

~23in Mdebo Fby —Tebg Fbogy Faeby Tb3)

+2:c08 A(geby fby Febg Tby —eby Tby)

—25in A(@ebj Tb, +eby o, Heby fog)

+2 cos Maeb, fo) ~9eby Ty —Tebg Tb3)

—25in A(—eb, by +aeby oy Foebg Tb3)

+2 cos Adeby by +eby fo5+ebg Tb3)

~29in AM(=deby Jby —ebg fby +aeby fby)

+32 <08 A (debg Toy ~9eby fop Feby Fog)

—2cos Asin ¢ (geby foy ~Teby Tby Teeby o)
~2sin Asin ¢ (deby Tby Taebg Toy ~9eby Tby)

2c08p(—geby Ty Feby FogHaebyTby)

—2cos Asin 9(geb, Toy +9eby Toy T ety Tby)
—28in A sin ¢ (deby fby —Teby Fog ~Tebg Tby)

2cos ¢ (9eby fbg +9ebg fog —%eby Tbg)

—2cosAsin 9(~deb, by +2eby Top +eeby Tb3)
~2 it A sin ¢ (2eby Tby +9eby Toy Hebs Tog)

3cos p(—debgy fbg +eby Tby —Tebs o)

~2.cos X sin 9 (=ebg by ~ebg Toy +aeny Tb3)
—2sin Asin 4p(qeb0 fbl —qebssz +'<1¢bgfba )

2039 (9eby Iby +eeby Tog +aeby Tbj)

2cos Acos¢(gep fby —Teby Fbog +eby Tbg)
+32sin A cos 9(depy Tby F9eby oy ~Teby Tb3)

+235in 9 (~deb, by +eby Fog+aebgy To3)

2cos A <08 9(deb, fby +eby Toy T ety To3)
+25in X cos 9(deby by ~aeby Ty ~Tebg Tby)

+23in 9 (deb g oy F9ebg Toy —Teby fo3)

2cos A cos ¢(=geb, 1oy +aeby Tog +eeby To3)
+2sin A cos 9 (dep, Fby Heby Toy Heby To3)

+2sin 9(~epg Fby Heby Toy ~Teby Tb3)

3cos X cos 9 (—deby Ib) —eby Thy Faeb, Ib3)
+2sin A cos 4p(qe[,0 fbl ~eby sz +qeb2 fba )

+2 510 ¢ (deby Toy Haeby Tog Teby Tbg)

o —tus, —Zwip, - (wiby —wie)
Lo, 0 L (wipg+wie) —Swiny
L, —‘;‘(wibs+w,'e) o Lo,

Fwipy~wic) Lwin, ~%wis, 0

Abbildung 4.3: 7. bis 10. Spalte der Dynamikmatrix des {(}, ¢, h)T,vh,qeb)—TNDng



KAPITEL 5:

Existenz, Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit von den
Anfangsdaten

Nachdem im vorhergehenden Kapitel die nichtlinearen TNDgIS hergeleitet und anschlieiend linearisiert wurden,
stellt sich die Frage, ob die daraus resultierenden (deterministischen) Anfangswertaufgaben (AWA) korrekt ge-
stellt sind, d.h. ob die zugehorigen Lésungen existieren, eindeutig sind und stetig von den Anfangsdaten abhangen.
Die Betrachtungen dieses Kapitels dienen der Validierung der vorhergehenden Modellierung von Trigheitsnavi-
gationssystemen. Diesbeziigliche Sitze aus der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen werden in den ersten
beiden Abschnitten vorgestellt. Mit ihrer Hilfe wird im 3. Abschnitt gezeigt, dafl das nichtlineare (x., Ve, §es)-
TNDglS mit geeigneten Anfangswerten eine (iiber einem maximalen Existenzintervall) korrekt gestellte AWA
beschreibt. Ferner wird in Abschnitt 4 gezeigt, dafi auch das linearisierte (Xe, Ve, §es)-TNDglS mit geeigneten
Anfangswerten eine lokal korrekt gestellte AWA beschreibt und diese Aussage auf andere Parametrisierungen
iibertragen werden kann (Zustandstransformationsinvarianz), falls die Jacobi-Matrix der zugehdrigen Zustand-
stransformation beschrénkt ist.

1. Existenz und Eindeutigkeit

Nach dem

Satz 5.1 (Existenzsatz von Peano, s. z.B. [Werner;Arndt(1986)]):
Sei G C R"*1 f € C(G,R") und (zo,t0) € G. Dann existiert ein 7 > 0, derart daf fiir die AWA

z2(t) =£(z(t),t) , z(to) =20

eine Lésung auf dem Intervall [tg — 1,1 + 7] existiert. [ ]

existiert zwar eine Losung der AWA fiir stetige Vektorfunktionen f in einer Umgebung von (zo,%o); diese ist
aber nicht notwendigerweise eindeutig. Der nachfolgende Satz von Picard-Lindel6f besagt, dafi die zuséatzliche
Bedingung der Lipschitz-Stetigkeit von f bzgl. z die Eindeutigkeit der Losung der AWA gewihrleistet.

Definition5.1:
Sei G C R"*L. Die Vektorfunktion f : G — R™ heifit genau dann in G bzgl. z Lipschitz-stetrg, wenn gilt

E| v

Lert @o.@nec | N@)-1G 0] < a2

Aus der Definition der Lipschitz-Stetigkeit folgt, dafl eine Vektorfunktion, welche Lipschitz-stetig in G bzgl. =
ist, auch stetig in G bzgl. z ist.

Satz 5.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf, s. z.B. [Werner;Arndt(1986)]):

Sei G C R™*L f € C(G,R"), ||f(z,1)|| < M V(z,t) € G,Q = {(z,t)“t—tgi <TA|z —z0|| <TM} C Gundfin
Q) bzgl. z Lipschitz-stetig.

Dann existiert eine eindeutige Lésung der AWA

z="1(z,t) , z(l) =120
im Intervall [to — 7,tg + 7]. ]

Es sei auf den lokalen Charakter beider Sétze hingewiesen. Ferner sei angemerkt, dafl Fortsetzungssitze von
Losungen auf ein maximales Existenzintervall bekannt sind (s. z.B. [Werner;Arndt(1986)]). Fiir nicht explizit
gegebene Vektorfunktionen f 148t sich die Lipschitz-Stetigkeit iiber bestimmten Gebieten aus der stetigen Diffe-
renzierbarkeit folgern.
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Lemma5.3 (s. z.B. [Arnol "d(1991)]):
Sei I/ C GG konvex und Aompakt dann geniigt Jjede stetig differenzierbare Abbildungf : U — R™ einer Lipschitz-
Bedingung in U. n

Ferner gilt

Lemma 5.4 (s. z.B. [Kreyszig(1978)]):
Sei € ein endlich dimensionaler normierter Raum. Eine Teilmenge U C Q ist genau dann kompakt, wenn U
abgeschlossen und beschrinkt ist. . |

2. Stetige Abhingigkeit von Anfangswert, -zeit und Modell

Nach dem Existenz- und Eindeuigkeitssatz von Picard-Lindelof existiert unter gewissen Voraussetzungen lokal,
d.h. in einer Umgebung von (zo, #g), eine eindeutige Lésung der gestellten AWA.

In praxisrelevanten Problemen sind Anfangszeit ¢y, Anfangswert zo und Modell f oftmals gestért (z.B. durch
Einflielen gemessener Gréflen oder Modellannahmen). Die Forderung der stetigen Abhéngigkeit von diesen “An-
fangsdaten” besagt, dafl sich die Losungen der gestérten und ungestorten AWA in endlicher Zeit nicht unendlich
weit entfernen und daf diese Losungen sich fiir gegen Null strebende Fehler zu jeder Zeit beliebig nahe kommen.
Die stetige Abhéngigkeit der Lésung von Anfangswert und Modell folgt aus dem

Satz 5.5 (s. [Werner;Arndt(1986)]):
Sei G C R™1, £, £* € C(G,R"), (20,%0), (zo,to) € G, die Vektorfunktion f(z,t) Lipschitz-stetig bzgl 7z mit der
L1psch1tz—Konstanten L und fiir €1,e53 € R gelte

lzo— 23l <er  und

v *
whec : lf@)-FE]<e

Ist z(t) bzw. z*(t) im gemeinsamen Existenzintervall I mit t, € I Lésung der AWA

z = f(z,1) , z(to) = zo bzw.
2 = f*(z*,t) , z*(to) = =z,

dann gilt die Abschitzung

It—-tol
”Z(t) —z* (t)“ < (61 + 62/ e_LTdT) oLit—tol
0

eth—toI —_ 1

L
(61 + Ez!t - t()l)eth_toi fir tel.

Il

grelli=tol 1 ¢,

A

Da nur von der Vektorfunktioﬁ f die Lipschitz-Stetigkeit bzgl. z gefordert wird, ist nach dem Satz von Picard-
Lindelof auch nur die Eindeutigkeit von z(t) und nicht von z*(t) gewéhrleistet.
Die stetige Abhangigkeit der Losung von Anfangszeit und -wert folgt aus dem

Satz 5.6 (s. [Werner;Arndt(1986)]):
Sei G C R™*! f € C(G,R") und die Vektorfunktion f(z,t) Lipschitz-stetig bzgl. z mit der Lipschitz-Konstanten
L und beschrankt iiber G, d.h.

3 '/ . '
MeRt (z,t)eG ~ lIf(z, 0)|| < M .

Dann existiert fiir ¢o,ty € I (gemeinsames Existenzintervall) die eindeutige Lésung z(t) bzw. z*(t) der AWA

i*

il

f(z,t) ., =z(to) = 2o ‘bzw.
f(z*,t*) , z*(t})) = =z}
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und es gilt die Abschitzung

la(t) — 2 ()] < (0 — 53] + [t — to|M)eFmin(le=talle=til)  pz 1

Die einzig relevanten Kriterien fiir die lokale Existenz, Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit von Anfangsdaten
der Losung der AWA

i =1(z,t), alto) =20 | (5.1)
iiber einem endlichen Gebiet G sind somit die Stetigkeit von f bzgl. ¢ in G und die Lipschitz-Stetigkeit von f
bzgl. z in G.

3. Zur Lipschitz-Stetigkeit nichtlinearer TNDglS
Bei nichtlinearen TNDglS |

z(t) = f(z(t),s(t)) , z(to) = zg (5.2)
handelt es sich aufgrund der in die rechte Seite eingehenden Sensordaten um nichtautonome Systeme. Zunéchst

untersuchen wir die via Sensordaten explizit auftretende Zeitabhangigkeit der rechten Seite f. Ist f bzgl. ¢ stetig?
Dazu das

Lemmab5.7:
Die rechte Seite im (X, Ve, §eb)-TNDgIS von Satz 4.1

Ve
f(z, S) = RH(‘;eb)fb — 2Qjeve — Q?exe — QieXe +ge(xe) + gt (xe)l)
1 (deb@ib — Wiees)

mit z = (xey Ve, qu)T y 8= (fb) wfb)T

ist Lipschitz-stetig bzgl. s. [ ]

Beweis von Lemma 5.7 :

2
0
Hf(z: Sl) - f(z> 52)"2 ( RH(‘ieb)(fh - sz) )
3des(@iby — Divs) /] |,

1
|| Rer (de) (o, — fbg)“z + Z"‘ieb(‘;’ibl__ ‘I’ibg)llz

3 Lo w2y . f,, — £ 2
< JRa@al I =8l + 5 il o = sl < 3] (78 )
3 1
= f(z,s) ist Lipschitz-stetig bzgl. s mit der Lipschitz-Konstanten V3.

Da der Beweis nur verwendet, dal der Vektor der Beschleunigungen via einer Rotationsmatrix in das verwen-
dete Koordinatensystem gedreht wird und die Hy-Quaternion &, = (0, wsp) mit % und einer Hj-Quaternion
multipliziert wird, 148t sich das Lemma auch auf andere TNDgIS ausdehnen.

Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f bzgl. s folgt unter Voraussetzung der Stetigkeit von s bzgl. ¢ (im Existenzin-
tervall) die Stetigkeit von f bzgl. ¢ (im Existenzintervall).

Bevor wir weiterfahren mit der Lipschitz-Stetigkeit von f bzgl. z, beweisen wir zwei Hilfsaussagen.

Lemmab.8:

Seien §1,§2 € Hy ,f, € R3 und Ry (§) die Rodriguez-Darstellung einer Drehmatrix mit § € H .
Dann gilt

| Re(§1)fs — Riz(d2)fs ||, < 4lifsll2llds — dll -
=

DZur verkiirzten Inbezugnahme finden im vorliegenden Abschnitt die Abkiirzungen ge(xe) = grad, Ve(xe) und ge(xe) =
grad,  Vi(xe) Verwendung.
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Beweis von Lemma 5.8: ,
(0, R (§1)fs — R (d2)fe) = @ufodi’ — dofods mit fo = (0,%) .
Mit §2 = §1 + (§2 — §1) folgt
ahiit = @afoiyt = @ufoir! - ahodi ' — @folia — )7 = (@ — @) har' = (@ — @) folda - 01) ™ € Ho

Aus ||dl2 = |§7 2 und ||§]l2 = lldl|2 fiir § = (0,q) € Hy folgt schlieBlich

IRa(1)fs — Ru(@2)fe]l, = |@1foldz— d1)~"+ (@2 — 1) fodit + (d2 — d1) folde — §) ),
< Ndfoldz = d)7 M, + (@2 = @) fodi ||, + || (G2 = d1) fo (g2 — §)™,
= (2)lallz fsllzllgr — dallz + ||d1 — G2ll2 lifsll2ligr — d2ll2)
—— ——
=1 <2
< 16||fs][21141 —_42”_2

Lemmab.9:

Sei U eine konvexe und kompakte Teilmenge von R® und frei von Masse, d.h. die Massendichteverteilung p( ) =
0 ¥xeU.
Dann ist jede endliche rdumliche Ab]eltung von V,(x) + Vt(x), d:h.

(V@) + %) , reNU{0)

Lipschitz-stetig in U bzgl. x. ' u

Beweis von Lemma5.9: Das Grawtatzonspotentlalfeld Ve(x) + V4(x) ist im ,Auflenraum von Massen“ har-
monisch und damit analytisch. Jede endliche riumliche Ableitung ist somit stetig differenzierbar und nach dem
Lemma 5.3 geniigt jede stetig dzﬂ'erenzxerbare Abbz]dung von einer Lonvexen und kompakten Menge U in R™

einer Lipschitz-Bedingung. , _
Es sei angemerkt, daf} die Forderung nach einer konvexen und kompé,kten Definitionsmenge mit dem quaderférmi-
gen Gebiet () C G aus dem Satz von Picard-Lindelof harmoniert. Natiirlich stellt die Forderung, dai U bzw. Q
im , Auflenraum von Massen® ist, fiir die Tragheitsnavigation keine Einschrankung dar.

Damit sind die Vorbereitungen abgeschlossen fiir den Beweis von

Lemma5.10:
Die rechte Seite im (x., Ve, §eb)-TNDgIS

: Ve
f(z, S) = ( RH(qeb)fb = 2Q4eve — (Q?e + Qe )xe + ge(xe) + gt(xe) )
3 (Gebin — Dieded)
mit 2= (Xe,Ve,des)” , 5= (fo, wip)”
ist Lipschitz-stetig bzgl. z. u
Beweis von Lemma5.10: Sei g(x) = ge(x) + g:(x). Es ist
"f(zl, s) — f(zz,s)llz :

2
Vi - Vo .
( (Ra (deby) — Re(debs))fs — 2ic (v — va) — (9% + Qie) (x1 — x2) + g(x1) — g(x2) )

3 (Geby — debs) Wib — 5Wie (deby — debs) y
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< lve = vall3 + 161863 des, — Geball3 + 4 ||uelf3 v ~ vall3 + [[Quell3 lIx1 — x2f3
N e’ S——

2w, wh

+ L&raullx - x2||z + [|Qe 13 11 — %]l + ||«hb!lz!lqe:>l — Geball} + ||wiel[3 |1deby — Gebsll3
D Se——"
2w?, w?,

= (L3 + 4wk + 202) 1% — %23 + (1 + 8wk [V — vell3 + (L6113 + llwisll} +wfo)ldeb, — Geb, I3

2
X) — X2
< max (LGrav + 4"‘)2e + 2"‘):e’ 1+ Swte! lﬁlifb"g + H“’!bng-}_ w‘?e‘ ( i ) ‘

Geby, — Gebs / |,

Zusammenfassung der Einzelergebnisse fiihrt zum

Satz 5.11:
Unter der Voraussetzung stetiger Sensordaten existiert lokal (bzw. uber einem maximalen Existenzintervall) eine

eindeutige Lésung des (Xe, Ve, §eb)-TNDglS (mit Anfangswert z(to) = 2o), welche stetig von den Anfangsdaten
abhangt. u

Beweis von Satz 5.11:

Die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 5.2 von Picard-Lindeldf und der Satze 5.5 und 5.6
iiber die stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten sind nach Lemma 5.10, Lemma 5.7 und der Voraussetzung
stetiger Sensordaten erfiillt.

Damit ist fiirs (xe, Ve, §eb)-TNDgIS die lokale Existenz und Eindeutigkeit und stetige Abhangigkeit von Anfangs-
zeitpunkt, Anfangszustand und Modellfehlern gezeigt. Die “local well-posedness” zeigt, da das physikalische
Problem mathematisch sinnvoll modelliert wurde. ’

Fiir das ((/\,go,h)T,vh,cjeb)—TNDng ist im Gegensatz zur Lipschitz-Stetigkeit bzgl. s die Lipschitz-Stetigkeit
bzgl. z kritisch. Nach Lemma 5.3 geniigt jede stetig differenzierbare Abbildung f : 7 — R", U konvex und kom-
pakt, einer Lipschitz-Bedingung. Im Falle des ((), ¢, h)T, v, §es)-TNDgIS ist f singular fir ¢ = +%, d.h. ent-
lang der Rotationsachse des biaxialen Ellipsoids. Nimmt man eine e-Umgebung um die Rotationsachse aus,
dh.pe[-5 +e, 2 T —¢)mite € R+, so ist f stetig differenzierbar bzgl 2z und es existiert eine Lipschitz-Konstante
L = L(¢), welche fiir € gegen Null divergiert. Wir begniigen uns der Ubersichtlichkeit halber mit der Untersuchung
des linearisierten ( o, )T, v, qeb) -TNDglS von Satz 4.2.

4. Lipschitz-Stetigkeit linearisierter TNDglS

Fiir jedes an Niherungszustand und gestérten Sensordaten linearisierte TNDgIS

Az(t) = A(ty)Az(t) + B(tx)As(t) (5.3)
folgt die Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite bzgl. des Zustandsanderungsvektors Az direkt aus der Beschréankt-
heit der Systemmatrix, denn es ist

| A(t) 251 (1) + B(ta) (A5(0) + 65(0)) — A(t) Aza(t) - B(t) (A5(2) + ds (1)

~ “A(tk) (Az1(t) — Aza(t)) ” < | A@)| 1Az () - Az ()] (5.4)

Bei Darstellung im geozentrischen, erdfesten, kartesischen Koordinatensystem folgt die Beschranktheit der Sy-
stemmatrix in: wesentlichen aus der Beschrianktheit einer Norm der Sensordaten w;p, fb, wie man aus der System-
matrix von Seite 55 ersehen kann.

Dies reicht jedoch bei Darstellung im rotationsellipsoidischen Horlzontsystem fiir die Beschrankthelt der System—
matrix nicht aus. Durch die Singularititen der Linge-Breite-Parametrisierung des Rotationsellipsoids an den
Polen mu8 fiir die Lipschitz-Stetigkeit in diesem Fall ferner gelten

T
lel<3 : : (5.5)

d.li. an Positionen auf der Erdrotationsachse darf nicht linearisiert werden.
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Nachfolgender Satz zeigt die lokale Invarianz der Lipschitz-Stetigkeit bzw. die Beschranktheit der Systemmatrix
bei Zustandstransformationen.

Satz5.12:
Gegeben seien das nichtlineare dynamische System

z(t) = £ (), 8(t)) -

und das daraus durch Linearisierung bzgl. des Zustandsvektors z(t) und des Systemeingangsvektors s(t) im
Zeitpunkt tx gewonnene linear(isiert)e dynamische System

Az(t) = A(te) Az(t) + B(tx) As(t)

mit beschrankter Systemmatrix, d.h. ||A]| < C}.
Dann ist die rechte Seite jedes durch dimensionserhaltende Zustandstransformation mit beschrankter Jacobima-
trix gewonnene linearisierte dynamische System Lipschitz-stetig bzgl. des Zustandsvektors. [ B

Beweis von Satz5.12:
Sei z(t) = z(y(t)) eine dimensionserhaltende, d.h. dimy = dim z, Zustandstransformation mit beschrinkter

Jacobimatrix, d.h. "%" < Ch.
Dann folgt durch Einsetzen in das nichtlineare dynamische System

d

Z2(y(1) =£(2(y(1),5(0))
und anschlieende Taylor-Entwicklung bzgl. des neuen Zustandsvektors y

Oz

d

« Coy L of 0Oz of 2

EZ(y) Y=Yo * _B—y Y=Yo (y - yO) B f(z (y) , S) y=Yo + (E 5) Y=¥o (y - yO) + & Y=Yo (S - SO) + O
) 0z Of 0z 0z~ ' of 2
= Ay—(w a—a) Y=o Ay+('a‘; 5‘) yuyo 28O

Die Beschranktheit der auftretenden Systemmatrix folgt schlielich unter Verwendung der Ungleichung
AT < TH AR

Damit ist die Systemmatrix jedes — durch dimensionserhaltende Zustandstransformation mit beschrdnkter Ja-
cobimatrix gewonnenen — dynamischen Systems beschrinkt und damit nach (5.4) die Lipschitz-Stetigkeit der
rechten Seite des zugehdrigen linearisierten TNDgIS bzgl. des neuen Zustandsvektors bewiesen.

Damit ist (unter der Voraussetzung endlicher Sensordaten) fiirs linearisierte (xe, Ve, §es)-TNDglS die lokale Exi-
stenz, Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit von Anfangszeitpunkt, -zustand und Modellfehlern gezeigt. Die
Ubertragbarkeit dieser Aussagen ist nach Satz 5.12 auf andere (dimensionserhaltende) Parametrisierungen des
Euklidischen Raumes und der Rotationsgruppe unter recht allgemeinen Voraussetzungen gewéhrleistet.
Entsprechend ist das linearisierte ((A, @, )T, v, Ges)-TNDglS lokal korrekt gestellt fiir Gebiete, welche die Erdro-
tationsachse nicht schneiden. Dieser Ausschlu8 ist durch Singularititen in der zur Transformation von kartesischen
Koordinaten in ellipsoidnormale Koordinaten korrespondierenden Jacobimatrix begriindet.



KAPITEL 6:

Stabilitatsanalyse

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, welche Aussagen iiber das Stabilitdtsverhalten von TNDglS gemacht
werden kdnnen und erklaren dabei insbesondere die in der Praxis beobachtete Instabilitdt anhand der verwende-
ten Modelle. In diesem Zusammenhang stellen wir somit die Frage nach dem Stabilitatsverhalten bei ungestiitzter
Anwendung, d.h. zunéchst ohne die Hinzunahime der Beobachtungen externer Sensoren (z.B. GPS). Diesbeziigli-
che Aussagen sind jedoch auch im Falle von Beobachtungen mit niedriger Wiederholungsrate und bei Stiitzung
mit nur schwach beobachtbaren Zustédnden von Interesse.

Bei Linearisierung nichtlinearer TNDglS um einen Anfangszustand und gemessene Sensordaten haben wir im
3. Kapitel linearisierte TNDgIS mit zeitinvarianter Systemmatrix erhalten. Allerdings ist zu beachten, daf8 die
Systemmatrix i.a. nur im Intervall [tg;%x11] als konstant betrachtet werden kann und dann das nlchthneare
TNDglS am aktuellen Zustand erneut linearisiert werden muf}. Da die Stabilitit des linearisierten Systems eine
globale Eigenschaft ist, wihrend sie fiir das nichtlineare System aufgrund der Linearisierung nur eine lokale
Eigenschaft ist (s. [P.C. Miiller(1995)]), ist ein RiickschluB auf das Stabilitatsverhalten des nichtlinearen Systems
nicht zwangslaufig moglich (s. z.B. [R. Bellman(1969)], [P. Glendinning(1994)], [R. Rothfufl; M. Zeitz(1995)]
und [F. Verhulst(1990)]). Wenn auch nicht die volle Information iiber das Stabilitdtsverhalten des nichtlinearen
Systems aus der Analyse des zugehdrigen linearisierten Systems folgt, so gestattet sie doch eine erste (und
manchmal auch die einzige) Aussage (s. [R. Rothful; M. Zeitz(1995)]). Wie wir im Rahmen dieses Kapitels noch
" sehen werden, gelingt zwar nicht die vollstindige, aber doch eine weitgehende Klarung des Stabilitétsverhaltens
nichtlinearer TNDgIS.

Im 1. Abschnitt gehen wir von der bekannten Definition der Ljapunov-Stabilitat aus und erweitern diesen Stabi-
litétsbegriff geeignet fiir die vorliegende Problemstellung. Dabei werden zusétzlich Fehler in den von der Kreisel-
und der Akzelerometertriade beobachteten Winkelgeschwindigkeiten und Beschleunigungen, welche als zeitvari-
ante Koeffizienten im TNDglS auftreten, beriicksichtigt. Dabei wollen wir ein Differentialgleichungssystem 1. Ord-.
nung stabil nennen, wenn der Effekt von beschrinkten Fehlern in Anfangswerten und Modell (Koeffizienten) auf
die Lésung fiir alle Zeiten stets beschrankt bleibt. Zur Unterscheidung wird die Untersuchung der Abhéngigkeit
von Modellparametern in der Literatur gelegentlich auch als Sensitivitatsanalyse bezeichnet.

Im 2. Abschnitt beweisen wir einen Satz fiir lineare zeitinvariante Differentialgleichungssysteme, welcher notwen-
dige und hinreichende Bedingungen fiir die Ljapunov-Stabilitat des Systems bzgl. Fehlern in den Anfangswerten
an die Systemmatrix kniipft. Aus dem Beweis des Satzes folgen Kriterien zur Klassifizierung einer Instabilitét
(zeitlich lineares, quadratisches,. .., exponentielles Anwachsen von Fehlern in den Anfangswerten).

Gegenstand von Abschnitt 3 ist es zu zeigen, dal dimensionserhaltende Zustandstransformationen (z.B. kartesi-
sche —» ellipsoidnormale Positionskoordinaten oder Kardan-Winkel — Euler-Winkel) das Stabilitatsverhalten
qualitativ nicht verindern, falls die Jacobimatrix der Transformation endliche Kondition aufweist. Dies sichert
i.a. die qualitative Ubertragbarkeit der erhaltenen Ergebnisse, wenn auch quantitative Unterschiede bestehen.
Im 4. Abschnitt leiten wir aus dem im 2. Abschnitt bewiesenen Satz Aussagen zur Ljapunov-Stabilitdt des linea-
risierten (Xe, Ve, §eb)-TNDglS durch separate Betrachtung der Positions-/Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen
und Orientierungsdifferentialgleichungen ab. Mit anderen Worten wird die Stabilitdt von linearisierten TNDgIS
mit zeitinvarianten Koeffizienten bzgl. Fehlern in den Anfangswerten, unter Berticksichtigung der speziellen Ge-
stalt der Systemmatrix im Falle des (x., Ve, fe»)-TNDglS, diskutiert. Dabei werden wir zeigen, dafl Fehler in der
radialen Komponente von Anfangsposition und Anfangsgeschwindigkeit zeitlich exponentiell anwachsen. Diese
Verhalten kann auf das nichtlineare System iibertragen werden.

Unter Ausnutzung von Struktur und Linearitit der in Rotationsmatrizen (und Quaternionen) formulierten Ori-
entierungsdifferentialgleichungen wird im 5. Abschnitt die (Ljapunov-)Stabilitat bzgl. Fehlern in den Anfangs-
werten und Instabilitat bzgl. Fehlern in den zeitvariablen Koeffizienten (Winkelgeschwindigkeitsvektoren) be-
wiesen. Dieses Ergebnis ist global giiltig, da zu seiner Gewinnung keine Linearisierung notwendig ist. In die-
sem Zusammenhang werden wir auch die Propagation von strukturellen Fehlern in der Anfangsorientierung
(z.B. Orthogonalisierungs- und Normierungsfehler in der die Anfangsorientierung beschreibenden Matrix) disku-
tieren.

Neben Fehlern in den Anfangswerten, Sensorfehlern und Modellfehlern treten bei linearisierten TNDgIS noch
Linearisierungsfehler auf. Da die linearisierten TNDglS nur lokal giiltig sind, ist auch ihre Lésung nur kurzzei-
tig hinreichend genau. Nach einer kurzen Zeitspanne ist das nichtlineare TNDgIS an dieser Losung erneut zu
linearisieren und anschliefend das linearisierte TNDglS zu 16sen. Damit kumulieren die urspriinglichen Fehler
in den Anfangswerten (nach der Anfangsorientierung) und die Zustandsfehler aufgrund bis zum Linearisierungs-
zeitpunkt aufgetretener Sensor-, Linearisierungs- und Modellfehler, was zur sukzessiven Verschlechterung der
Linearisierungsstelle und damit zur Divergenz zwischen berechneter und tatsachlicher Trajektorie fiihrt.

64
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Anmerkung6.1; Da die wenigen bekannten Satze (z.B. “stable manifold theorem”, “Hartman’s theorem”) zur
lokalen Ubertragharkeit von Stabilititseigenschaften des linearisierten Differentialgleichungssystems auf das zu-
gehérige nichtlineare Differentialgleichungssystem nur an im allgemeinen hyperbolischen!), stationdren Punkten
(s. z.B. [P. Glendmnmg(l.‘)94 ], [F. Verhulst(1990)]) gelten, sind sie fiir TNDgIS nicht anwendbar, denn hier kom-
men zahlreiche imaginire Eigenwerte vor.

In diesen Fillen ist der Einflul der nichtlinearen Terme auf das Stabilititsverhalten zu: beriicksichtigen. Da-
zu dient beispielsweise die “Methode der Zentrumsmannigfaltigkeit” (s. z.B. [J. Carr(1981)], [A. Isidori(1989)],
[H. Nijmeijer; A. van der Schaft(1991)]). [

1. Stabilitsitsbegriff
Ausgangspunkt bildet die Vektordifferentialgleichung

z(t) = f(z(t),s(t),t) . (6.1)
Eine Klassifizierung wird durch folgende Definition gegeben.

Definition6. 1

#(t) = f(z(t),s(t),t) heiit frei fiir verschwindende Eingangsgrofien, d.h. s(t) = 0, und stationdr, wenn f nicht
explizit von der Ze1t abhéingt. Ein freies und stationares Differentialgleichungssystem, d.h. z(t) = f (z ) heifit
autonom. [ ]

Dabei besteht mathematisch natiirlich kein Unterschied zwischen einem freien System und einem mit bekannter
Anregung. Sind bei einer Anfangswertaufgabe lediglich die Anfangswerte und nicht die Koeffizienten unsicher, so
ist der im folgenden definierte konventionelle Stabilitatsbegriff ausreichend.

Definition 6.2 (Ljapunov-Stabilitit):
Die Lésung einer Vektordifferentialgleichung, welche zum Zeitpunkt t = to in z(tg) = 2o startet werde mit

z(t;2o,%0) bezeichnet. -
Die Lésung #(t; 2o, to) heifit Ljapunov-stabil, wenn fiir jedes to und jedes ¢ > 0 ein § = §(tg,€) > 0 derart existiert,
daf aus '

”Zo - zl“ < J(to,fi)
folgt
uz(t;zo,to) - z(t;zl,to)” <eg vVt >t

Die Lésung z(t;zo,t0) heiit asymptotisch stabil, wenn sie Ljapunov-stabil ist und fiir jedes to ein § = 6(to) > 0
derart existiert, daf3 aus
|20 — 21|l < 4(to)

folgt

lim ”Z t Zo,to) —Z(i Z],to)n =0.

Die Lésung z(t;zo, o) heifit global asymptotisch stabil, wenn sie fiir beliebiges § = 6(to) > 0 asymptotisch stabil
ist. Die Lésung z(%; zo,10) heifit Ljapunov-instabil, wenn sie nicht Ijapunov-stabil ist. [

Die Ljapunov-Stabilitit einer AWA besagt somit, dafi ihre Losung zu einem gestorten Anfangswert fiir alle
Zeiten innerhalb einer beliebig kleinen e-Umgebung der Loésung zum exakten Anfangswert verlduft, wenn nur die
Anfangswerte hinreichend kleinen Abstand haben. In der Praxis stammen die Anfangswerte oft aus Messungen
und sind als gegeben zu betrachten. Aus der Formulierung der Definition ist abzulesen, dafl aus der Ljapunov-
Stabilitit eines dynamischen Systems i.a. nicht die Existenz eines e-Schlauches, mit ¢ € R, um die Lésung
der Anfangswertaufgabe zum exakten Anfangswert folgt, welchen die Losung der Anfangswertaufgabe fiir alle
Zeiten nicht verlait. Aus der stetigen Abhingigkeit von den Anfangswerten (vgl. Beweis zu Satz 6.1) folgt die
Dringlichkeit einer hochgenauen Bestimmung der Anfangswerte.

Obige Definition der Ljapunov-Stabilitit beriicksichtigt nur die- Unsicherheit in den Anfangswerten und nicht
im Modell (insbesondere in den Kreisel- und Akzelerometerdaten, welche als zeitvariante Modellkoeffizienten
des TNDgIS auftreten). Wir stellen demzufolge im 2. Abschnitt Kriterien zur Klarung der Ljapunov-Stabilitat
linear(isiert)er zeitinvarianter Vektordifferentialgleichungen auf und behandeln damit im 4. Abschnitt speziell

1D h. die Jacobi-Matrix hat keine Eigenwerte, welche identisch Null oder imaginir sind.
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die Ljapunov-Stabilitdt des linearisierten (xe,ve,qeb)—TNDgIS bzgl. fehlerhafter Anfangswerte. Abschnitt 5 1st
schlieBlich der Untersuchung des Stabilititsverhaltens von TNDgIS bzgl. fehlerhafter Anfangswerte und fehler-
haftemn Systemeingangsvektor (Sensordatenvektor) unter Beriicksichtigung der speziellen Struktur von (in Rota-
tionsmatrizen oder Hamilton-Quaternionen formulierten) Orientierungsdifferentialgleichungen gewidmet. Dabei
‘st intuitiv klar, daB wir ein TNDglS genau dann als stabil bezeichnen wollen, wenn sich beschrankte Fehler
(z.B. Kreisel- oder Akzelerometerbias) in den Sensordaten stets zu beschrankten Zustandsfehlern integrieren.

Wir konkretisieren dies in folgender Definition.

Definition6.3 (Ljapunov-Stabilitat bei Systemeingang s(t)):

Die Lésung einer Vektordifferentialgleichung, welche zum Zeitpunkt t = to In z(to) = zo startet und auf dem
Systemeingangsvektor s(t) basiert, werde mit z(s(t), t; 2o, to) bezeichnet.

Die Losung z(s(t), t; %o, to) heifit Ljapunov-stabil bet Systemeingang s(t), wenn fiir jedes to und jedes € > 0 ein
5o = do(to,€) > 0 und ein 8, = 61 (to,€) > 0 derart existieren, dafl aus

HZ() - Z1H < Jo(to,é') und HSg(t) - Sl(t)" < (51(t0,€)
folgt

“z(so(t),t;zo,to) - z(sl(t),t;zl,to)“ <e Yt>to.
Die Losung z(s(t),t; %o, o) heifit Ljapunov-instabil bet Syst.emez'ngang s(t), wenn sie nicht Ljapunov-stabil bei
Systemeingang s(t) ist. [

Es sei darauf hingewiesen, daf} eine Kreisel- oder Akzelerorﬁeterdrift den Annahmen der ‘Definition nicht geniigt.

Anmerkung 6.2 : Seien z(t; 7o, to) und z(t; z1,tp) Losungen des linearen, zeitvariante‘n',-inhomogenen Differen-
tialgleichungssystems

5(t) = A(t) 2(2) +b(2) (6.2)

zu verschiedenen Anfangswerten. Wie beeinflut dann die zeitvariante Inhomogenitit b(t) die Stabilitat? Dazu
definieren wir

C(t) = Z(t; Zo,to) —- Z(t; Zl,io) (63)

mit C(to) = C() =Zy—Z1 . (64)

Durch zeitliche Differentiation und Einsetzen des Differentialgleichungssystems folgt
E(t) = 2(t; 2o, t0) — 2(E; z1,t0) = A(t) (2(t; 20, t0) — z(t; 21, t0)) = A(?) ¢(@)

Damit ist die Stabilitdtseigenschaft der NullGsung der homogenen Vektordifferentialgleichung ((t) = A(t) ¢()
identisch mit derjenigen der Losung der inhomogenen Vektordifferentialgleichung Z(t) = A(t) z(t) + b(t). n

Anmerkung6.3: Ein Vergleich mit dem im 2. Abschnitt besprochenen Linearisierungsprinzip zeigt, dab die
Situation der vorhergehenden Anmerkung die Linearisierung an einer identischen Realisierung des Sensordaten-
vektors §(t) voraussetat. Linearisert man an unterschiedlichen Realisierungen des Sensordatenvektors, d.h. §;(%)
und §3(t), so resultieren linearisierte dynamische Systeme mit unterschiedlichen Systemmatrizen und Inhomo-
genititen, d.h. &(t) = A1 (t) z(t) + ba(t) und z(t) = Aa(t) =(t) + ba(t), wodurch sich die Aussage obiger An-
merkung nicht auf diesen Fall iibertragen 1aBt. Dies beschreibt gerade den Unterschied zwischen fehlerfrelem
und fehlerbehaftetem Systemeingangsvektor bzw. zwischen , Ljapunov-Stabilitat* und , Ljapunov-Stabilitét bei
Systemeingang s(t)“. ]

2. Stabilititsverhalten linearer zeitinvarianter Differentialgleichungs-
systeme

Ein bzgl. eines Anfangszustandsvektors und eines gegebehen Sensordatenvektors linearisiertes TNDgIS 1st von
der Form
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Az(t) = A(ty) Az(t) + B(tx) AS(2) 7(6.5)
=:b(t)

mit der Systemmatrix A(tx) und der Steuermatrix B(tx). Unter Beriicksichtigung der in der Kapiteleinleitung
dargelegten Einschrankungen bzgl. der Ubertragbarkeit auf das nichtlineare System bestimmt nach den Uber-
legungen aus Anmerkung 6.2 alleine die (als zeitinvariant angenomene) Systemmatrix A(tx) (nach Anmerkung
6.3 unter der Annahme fehlerfreier Sensordaten) das Stabilititsverhalten des linear(isiert)en Systems. In der Tat
gibt es einfache Kriterien zur Klarung der Stabilititseigenschaft einer linearen, zeitinvarianten Vektordifferenti-
algleichung. Da in den Sitzen der Standardliteratur der Grenzbereich zwischen Stabilitdt und Instabilitat meist
nicht enthalten ist, werden wir nachfolgenden Satz beweisen, wobei aus dem Beweis Kriterien zur Beurteilung
des zeitlichen Fehlerwachstums im Falle von Instabilitit folgen. \

Definition6.4:
Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A der Matrix A ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Ei-
genvektoren zum Eigenwert A. r ]

Satz 6.1 (s. [J.L. Willems(1973)]):
Die Lésung C(t;Co,t0) der AWA

C)=ACE) , Clto)=Co

ist genau dann Ljapunov-stabil, wenn die Systemmatrix A keinen Eigenwert mit positivem Realteil hat und fiir
Eigenwerte mit Realteil Null algebraische und geometrische Vielfachheit iibereinstimmen, d.h. Jordanblécke der
Dimension 1 gehdren. _ ]

Beweis von Satz6.1: ‘
Die Lésung der gestellten AWA 148t sich explizit angeben zu

¢(t; Coyto‘) = eA(t=to) ¢,

© Ak k
oA (t=to) — E A .(tkT to)

mit
k=0
Es gilt der Satz A.1 iiber die Existenz der Jordanschen Normalform J = dJag( (A1, m1),. (/\,,ns)) zZu einer
beliebigen Matrix A. Die Anzahl s der Diagonalblécke von J stimmt mit der Anzahl der Imear unabhéngigen
Eigenvektoren von A iiberein. Je Diagonalblock J(Ai,n;) erhSht sich die algebraische Vielfachheit von A; um n;
und die geometrische Vielfachheit von A; um 1.
Mit A =TJT"! (keine Ahnlichkeitstransformation) folgt

eA (t=to) — i (TJT~1)F (t—to)* i TJFT-1 (t ~to)*

! k!
k=0 k! k=0

= Tel (t=to) T-'=T diag(e'](’\“”l) (t—tg)) . .’eJ(As,ns) (t—-to)) F-1

Wir definieren diag,(...) als diejenige Matix der Dimension n;, welche nur in der k-ten oberen Nebendiagonale
die nj — |k| in der runden Klammer angegebenen, von Null verschiedenen Elemente enthélt. Fiir diagy(. ..) schrei-
ben wir — wie iiblich — kurz diag(. ..). Durch ein negatives Vorzeichen von k wird die k-te untere Nebendiagonale
generiert. : '

Aufgrund der speziellen Bandstruktur der Jordanblocke resultiert
eI(A5.m5) (t=to) — 2) AiIn; (t=to) ediag+l(t—tg,...,t—to)
N —

e)\j (t—to) Inj

0 t-—1p 0

2 Gilt, da In; und . : ‘kommutativ sind.
t—1ty
0 t— 1o
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und aus der Definition der Matrixexponentialfunktion

L o0 s _ L k
cdiag,, (t=to,..t~to) _ Z (diagy, (t tz’g”"t to))
k=0

Potenzen der Matrix im Exponenten zu

(diagyy (t = to, ..., t —to))" = diagy, (¢ —to)", ..., (t = t)" ).

n;—1Eintrige n,-;gktEfntrf}i‘ge"

Damit folgt unmittelbar, daf8 diag,(t — to,...,t —to) nilpotent vom Index n; ist, d.h.

(diag, (t —to,...,t —t0))" =0n, VE>n; A (diagy,(t—to,...,t —20))™ " #0p,,

und somit , , .
t—t (t~to)"i~ (t=to)™3 ™"
(1 t-to ¢ 2!0) B PR (n;=1)! \
: .. : (t=to)™i 72
777777 ] 1 t—1 : D -
eJ(/\j,nJ‘) (t—to) — e)\j (t—to) 1 . t—zt!(, 2 , :
t—to  {sRl
0 1 t—1tg

\ 1/

Ausgehend von der anfangs genannten expliziten Lésung folgt
C(t5 G0, to) — C(t;C1,t0) = A %) (o — 1) = T & =9 T2 (Go - (1),

D.h. hat ein Eigenwert positiven Realteil oder sind algebraische und geometrische Vielfachheit von \; nicht Vi €
{z' € Nli < n} identisch, so divergiert mindestens eine Komponente der Lésung. Unter Verwendung vertréaglicher
Matrix- und Vektornormen folgt

16623 ¢o,20) = (e Gt < e = ITIT] fldo = Gall-
N e’
cond(T)

Die Differenz zweier Losungen einer linearen, seitinvarianten Vektordifferentialgleichung zu verschiedenen An-
fangswerten ist damit nur dann Lipschitz-stetig bzgl. der Anfangswerte mit der Lipschitz-Konstanten

L = ||’ t=%)|| cond(T) = ||’ P1md) =ty ]!e‘j()‘”“') (¢=t0))| cond(T) ,

wenn ||e?A1ns) E=to))|  |leI(eme) (t=to)|| < const und somit nur Jordan-Blécke der Dimension 1 auftreten.
Speziell fiihren imaginire Eigenwerte zu periodischem Fehlerverhalten. Treten Jordan-Blécke héherer Dimension
auf, so ist die Norm der Differenz der Lésungen proportional zu einem Polynom in der Zeit, der Konditionszahl
der nichtsinguldren Transformationsmatrix T und der Norm der Differenz der Anfangswerte. Damit beschreibt
obige Ungleichung fiir Jordan-Blécke héherer Dimension lediglich die stetige Abhangigkeit von den Anfangswer-
ten. Aus der Definition der Ljapunov-Stabilitat folgt schliefllich die Behauptung des Satzes.

Zu verschiedenen Eigenwerten gehorige Eigenvektoren sind stets linear unabhéngig und die Anzahl der linear un-
abhingigen Eigenvektoren einer Matrix ist gleich der Summe der geometrischen Vielfachheiten ihrer Eigenwerte.
Daraus ergeben sich offensichtliche Kriterien fiir Stabilitdtsuntersuchungen beim Vorliegen eines mehrfachen Ei-
genwerts mit Realteil Null. Die Bedingung, dafl Eigenwerte mit Realteil Null nur mit der Vielfachheit 1 auftreten
diirfen; ist hinreichend aber nicht notwendig.

3. Zustandstransformationsinvarianz des lokalen Stabilititsverhaltens

Gelingt es mittels Satz 6.1 die Ljapunov-Stabilitit eines TNDgIS zu zeigen, so stellt sich unmittelbar die Frage
nach der Ubertragbarkeit auf andere Parametrisierungen. Da beispielsweise die Systemmatrix des linearisierten
(Xe, Ve, §eb)-TNDgIS im Vergleich zur Systemmatrix des linearisierten (X, ¢, mT, vy, cjhb)-TNDng eine wesentlich
einfachere Struktur aufweist, ist diese Frage von vitalem Interesse. '
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Satz6.2: B
Gegeben seien das niclitlineare dynamische System
a(t) = £(a(t), (1))

und das daraus durch Linearisierung bzgl. des Zustandsvektors z(t) und des Systemeingangsvektors s(t) gewon-
nene linear(isiert)e dynamische System .

A(t) = A(ty) Az(t) + Blt) As(t).

Unterscheiden sich zwei nichtlineare dynamische Systeme lediglich um eine (dimensionserhaltende) Zustands-
transformation mit regulirer Jacobi-Matrix, so ist das Stabilitidtsverhalten nach Satz 6.1 der zugehdrigen line-
ar(isiert)en dynamischen Systeme dquivalent (im Sinne der Aquivalenz der Eigenwerte der Systemmatrizen und
ihrer algebraischen und geometrischen Vielfachheiten). n

Beweis von Satz 6.2:
Sei z(t) = z(y(t)) eine dimensionserhaltende, d.h. dimy = dimz, Zustandstransformation mit reguldrer Jacobi-

matrix, d.h. det (g-;-) £0.
Dann folgt durch Einsetzen in das nichtlineare dynamische System

%z(y(t)) = f(Z(Y(t)) ) S(t))

und anschlieBende Taylor-Entwicklung bzgl. des neuen Zustandsvektors y

d 0z R of 0= of 9
H_t.Z(y) y=Yo * 5; ¥Y=Yo (y - yO) - f(z (y)’ S) ¥y=yo * (.3—2‘ 5;) y=Yo ¥ =yo) + 8s | y=vo (s = s0) + 0%
. oz "' of 0z 9z "' of 9
- Ay = (5 5 a—y-) v=vo Ay + (a &) v=vo As+ O

= Jolad| Ay +J71B| As+O?
Y=Yo y=yo
s:So 8=8g
= J7l(te)A(tk)J (tk) Ay (t) + J 1 (tk) B(ts)As(t) + O%.
Ist € Eigenvektor zum Eigenwert A der Systemmatrix A(ty), d.h.

Ate) £ = A&,
dann ist  := J~!(t) € nach

JTHER)AR) T ()= T (ER) At )E = AT (E)E= A C

Eigenvektor zum selben Eigenwert A der Systemmatrix J~!(tx)A(tx)J (tx). Eine nichtlineare Zustandstransforma-
tion eines nichtlinearen dynamischen Systems bewirkt somit eine Ahnlichkeitstransformation der Systemmatrix
des zugehérigen linearisierten dynamischen Systems. Dabel bleiben die Eigenwerte der Systemmatrix (und damit
ihre algebraische Vielfachheit) invariant. Dasselbe gilt auch fiir die geometrische Vielfachheit, unter der Annahme
einer reguldren Jacobimatrix J(ty), da die Anzahl der linear unabhéangigen Eigenvektoren sich durch Multiplika-
tion mit einer reguldren quadratischen Matrix nicht andert. :

4. Zum Stabilitdtsverhalten linear(isiert)er TNDgIS

a
Wenden wir uns zunachst dem (Xe, Ve, §eb)-TNDgIS zu. Nach Satz 6.1 sind die Eigenwerte der Systemmatrix fiir
das Stabilitiatsverhalten linearer, zeitinvarianter Systeme von zentraler Bedeutung. Aufgrund der Blockdreiecks-
struktur der zugehorigen Systemmatrix von Seite 55 sind nach Satz A.2 die Eigenwerte der Systemmatrix mit
den Eigenwerten der Diagonalblocke identisch. Wie bereits besprochen wurde, bringt diese Blockdreiecksstruktur
zum Ausdruck, daf in der gewahlten Parametrisierung die Orientierungsdifferentialgleichungen unabhéngig sind
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von Position und Geschwindigkeit, wihrend die Differentialgleichungen fiir Position und Geschwindigkeit von den
Orientierungsparametern abhéngen. '

Wir betrachten deshalb zunichst den unteren (4x4)-Diagonalblock A4 in der Systemmatrix des linearisier-
ten (Xe, Ve, fen)-TNDglS von Seite 55. Sollte sich fiir dieses unabhéngige Teilsystem die Ljapunov-Instabilitit
bzgl: Fehlern in den Anfangswerten ergeben, so wiirde sich diese auch auf das davon abhéngige Teilsystem fiir Po-
sition und Geschwindigkeit iibertragen, da die resultierende Orientierung verwendet wird, um die Beobachtungen
der Beschleunigungsmessertriade ins kartesische erdfeste Bezugssystem zu transformieren und Orientierungsfehler
demnach Fehlbeschleunigungen nach sich ziehen wiirden.

Fiir den unteren (4x4)-Diagonalblock A4 ist das Stabilitatsverhalten eindeutig. Es gilt der

Satz 6.3 :
Die Eigenwerte der Systemmatrix

0 —~Wib, —wip,  —(Wiby — Wie)
CAa= 1 Wiby 0 Wibs + Wie ~Wib,
2 Wiby —(wibs + wie) 0 Wib,
Wiby — Wie Wiby —Wib, 0

des Orientierungsdifferentialgleichungssystems in Quaternionenparametrisierung

L | R .
Gep = 5 (deb Wip — Wie Geb)
lauten
. 1
A1,2,3,4 = ﬂ:gi(wie + ||wip)|2) -
Algebraische und geometrische Vielfachheit der Eigenwerte stimmen iiberein. |

Beweis von Satz6.3:
Das charakteristische Polynom zum vierdimensionalen Diagonalblock A4 lautet

1 1
det(As = M) = A + 54° (Wl + [lwaoll®) + 5 (Wi = llwisl[2)” = 0
Da es sich um ein quadratisches Polynom in A% handelt, ist die Berechnung der Quadratwurzeln

: (wie = [|win]l)?

AIZ_ 4

trivial. Die vier Eigenwerte des Diagonalblocks resultieren daraus zu
1.
Az = 5 (Wie £ |lwinl])

Die Systemmatrix A4 ist schiefsymmetrisch, d.h. A?; = —Ay4. Dann ist ¥ := tA, hermitesch, d.h. 3T =%
Hermitesche Matrizen haben reelle charakteristische Wurzeln und ein vollstandiges Orthonormalsystem von El-

gényektoreh (s. z.B. [Gantmacher(1986)]). Ist §; Eigenvektor zum reellen Eigenwert p; der hermiteschen Matrix
%, d.h.

L2&E=mE (5:114) ’

so ist §; Eigenvektor zum imaginiren Eigenwert \; = —iy; der schiefsymmetrischen Matrix As4. Damit besitzen
alle schiefsymmetrischen Matrizen imaginire Eigenwerte und ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigen-

vektoren.

Korollar6.4: :
Das an den Sensordaten linearisierte Or1entJerungsd1ﬂ'erentJaIgIeIChungsystem in Quatermonen parametrisierung

—

Geo = 5 (b Wit — Wie Geb)

o |

ist Ljapunov-stabil, _ n
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Beweis von Korollar 6.4 :

Konsequenz aus Satz 6.3 und Satz 6.1.

Anmerkung6.4: Natiirlich lassen sich die Aussagen von Satz 6.3 und Korollar 6.4 auch auf Orientierungsdiffe-
rentlalglelchungen in Quaternionenparametrisierung zwischen beliebigen Bezugssystemen verallgemeinern. Dies
ist auch eine Folge von Satz 6.2. n

Die Unabhéngigkeit der Orientierungsdifferentialgleichung von Position und Geschwindigkeit bringt zum Aus-
druck, dafl im Falle eines nicht mit anderen Sensoren kombinierten Trigheitsnavigationssystems nach der An-
fangsorientierung die Orientierung alleine durch Verwendung der Kreiseldaten unabhéingig von Position und
Geschwindigkeit iiber einen beliebig grofien Zeitraum vorprozessiert und als gegeben betrachtet werden kann. Ist
die Orientierung in diesem Sinne gegeben, so folgen Position und Orientierung durch Losen des resultierenden
linear(isiert)en, sechsdimensionalen, inhomogenen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung, wobei die zugehorige
Systemmatrix

0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1 0
0
0

wi23 + Vie Wie + Va:y Vzz 0 2wie
2w
0

Ag = (6.6)

—Wie + Voo Wi+ Viy Vi ie 0
‘/ZI V:Zy ‘/ZZ 0

OSCOO R OO

mit ‘dem oberen (6x6)-Diagonalblock Ag der 10-dimensionalen Systemmatrix des linearisierten . (Xe, Ve, Geb)-
TNDgIS iibereinstmmt. Die Untersuchung des Eigenraumes dieses oberen Diagonalblocks gibt nach Satz 6.1
Aufschluf8 iiber die Ljapunov-Stabilitdt von Linearkombinationen aus Positions- und Geschwindigkeitskompo-
nenten,

Die Koeffizienten im charakteristischen Polynom einer Matrix A

A=A = (=034 pa; (=N 41 L 4 agima1 (—A) + @dima =0 (6.7)

kénnen mit Hilfe der Hauptminoren (Hauptunterdeterminanten) von A ausgedriickt werden (s. z.B. [F.R. Gant-
macher (1986)]), genauer

a; = Summe der Hauptminoren i-ter Ordnung von A. (6.8)

Unter Vernachlidssigung der zeitlichen Anderung der Erddrehrate3), d.h. wie = 0, folgen die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms 6.7 des linken oberen (6x6)-Diagonalblocks A der Systemmatrix des linearisierten
(Xe, Ve, §en)-TNDgIS zu

ai = 0  (Spurfreiheit des Diagonalblocks!) (6.9)
62
a; = —Spur (6 5V (x )) +2w? = 2wl >0 (6.10)
3
43 = —2wie(Vay — Vys) = 0 (6.11)
— V:L‘:L‘ V:L‘y V:t::t: V:t:z Vy Vyz _ 2 4
ag = I Ve Vi l v v |t Ve V.. 3Vawi, + wi, (6.12)
_ . V:L'y Vs _ Vym‘ V _ )
a5 = 2wie ( Vo Vi, I V.. V ) =0 (6.13)
— 82 2‘ 8 2 Ve V:z:z Vyy Vyz 4
a6 = - B_XiV(x) + Qie - —6—V( ) Wie Ve Vi, + sz |7 - ‘/zzwie- (614)

Aus der Symmetrie der Hessematrix des Gravitationspotentials folgt im vorliegenden Fall, daf alle Koeffizienten
mit ungeradem Index Null sind und das charakteristische Polynom in A vom Grad 6 somit degeneriert zum
kubischen Polynom in A2

3)Die von wie beigetragene Information ist unterhalb der Rauschgrenze der in der Trigheitsnavigation eingesetzten inertialen
Sensoren und damit nicht praxisrelevant.
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Vie Viy
Vyx Vyy

VJJ.’E V.’EZ
Vie: Via

V?!?! V?!Z

iz-~V(x) + Q4
2y Vaa 2 e

ox
Das kubische charakteristische Polynom in A? hat entweder eine reelle und zwei konjugiert komplexe oder drei
reelle Nullstellen. Seien |c| (cos po = i sin ) Nullstellen des kubischen charakteristischen Polynoms in A2, Dann
sind die Quadratwurzeln :t\/|?| (cos £2 + i sin %2) Nullstellen des charakteristischen Polynoms vom Grad 6 in A
und damit Eigenwerte des oberen Diagonalblocks. Um der notwendigen Bedingung Re();) < 0, Vi € {1,2, .. ., 6},
fiir Ljapunov-Stabilitit nach Satz 6.1 zu geniigen, diirfen somit nur imaginére Nullstellen des charakteristischen
Polynoms vom Grad 6 in A und somit nur nichtpositive Nullstellen des kubischen Polynoms in A? auftreten.

A6+2w,?ex*+< + =0. (6.15)

i

- 3szwize + w?e) ’\2_

Satz6.5:

Das Teilsystem fiir Position und Geschwindigkeit des linearisierten (X, Ve, §eb)- TNDgIS — unter Vernachlassigung
der zeitlichen Anderung der Erddrehrate, d.h. ;e = 0 — ist niemals asymptotisch Ljapunov-stabil, d.h. der linke
obere (6x 6)-Diagonalblock A¢ des linearisierten (Xe, Ve, qeb)-TNDgIS hat niemals ausschliefilich Figenwerte mit
negativem Realteil. Ist das Teilsystem Ljapunov-stabil, so sind alle Eigenwerte des linearisierten (Xe, Ve, §eb)-
TNDglS imaginar. : =

Mittels der Substitution A? = y? — 2w, erhalten wir ein kubisches Polynom in y? in reduzierter Form (d.h. ohne
4
p*-Term)

2 a 23
pS +ap?+b:=p+ (a4——a—32) u2+(a6—- 2a4+ﬂ) =0. (6.16)

Die (Kubik-)Wurzeln eines kubischen Polynoms lassen sich mit Hilfe der Cardanoschen Formel (s. z.B. [W. Heit-
zinger et al.(1985)]) — aufgrund einer Nebenbedingung — nur formal explizit angeben. Es gilt jedoch

Satz 6.6 (s. [W. Heitzinger et al.(1985)]):
Gegeben sei das kubische Polynom 22 + az + b = 0 mit reellen Koeffizienten.

Dann treten fiir
b\ 2 a\®
p=(3) +(5) <

3 voneinander verschiedene reelle Nullstellen, fiir

 OROEER

eine reelle Doppel- und eine reelle Einfachwurzel, fiir -

b\ 2 a\’®
D = (5) +(§> =0 A a=0 A b=0

eine reelle Dreifachwurzel und fiir ) 5
b a
D= <§> + (g) >0

eine reelle Wurzel und ein Paar konjugiert komplexer Wurzeln auf. [ ]

Natiirlich iibertragen sich diese Aussagen, wie man aus der Substitution A? = p? — 2w}, erkennt, entsprechend
auf das kubische charakteristische Polynom in A2

Kénnen wir neben D < 0 noch eine Bedingung angeben, welche aus der Menge der reellen, evtl. mehrfachen Null-
stellen eines kubischen Polynoms nur die nichtpositiven zuléft, so haben wir ein hinreichendes Kriterium dafiir,
daB kein Eigenwert mit positivem Realteil auftritt bzw. ein notwendiges Kriterium fiir Ljapunov-Stabilitat (al-
gebraische und geometrische Vielfachheit miissen nicht iibereinstimmen). Geben wir dagegen neben D < 0 noch
eine Bedingung angegeben, welche aus der Menge der reellen, verschiedenen Nullstellen eines kubischen Polynoms
nur die negativen zulift, so haben wir ein hinreichendes Kriterium dafiir, daBl kein Eigenwert mit positivem Re-
alteil oder mehrfacher Eigenwert identisch null auftritt bzw. ein hinreichendes Kriterium fir Ljapunov-Stabilitat
(algebraische und geometrische Vielfachheit miissen iibereinstimmen).

Satz 6.7 (Zeichenrregel von Descartes):
Die Anzahl der positiven Wurzeln eines Polynoms

p(z) = boz" +b1z" 1 ..+ bar@ by, bobi,... byt by ER
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ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge ihrer Koeffizienten, by, b1,...,ba_1,b,, oder um eine ganze
Zahl kleiner. n

In der Koeffizientenfolge 1, 2w, a4, as des kubischen charakteristischen Polynoms in A2 kénnen ~ in Abhingigkeit
der verwendeten Realisierung des Eétvés-Tensors — maximal zwei Zeichenwechsel auftreten. Es folgt der

Satz 6.8 :
Fiir den oberen (6x 6)-Diagonalblock As im linearisierten (x., Ve, §es)-TNDgIS (mit ;. = 0) gilt:

1. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von sechs verschiedenen imaginiren Eigenwerten (hinreichen-
de Bedingung fiir Ljapunov-Stabilitat) ist

D<O0 A a20 A as>0

2. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von sechs (teJIwelse mehrfachen) imaginiren Eigenwerten
(notwendige Bedingung fiir Ljapunov-Stabilitit) %) ist

DS0 A ag >0

3. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Eigenwertes mit posmvem Realteil (hinreichende Be-
dingung fiir Instabilitit) ist
D>0

Wie wir im vorletzten Abschnitt gesehen haben, wachsen Fehler in den Anfangswerten im Falle mehrfacher
imagindrer Eigenwerte mit groferer algebraischer als geometrischer Vielfachheit polynomial und im Falle von
Eigenwerten mit positivem Realteil exponentiell mit der Zeit. :
Zweck der folgenden drei Beispiele ist es durch zusitzliche Vereinfachungen einen Spezialfall zu kreieren, welcher
noch eine analytische Untersuchung erlaubt und bzgl. dessen der allgemeine Fall als nur leicht gestort betrachtet
werden kann. Weist dieser Spezialfall ein eindeutiges Stabilitatsverhalten auf, so kann daraus geschlossen werden,
~daB kleine Stérungen dieses nicht verindern und es somit auf den allgemeinen Fall iibertragen werden kann. Die
Ubertragbarkeit — d.h. die Robustheit des Eigensystems gegen kleine Stérungen — ist numerisch zu gewahrleisten.

Beispiel 6.1 (gleichférmig rotlerende Erde und (lokal) homogenes Gravitationsvektorfeld):
Vereinfachungen:

2
-(,g(—z(%(x) +Vi(x)) =0 und w;. =0
Systemmatrix:
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
Ac 0 0 0 0 0 1
SRl WE 0 0 0 2w O
0 wi 0 —2w; 0 0
0 0 0 0 0 O

reelle Koeffizienten des kubischen charakteristischen Polynoms in A? (Hauptminoren):

az = 2w,-2e , Q4= w?e , ag=20
Hilfsgrofen:
. 1, 8 o0 21, 4.\ . .
D= —3Wie + —= 77 + FWie ™ g¥Wic | = 0 — mehrfache reelle Nullstelle
a as— % = —iw} ’
3 26 32 “f, —= reelle Doppel- und Einfachkubikwurzel
b = as— %+ 32 “TWie )

4 Wie wir im vorletzten Abschnitt gesehen haben, ist das Teilsystem hier genau dann Ljapunov-stabil, wenn algebraische und
geometusche Vielfachheit der mehrfachen Eigenwerte iibereinstimmen.
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kubisches charakteristisches Polynom in A2:

A+ 2WE AT +wi A% = A% (M + 2wEN +wl) =0

ie

Kubikwurzeln A}(i = 1,2, 3):

2 _ 2 _ 2
AP=0 , /\2,3—“‘%

Eigenwerte des Diagonalblocks ); (i = 1(1)6):

Mp2=0 , Aga=+4iwie , As6=—1wWi
Es resultieren demnach drei imaginire Eigenwerte der algebraischen Vielfachheit zwei. Dies ist notwendig, aber
nicht hinreichend fiir die Ljapunov-Stabilitit des Teilsystems.
Mittels der Eigenwerte ); errechnen sich die korrespondierenden Eigenvektoren zu

0 1 . 1

0 i —i

X o= 1 _ 0 _ 0
1,2 = 0 y X34 = iWie y X566 = —iw;,
0 —Wie —Wie

0 0 0

Die geometrische Vielfachheit der drei Eigenwerte (der algebraischen Vielfachheit 2) ist fiir %W(x) = 0 dem-
‘nach jeweils nur eins und das Teilsystem deshalb Ljapunov-instabil. Fehler in den Anfangswerten wachsen linear
mit der Zeit. n

Beispie16.2 (nichtrotierende Erde und radialsymmetrisches Gravitationsfeld):

Vereinfachungen:
3172—T2 3z Tz
52 = ™, = : 52
___.Ve(x) =GM 3zy Sy —r” 3yz mit 7 :=\/x2 +y2 +z2 , _—‘/t(x) =0 -und d)ie =0
6)(2 7S r 55 6x2
3zz 3yz 3z°—p2 .
rS rs r
Systemmatrix:
0 0 0 1 00
0 0 0 010
0 0 0 0 01
As= | salor? S o000
8sy w3z g g
_,'275_3 %ygz_ 3zr-$—r 0 0 0

reelle Koeffizienten des kubischen charakteristischen Poiynoms in A2 (Hauptminoren):

, 2 3
ax=0 , a4=—3(~q—1}£> = -3w} | a6=—2<gﬂ> = —2w8

r3 8

mit der Schuler-Winkelgeschwindigkeit w, := %4—
Hilfsgrofien:

D= (—wff)2 + (—wf)3 =0 — mehrfache reelle Nullstelle

as— % —3w} '
4T3 g 8 — reelle Doppel- und Einfachkubikwurzel
b = as—-*+ 5 = —wa : '

kubisches charakteristisches Polynom in A%:

A%~ 3wir? — 208 =0

Kubikwurzeln A\2(i = 1,2, 3):

2 _ 2 2 _ o 2
/\1,2—"‘*’3 ;A3 = 2wy
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87

Schuler-Periodendauer in min

6350 6400 © 8450 6500
rinkm .

Abbildung 6.1: Schuler-Periodendauer

Eigenwerte des Diagonalblocks A; (i = 1(1)6):

A1,2 = '—iws 3 A3,4 = +iw3 ) /\5 =- 2603 3 ’\6 = +\/§ws

Es resultieren demnach zwei imaginére Eigenwerte der algebraischen Vielfachheit zwei und zwei reelle Eigenwerte
der algebraischen Vielfachheit eins. Da ein reeller Eigenwert positiv ist, ist das Teilsystem fiir Position und
Geschwindigkeit Ljapunov-instabil. '
Eigenvektoren des Diagonalblocks x;(z = 1(1)6):

Mittels der Eigenwerte A; errechnen sich die korrespondierenden Eigenvektoren zu

—12 —1y \ ( iz
0 i 0
iz 0 —ix
X = —wyz y Xz = —w,y y X3 = —wyz 3
0 W 0
WsT 0 ) \ WsT
7] -z \ [ =z
—iz -y y
0 —z z
X4 = —WwsyY » X8 = V2w, » X6 = V0w, .
ws V2w,y Vowsy

0 Vow, z / K V2w, z

Fiir die Eigenwerte der sechsdimensionalen Systemmatrix stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit

demnach iiberein, d.h. es exisitiert ein vollstandiges System von Eigenvektoren. Die Systemmatrix ist diagonali-
sierbar.

Identifikation der instabilen Komponente:
Das Teilsystem fiir Position und Geschwindigkeit des linear(isiert)en (x., Ve, §es)-TNDgIS ist von der Form

Az(t) = AgAz(t) + b(t) mit dem Anfangswert Az(to) = Az

Die allgemeine Losung dieses inhomogenen Systems folgt als Summe der allgemeinen Lésung des homogenen
Systems und einer partikularen Lésung des inhomogenen Systems zu

t
Az(t) = eds(t=t) Az, + /BAG(t_T)b(T)(lT

to .

Unter Ausnutzung der Diagonalisierbarkeit folgt mit X = (xi,x3, X3, X4, X5, Xs) nach Satz 6.1

Az(t) = X diag, (e—iws(t—to)’e—iws(t—to),e+iws(t—to)’e+iws(t—-tu),e—ﬁws(t—tg)’€+\/§w,(t—to)> X! Azg



76 : KAPITEL 6: Stabilititsanalyse

t
+/X diag, (e-—iws(t—r)’e—iw,(t—r)’e-f-iws(t—T),e+iw5(t—-r))e——\/fws(t—r),e-{-\/fws(t—T) x-1! b(T) dr
to
Mit Hilfe der Basistransformationen Azo = X A(, und b = X - Anfangswert und Inhomogenitat werden in der

Eigenbasis reprasentiert — folgt schlielich

Az(t) = (e—iws(t"‘to)xl’ e—iws(t"o)xZ’ etiws(t=to) etiws(t=th)y e—ﬁws(t—to)xsj e+\/5‘“'.(“‘°)x6) A,

t
+/ (e—iws(t—r)xl’e—iws(t-—r)x%e+iw3(t'—r)x3,e+iws(t——r)x4’e—\/iw,(t-—‘r)XS,eﬂ-ﬁws(t—r)xs) AG'(T) dr
to

Betrachten wir die Basistransformationen XA, = Az, als lineares algebraisches Gleichungssystem und Losen
dieses zur Bestimmung von Ay, so folgt fiir den zeitlich exponentiell wachsenden Summanden der Ldsung

1< Axolx > 1 <Avolx>
Ao = 3 2 + o, 2 .

Enthalten die Anfangswerte demnach radiale Orts- und/oder Geschwindigkeitsfehler, so wachsen diese zeitlich
exponentiell an! Dasselbe gilt fiir radiale Fehler in der Inhomogenitét (Einfluf8 der Sensordaten). n

Beispiel 6.3 (gleichférmig rotierende Erde und radialsymmetrisches Gravitationsfeld):
Vereinfachungen:

) 32212 3_1:# 3_:1:55 )
a . rs z r a :
a5 Ve(x) = GM 3oy gy%rf B , th(x) =0 und wi=0
ox 322 Jyz 3302 x
7'5 7'5 7'5
Systemmatrix:
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
A6 2 3z2-r? 3zy 3zz
Wie + s 75 s 2 -5 0 2wie 0
3z wi, + 2 % —2wie 0 0
# W= 0 000

reelle Koeffizienten des kubischen charakteristischen Polynoms in A? (Hauptminoren):

as = 2wk , ays=wi —3wliw?(3 sinf¢—1)—3w; , as= ~wlwi (3sin? ¢ — 1) + wiw?, (3 sin? ¢ +1) — 2w}
mit der sphirischen Breite ¢, sin ¢ := Z, und der Schuler-Winkelgeschwindigkeit w; := GTQ’I .
Hilfsgrofien:
= a4— 5;‘ = —lw} - 3wiw?(3sin®¢ —1) — 3w}
, 3
b o= ag— 2% 422 = —Zuf — 208+ 3wlwi(l+ sin? ¢) + whw?(3sin ¢ — 1)

Wie man aus Abbildung 6.1 erkennt, ist die Schuler-Periodendauer von nautischen bis avionischen Anwendungen
viel kleiner als die Periodendauer der Erdrotation und somit

Wi >> wie baw. w; & 1Twie

‘Demzufolge ist das vorliegende Beispiel gegentiber Beispiel 6.2 nur leicht gestort (im Sinne geringfiigig gestorter

Koeffizienten des charakteristischen Polynoms) und somit auch die zugehdrigen Eigenwerte nur leicht gestort,
Demnach ist ein positiver reeller Eigenwert bzw. Ljapunov-Instabilitat zu erwarten. : :
kubisches charakteristisches Polynom in A2 ' ’ :

b +a3/\4 +CL4A2 + ag =0
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Kubikwurzeln A?(¢ = 1,2, 3) mittels Cardanoscher Formel:

VA2=u+v:\a/"g+\/m+\3/_%'m ‘k

Infolge der Dreideutigkeit der Kubikwurzeln ergeben sich. formal neun Kombinationsméglichkéit‘en, wobei nur

diejenigen drei zulassig sind, fiir welche uv = —£ gilt. Hat man ein Paar von Kubikwurzeln u; und v; ausgewahlt,
fiir welches uyv; = — 3 gilt, so folgen die verbleibenden beiden Kubikwurzeln durch Drehung‘_um 120° bzw. 240°,
d.h. 4
~14+iV3 - -1—iV3
g =uy———— und vy =v;———— |
2 2
—1-4/3 - =1+44V3
Uus :ul——2—f und U3 201——2——

Die Kubikwurzeln ergebén sich dementsprechend zu

A= uw+tu
_ . 13
/\g = Us+ve=1u 123\/54"01 22\/3
—-1-4v/3 ~1+4/3
A3 =, uz+vs =1y 2\/_+1)1 2\/_

Figenwerte des Diagonalblocks A; (i = 1(1)6):

AMez=EVurtv , dsa=tVus+v; , dse=+Vuz+ vs

Die Gréflen ay,a6,a,b und D sind bivariate Polynome in sin ¢ und w; bzw. r und in den Abbildung 6.2 bis 6.6

visualisiert.
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Abbildung 6.2: Koeffizient d4 des charakteristischen Polynoms

Zunéchst ist festzuhalten, daB keine der GroBen aus den Abbildungen 6.2 bis 6.6 iiber dem geplotteten Bereich
das Vorzeichen wechselt und alle negativ sind. Aus D < 0 folgt nach Satz 6.6, daf drei voneinander verschiedene
reelle Nullstellen des kubischen charakteristischen Polynoms in A? auftreten und aus ag = 1 > 0,ay = 2wl >0
und a4 < 0, ag < 0 aus Abbildungen 6.2 und 6.3 nach der Descartesschen Zeichenregel die Existenz einer positiven
Nullstelle des kubischen charakteristischen Polynoms in A2. Die Quadratwurzeln der beiden nichtpositiven reellen
Nullstellen des kubischen charakteristischen Polynoms in A? fiihren demnach zu vier imaginiren Nullstellen des
charakteristischen Polynoms vom Grad sechs in A und die positive reelle Nullstelle des kubischen charakteristi-
schen Polynoms in A? auf eine negative und eine positive reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms vom
Grad sechs in \. Aus der Existenz des positiven reellen Eigenwertes folgt die Ljapunov-Instabilitit des Teilsystems
fiir Position und Geschwindigkeit.
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Abbildung 6.3: Koeffizient as des charakteristischen Polynoms
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Abbildung 6.4: Koeffizient a des reduzierten charakteristischen Polynoms
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Abbildung 6.5: Koeffizient b des reduzierten charakteristischen Polynoms



4. Zum Stabilitdtsverhalten linear(isiert)er TNDglIS 79

~-37
€ .x10
£o
o
Q
79
Q
B -2}
N B
% -2 2
=-3 )i
[l e L
=5 6500 ‘N_‘-4
0 6450 %
05 0 . X
1 6350 rinkm. a o 0.5 1

sin(sph. Breite) sin(sph. Breite)

Abbildung 6.6: Diskriminante D

Numerisches Beispiel fiir einen Punkt im Raum Stuttgart unter Verwendung von WGS-84-Konstanten:
| A=9° |, p=48° ,l‘h=0m
= A}=-16789 - 107° , A2=-1.4102-107% , A2=+3.0891 - 10~°
= AN~ -w!=-15448 - 107° und A}~ 2! =+3.0895 - 107

Dieses numerische Beispiel belegt exemplarisch die Ubertragbarkeit der Ljapunov- Instabilitat des vorhergehenden
Beispiels auf das vorliegende. D.h. die Beriicksichtigung der Erdrotation kann gegeniiber der Existenz eines Zén-
tralfeldes der Gravitation als kleine Stérung betrachtet werden, welche das Stabilitatsverhalten nicht qualitativ
verdndert,. ‘

Ebenso stellen die Erdrotationsverzégerung w;. und zusitzliche (die Abweichung des Gravitationsfeldes vom
Zentralfeld beschreibende) Terme im Eétvés-Tensor kleine Stoérungen dar, welche das Stabilititsverhalten nicht
qualitativ verandern. ‘ [ ]

Zusammenfassend wurde die Ljapunov-Stabilitit der linearisierten Quaternionen-Orientierungsdifferentialglei-
chungen bzgl. Fehlern in der Anfangsquaternion (-orientierung) und die Ljapunov-Instabilitit der Positions- und
Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen bzgl. Fehlern in den vertikalen Komponenten von Anfangsposition und
-geschwindigkeit gezeigt. Fehler in den horizontalen Komponenten von Anfangsposition und -geschwindigkeit
bleiben dagegen beschrinkt.

Anmerkung 6.5 : Verwendet man anstatt dem linearisierten (X, Ve, §es)-TNDglS als Ausgangsbasis das linea-
risierte ((, ¢, h)T , Vh, des)-TNDgIS, so ist eine analoge Betrachtung aufgrund der Kompliziertheit des oberen
(6x6)-Diagonalblocks (alle Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind verschieden von Null) nicht mehr
ohne weiteres méglich®). Zur Gewahrleistung der Lésbarkeit wiren somit zusitzliche, d.h. {iber das MaB obiger
Ausfiihrungen hinausgehende, Vereinfachungen zu treffen, was jedoch die Giiltigkeit des Ergebnisses einschrinkt.
Aufgrund der bewiesenen Transformationsinvarianz ist jedoch eine Ubertragung der erhaltenen Aussagen auf

‘diese Parametrisierung i.a. problemlos moglich.

In [E.-W. Grafarend(1989)], [K.P. Schwarz(1986)], [K.P. Schwarz; A.A. Vassiliou(1985)] und [A.A. Vassiliou;
K.P. Schwarz(1985)} wurden fiir den Fall der Parametrisierung in ellipsoidnormalen Positionskoordinaten und
der Verwendung multiplikativer Kardan-Winkel Eigenwert- und -vektorberechnungen durchgefiihrt, wobei diesen

- im Vergleich zu den Ausfiihrungen dieses Abschnitts — zusétzliche Vereinfachungen (z.B. stationire Navigati-
onsphase und spezielles Signal der Akzelerometertriade) zugrundeliegen. Dementsprechend ergeben sich trotz der
bewiesenen Transformationsinvarianz abweichende Ergebnisse. n

Anmerkung6.6: Aufgrund der Positions- und Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Koeffizientenmatrix Q5 bzw.
Koeffizientenquaternion &;; sind im Falle des ((/\,cp,h)T,vh,q;.b)—TNDng Positions-, Geschwindigkeits- und
Orientierungsdifferentialgleichungen vollstindig gekoppelt. Die unabhéngigen gep- haben gegeniiber den positions-

%) Der norwegische Mathematiker Niels Henrik Abel bewies 1826, daB eine allgemeine Auflésung algebraischer Gleichungen von
hoherem als 4. Grad durch Wurzelziehen unmdglich ist (s. z.B. [H. Tietze(1985)], [W. Heitzinger et al.(1985)]). C.F. GauB merkte
diesen Sachverhalt bereits 1799 in seiner Dissertation an, blieb jedoch den Beweis schuldig.
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und geschwindigkeitsabhéngigen §xp-Hamilton-Orientierungsdifferentialgleichungen den Vorteil, daf8 eine (auf-
grund von Instabilitit) divergierende Position oder Geschwindigkeit sich nicht negativ. auf die Genauigkeit der
Orientierung auswirken kann. m

5. Zum Stabilititsverhalten nichtlinearer TNDglS

Bislang haben wir das Stabilitdtsverhalten linear(isiert)er TNDglS bzgl. fehlerhafter Anfangswerte betrach-
tet. Sensorfehler entsprechen Koeffizientenfehler und diese generieren eine fehlerhafte Trajektorie. Da das li-
near(isiert)e TNDgIS nur lokal giiltig ist, wird in kurzen Zeitabstinden am aktuellen Zustand erneut linearisiert.
Dadurch finden sich am Beginn jedes Schnttes alle seit der Anfangsorientierung kumulierten Fehler im Anfangszu-
stand wieder. Die Instabilitit des Vertikalkanals ist in diesem Sinne iibertragbar auf das zugehérige nichtlineare
TNDglS und aufgrund der Zustandstransformationsinvarianz auf diverse andere Parametrisierungen. Es kann
jedoch nicht zwingend von der Stabilitit der horizontalen Zustandskomponenten auf die Stabilitit der entspre-
chenden Komponenten des nichtlinearen TNDglS geschlossen werden. Dasselbe gilt fuer die Ubertragbarkeit des
bei der Untersuchung der linearisierten Quaternionen- -Orientierungsparameterdifferentialgleichung gefundenen
Stabilititsverhaltens auf den allgemeinen Fall mit zeitvarianten Koeffizienten. Der vorliegende Abschnitt dient
u.a. dem Beweis, daf Orlentlerungsparameterd1ﬂ'erent1algle1chungen stabil sind beziiglich einer fehlerhaften An-
fangsorientierung, was in Ubereinstimmung mit den anhand der linearisierten Gleichungen gefundenen Ergebnisse
steht.

Die explizite Untersuchung des Einflusses von Fehlern im Systemeingangsvektor (d.h. in den Sensordaten) erfor-
dert die Riickkehr zum global giiltigen nichtlinearen TNDglS. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Orientierungs-
dlﬁ'erentlalglelchung Res(t ) = Res(t)Qis(t) — Qie(t)Res(t) von Position und Geschwindigkeit und ihrer einfachen
Struktur bilde sie den Ausgangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts. Ist die Losung der Orien-
tierungsdifferentialgleichung instabil bzgl. einer Fehlerquelle, so wird der von der Akzelerometertriade registrierte
Beschleunigungsvektor in den Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen falsch orientiert, woraus eine Fehlbeschleu-
nigung resultiert, welche zur Divergenz von Geschwindigkeit und Position fiihrt. Neben Fehlern in der Anfangs-
orientierung (Anfangswert fiir Rotationsmatrix beschreibt nicht die tatsdchliche Anfangsorientierung, Stérung
der Orthogonalitit®) und Normierung) stehen v.a. (systematische und/oder zufillige) Fehler im von der Kreisel-
triade registrierten Winkelgeschwindigkeitsvektor (z.B. Bias, Drift oder Rauschen) im Mittelpunkt nachfolgender
Untersuchungen.

Zur Klarung der unterschiedlichen Auswirkungen der angesprochenen Fehlerquellen dient nachfolgender Satz und
sein Beweis. " :

Satz6.9:
Die Lésung der SO(3)-AWA

Reb(t) = Rep(t)Qs(t) — Qic(t)Res(t) , Reb(to) = Res,
mit O = —Q;;, und QF, = —Q;. ist (global)
_ o stabil bzgl. eines fehlerhaften Anfangswerts fiir die Rotationsmatrix und

" o instabil bzgl. fehlerhafter Koeflizientenmatrizen (Winkelgeschwindigkeiten).

Beweis von Satz6.9:
Sei Rey(t), fiir t > to, Losung der ungestérten AWA

Rep(t) = Reb(t)Quv(t) — Que(t)Res(t) ,  Reb(to) = Reby,
mit Qp(t) = QL (t) und Q.(t) = —QL(t),
Wie im-Béweis von Satz 2.5 gezeigt wurde, ist

Rep(t) = R:TI; (t) Reb, Rip(t)

8)Die Nichtorthogonalitit der Anfangsorientierung tritt natiirlich bei ‘Verwendung einer Parametrisierung der SO(3)-Gruppe nicht
in Erscheinung.
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Losung der ungestorten AWA, wenn R;(t) und R;y(t) Losungen der ungestérten AWA

" Riet) = Rie(t)uelt) , Riclto)=1I und
Ris(t) = Rup(t)Qus(t) , Rilto)=1I

sind. Nach Satz 2.4 gilt dann (Rep, €SO(3))
Rie(t)’ R‘ib(t))Reb(t) € SO(3) Vi Z to

(a) Fehler im Anfangswert fiir die Rotationsmatrix:
Sei Reb( ), fiir t > to, Losung der AWA mit gestortem Anfangswett und ungestdrten Koeflizientenmatrizen
( kae]geschwdegkeJten)

Rep(t) = Rep(t)Qis(t) — Qe ) Bep(t) »  Revlto) = Ry
mit Qu(t) = —Q%(t) und Qi(t) = —QL(@).

Wie im Beweis von Satz 2.5 gezeigt wurde, ist
Reo(t) = RL() Rev, R ()

Lésung dieser gestorten AWA, wenn R;e(t) und R;y(t) Losungen der ungestérten AWA

)
Rie(t) = Rie(t)Qie(t) y Rie(t()) =13 und
Ris(t) = Ru(t)Qus(t) , Rulto)=1Is

sind. Nach Satz 2.4 gilt dann '
Rie(t), Rin(t) € SO(3) Vit >1o

Wir nehmen an, daf Rebn sowohl durch strukturelle Fehler im Sinne nicht orthogonaler und normier-
ter Zeilen- bzw. Spaltenvektoren, als auch durch Orientierungsfehler im Sinne einer Abweichung zwischen
tatsachlicher und modellierter Orientierung gestort ist.

Durch Subtraktion der Lésung der gestérten und der ungestb'rﬁen AWA folgt

Res(t) = Reo(t) = BL() (et ~ Reso) Rio(t)

und daraus _ ' o

| Reb(t) — Rep(t)]] = || Revo — Rebol-

Als Ergebnis folgern wir, daf sich die Fehler im Anfangswert fiir die Rotationsmatrix im Sinne der verwen-
deten Norm unverstiarkt und ungedimpft fortpflanzen.

Dieses Ergebnis schliefit jedoch nicht aus, daf8 die Orthogonalitits- und Normierungsfehler zwischen bzw. in
den Zeilen- bzw. Spaltenvektoren im Anfangswert fiir die Rotationsmatrix in der Lésung der Orientierungs-
differentialgleichung nicht konstant bleiben, sondern ein dynamischer Austausch der Orthogonalitéts- und
Normierungsfehler zwischen den Zeilen- bzw. Spaltenvektoren der Lésung einsetzt, wobei natiirlich im Sinne
obiger Matrixnorm der Gesamtfehler unverandert bleibt. Aus dem Ansatz

Rep(t) RL,(t) = RE(t) Rev, Riv(t)RY,(t) RY, Ric(t)
I3 ‘

kénnen wir ablesen, daf Rey(t) nicht orthonormal ist, da fiir eine strukturell gestérte initiale Rotationsma-
trix gilt B . o

Res, ¢ SO() = RenRop, # I
und damit Rey(t)RL,(t) i.a. nur symmetrisch und nicht gleich der Identitit ist.

Die Zeitvariabilitit von Lingen und Zwischenwinkel der Zeilen- bzw. Spaltenvektoren der Lésung Rep(t)
der gestérten AWA folgt aus

d /-~ ~ L ~ 7,. 7 - T
= (R FLW) = Re®RE(0) + Res®) Res(t)

(Res)u0(®) = Quelt) Res(®)) BE(D)
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+Ren(t) (Reo(t) () — ( )
= Ra(0Qu(®RL(0) - Qielt) (Raot) RE0)
—Reb(t)Q,»b(t)R o(0) + (R (®) BL (1)) e t)
= (Ra()RE®) uel) - 2®) (R RLW) |
bzw.
L (B OR0) = Rop®Raslt) + R0 ()
- (Reb 1) (£) — Qe t)Reb(t)) Res(t)
B (t) (Reo()us(t) — sz,-e(t)fzeb(t))
= —Qu(t) (RL0) Reolt)) + BE (0 (0) Res(t)
+ (RGO Ralt)) Quslt) - sz(t)w)éeb(t)
(RE(0) Reslt)) Qus(t) — Quslt) (BL (O Res(t))

da symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen i.a. nicht kommutativ sind.

Somit fithren Orthonormalititsfehler im Anfangswert fiir die Rotationsmatrix in der Lb'sung der derart
gestorten AWA zu einem dynamischen Austausch der Orthonormalitatsfehler, wobei — wie gezeigt — der
Gésamtfehler im Sinne der verwendeten Matrixnorm konstant bleibt. Ferner ist zu ersehen, daf dieser
dynamische Austausch nicht einsetzt, wenn Ry, zwar nicht die tatsachliche Anfangsorientierung beschreibt,
aber strukturell exakt eine Rotationsmatrix ist, d.h. Rep, € SO(3).

In der Praxis 148t sich dieser dynamische Fehleraustausch durch eine prazisc Orthonormierung des initial
geschatsten Anfangswertes fiir die Rotationsmatrix (und aufgrund von Rundungsfehlern auch wiederholt
von Rey(t)) oder durch Verwendung einer Parametrisierung der SO(3)-Gruppe vermeiden.

Zusammenfassend ist somit die unverstirkte Fortpflanzung von Fehlern im Anfangswert der SO(3)-Orientie-
rungsdifferentialgleichung festzuhalten. Diese Aussage ist unabhingig von der zugrundeliegenden Dynamik,
d.h, unabhingig von Q;.(t) und Qip(t). Die Lésung der SO(3)-AWA ist somit Ljapunov-stabil bzgl. eines
fehlerhaften Anfangswertes fiir die Rotationsmatrix.

(b) Fehler in den Koeffizientenmatrizen (Winkelgeschwindigkeiten):

Sei Reb( t), fiir t > to, Losung der AWA mit ungestérter Anfangsonennetung und gestérten Koeffizienten-
matrizen ( kaelgesch windigkeiten)

Rep(t) = Rep(t)Sun(t) — Qie(t)-éeb(t) , Reb(to) = Reby
mit Qup(t) = -5 () und Que(t) = -QL(2) .
Wie im Beweis von Satz 2.5 gezeigt wurde, ist
Roy(t) = RE(t) Rebo Rin(t)
Lésung der gestorten AWA, wenn R;.(t) und Riy(t) Losungen der gestorten AWA
Rielt) = Rialt)iet) |
Ru(t) = Ra()Qa(t)
sind. Nach Satz 2.4 gilt dann
Ric(t), Ris(t), Res(t) € SO(3) Vit >t
Fiir die weiteren Ausfiihrungen nutzen wir die Tatsache, daB SO(3) bzgl. der Matrixmultiplikation eine
Gruppe ist (vgl. [N. Euler; W.-H. Steeb(1992)]).
Nunmehr setzen wir die gestérten und ungestérten Gréfien in Relation -

o) = ORia(t)Ria(t)
ia(t) = Qualt) + 6Qua(t)

0

a € {e, b}
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mit 6Riq(t) € SO(3) und QL (t) = —6Q,(t)

Damit interpretieren wir die (addmven ) Fehler auf den Koeflizientenmatrizen (Winkelgeschwindigkeiten)
0Q;e(t) und 6Q(t) als Ursache fiir die {multiplikativen) Fehlorientierungen §R;.(t) und dR;v(t), welche

fiir §Q;e(t) = 0 und §Qp(t) = 0 gleich der Identitat sind. Unter Beriicksichtigung der ungestérten SO(3)-
Orientierungsdifferentialgleichung Riq(t ) =_ ia(t)Qa folgt durch Substitution obiger Ansitze in die gestérte

50(3)- -Orientierungsdifferentialgleichung Ria(t) = Ria(t)ha die S0O(3)-Orientierungsstérungsdifferential-

gleichung
Ria(t) = 0Ria(t) Ria(t) + 0 Ria (t)Rm(i) = 0Ria(t)Ria(t) (Qua(t) +0ua(t))
= ORia(t) = 0Ria(t) (Ria()8ua(t)RE () , ac{e,b}
Hierin ist nach Satz C.4 Ri;(t)6Qsq(t) RE, (t) = —Q4; wiederum eine schiefsymmetrische Koeiﬁzientenmatrix.

Da selbst beliebig kleine, konstante Winkelgeschwindigkeitsfehler in endlicher Zeit jeden beliebigen Orien-
tierungsfehler zu generieren vermdgen, zeigen obige Beziehungen die (Ljapunov)-Instabilitit der Lésung der
betrachteten SO(3)-AWA bzgl. fehlerhafter Koefizientenmatrizen (Winkelgeschwindigkeitsfehler).

D.h. es existiert nicht fiir jedes to € R und ¢ € R* ein §(to,¢) € R, so daB gilt
~ \
wia@)l <d(tose) = [|Reb(t) = Reo(t)l] <& e210 .

AﬁmerkungG 7 : Bei ungestiitzten Einsatz eines TNS zur Orientierungsbestimmung — die Akzelerometertriade
wird nur in der Anfangsonentlerungsphase bendtigt — sind kurzfristig stabile Orientierungen aus dem (xe, Ve, eb)-
TNDng und dem ((}, ¢, h)T, v4, deb)-TNDglS zu erwarten. Langfristig gewinnen Sensor- und Linearisierungsfeh-
ler an Bedeutung. Die Berucksichtigung externer Stiitzinformation fiir Position und Geschwindigkeit (z.B. von
“single-antenna GPS”) empfiehlt sich dringend, da —~ wie zu Beginn des Abschnitts bereits dargestellt — durch
Orientierungsfehler eine Fehlbeschleunigung resultiert, welche zur Divergenz von Geschwindigkeit und Position
fithrt. Ferner sei angemerkt, daf8 nur in der radialen Komponente des von der Akzelerometertriade registrierten
Beschleunigungsvektors zwischen Orientierungsfehlern (i.a. als Folge von Sensorfehlern) und Akzelerometerfeh-
lern unterschieden werden kann. ~ u

Anmerkung6 8: Bislang ist fiir SO(3)-AWA der Form R = RQ; — (R, R(to) = Ro die Instabilitat bzgl. Feh-
ler in den Zusammenhangsmatrizen und die Stabilitdt bzgl. Fehler im Anfangswert fiir die Rotationsmatrix
gezeigt. Aufgrund der identischen Struktur der Differentialgleichungen und der dquivalenten Eigenschaften von
Matrizen- und Quaternionenprodukt verliuft eine Ubertragung der Ausfiihrungen auf H;-AWA der Form j=
dan — waq,§(te) = go vollstiandig analog. |




KAPITEL 7:
Beobachtbarkeitsanalyse

Die Beobachtbarkeitsanalyse befafit sich mit der Untersuchung folgender alternativer Fragestellungen:

e Lassen die verwendeten Beobachtungen (Systemein- und -ausginge) auf Basis des verwendeten Modells
einen eindeutigen RiickschluB auf den aktuellen Zustand zu?

e Spiegeln sich beliebige Zustandsinderungen auf Basis des verwendeten Modells in den angestrebten Beob-
achtungen (Systemein- und -ausgénge) wider und kann zwischen dem EinfluB der Anderungen verschiedener
Zustinde auf die Beobachtungen (Systemein- und -ausgange) unterschieden werden?

Insbesondere ist dabei von Interesse, ob alle bzw. welche Zustinde durch die vorhandenen externen Beobach-
tungen (Systemausginge) verbessert werden kénnen. Natiirlich sind neben diesen rein qualitativen Aussagen
auch quantitative, d.h. wie gut ist das System bzw. ein Zustand beobachtbar, von Bedeutung. Ziel der Be-
obachtbarkeitsanalyse ist eine optimale Auswahl externer Sensoren zur Stiitzung eines TNS und die Festle-
gung von Verfahrensweisen zur Optimierung der Systemgenauigkeit. Um allgemeingiiltige Ergebnisse erzielen zu
kénnen, argumentieren wir analytisch und verzichten auf numerische Betrachtungen mit eingeschrankter Giiltig-
keit. Dementsprechend handelt es sich bei dem vorgestellten Ansatz fiir die Beobachtbarkeitsanalyse um eine
deterministische Theorie.

In Anlehnung an die Monographie [J. Birk(1992)]") gehen wir von nichtlinearen Systemen aus und definieren im
1. Abschnitt verschiedene Formen der Beobachtbarkeit, zunéchst ohne zu spezifizieren nach welchen Kriterien ihre
Erfiilltheit iiberpriift werden soll. Im 2. Abschnitt definieren wir schlieflich die Beobachtbarkeitsabbildung, deren
globale Invertierbarkeit die globale Beobachtbarkeit gewahrleistet (s.a. [J. Birk; M. Zeitz(1992)), [R. Hermann;
A.J. Krener(1977)], [J. Schaffner(1997)] und [M. Zeitz(1984)]).

Die explizite Formulierung der nichtlinearen Beobachtbarkeitsabbildung fiirs (Xe, Ve, Rep)-TNDglS in Abschnitt
3.1 erlaubt bei kontinuierlicher Positions- und/oder Geschwindigkeitsbeobachtung den Nachweis, daf in stati-
ondren Phasen (dies sind Phasen in welchen der von der Akzelerometertriade registrierte Beschleunigungsvektor
f, seine Richtung bzgl. der Sensorachsen nicht veréindert) die Rotation des TNS um den aktuell von der Akze-
lerometertriade registrierten Beschleunigungsvektor f, (im Falle der Anfangsorientierung ist dies in guter Néhe-
rung der Kurswinkel) global nur schwach beobachtbar ist. Daraus 148t sich die schwache Beobachtbarkeit des
Kurswinkels bei nahezu stationiren Navigationsphasen ableiten, was die Ursache fiir das in der Flugnavigation
durchgefiihrte “weave manoeuvre” zur Verbesserung des Kurswinkels ist. Die Beobachtbarkeit der Orientierung
mittels Beobachtung der Sensordaten (Systemeingang = Systemausgang) im Rahmen der stationaren Anfangs-
orientierung beschreibt aufgrund der unterschiedlichen Beobachtungen eine etwas andere Situation. In Abschnitt
3.2 wird auf Basis des (x¢, Ve, th,bgy,os,baccel_,dgyTOS,dacce;_)—TNDng die globale Beobachtbarkeit der An-
fangsorientierung Rpp mittels Sensorbeobachtungen gezeigt. Allerdings erweisen sich Anfangsorientierung und
Sensorbias in stationaren Phasen als nicht (gleichzeitig) beobachtbar.

Im 4. Abschnitt schrinken wir uns auf die lokale Invertierbarkeit als hinreichendes Kriterium fiir die lokale
Beobachtbarkeit ein. Diese bedingt den vollen Rang der Beobachtbarkeitsmatrix (Jacobi-Matrix der Beobacht-
barkeitsabbildung).

Ferner wird die Invarianz des Ranges der Beobachtbarkeitsmatrix und damit der (lokalen) Beobachtbarkeit line-
ar(isiert)er Systeme bzgl. reguldrer Zustandstransformationen gezeigt.

Die Struktur der Beobachtbarkeitsmatrix fiir allgemeine linear(isiert)e Systeme ist Gegenstand des 5. Abschnitts.
Im 6. Abschnitt wenden wir schlieBlich das zuvor gewonnene Kriterium fiir die lokale Beobachtbarkeit line-
ar(isiert)er Systeme auf einige linearisierte TNDglS an (s.a. [H.-H. Kothe(1987)]). Dabei zeigt sich die bekannte
Tatsache, daB die Geschwindigkeitskomponenten durch Positionsbeobachtungen problemlos (lokal) beobachtbar
sind, wihrend Positionskomponenten durch Geschwindigkeitsbeobachtungen praktisch nicht beobachtbar sind.
Der Nachweis, daf der Kurswinkel in stationiren Phasen mittels Positions- und/oder Geschwindigkeitsbeobach-
tungen nur schwach beobachtbar ist, erweist sich hier — im Gegensatz zu den Untersuchungen auf Basis der Beob-
achtbarkeitsabbildung - als ungleich schwieriger. Im Falle der Tragheitsnavigation ist es deshalb bei Verwendung
geeigneter Parametrisierungen paradoxerweise ungleich einfacher globale Aussagen iiber die Zustandsbeobacht-
barkeit zu gewinnen, als lokale.

Insgesamt sind regelméfige Positions- und/oder Geschwindigkeitsbeoabchtungen mittels “single-antenna GPS”
zur Stiitzung eines TNS aus theoretischer Sicht ideal zur Begrenzung des mm Stabilitatskapitel gezeigten Fehler-
wachstums, jedoch ist in stationiren Phasen die Rotation des TNS um den aktuell von der Akzelerometertriade
registrierten Beschieunigungsvektor f, nur schwach beobachtbar. Diesem Effekt ist durch ein geeignetes Vorgehen

1) Hierin findet der interessierte Leser eine Zusammenstellung der neueren Literatur des Arbeitsgebiets Beobachtbarkeitsanalyse.
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bei der Anfangsorientierung und/oder geeignete regelméfige Mandver in nahezu stationdren Navigationsphasen
zu begegnen. '

Wir legen im welteren in Zustande vorprozess1erte GPS-Beobachtungen zugrunde, um die Struktur der Be-
obachtungsmatrix moglichst iibersichtlich zu gestalten. Bei expliziter Beriicksichtigung der Rohdaten externer
Sensoren (z.B. DGPS: Signallaufzeiten bzw. fraktionale Tragerphasen) sind i.a. nur noch numerische Betrachtun-
gen méglich. Natiirlich greift auch hier die Transformationsinvarianz bzgl. reguldrer Zustandstransformationen,
wodurch die getroffene Annahme vorprozessierter Beobachtungen keine Einschrankung fiir die Gultlgkelt der
erzielten qualitativen Aussagen darstellt.

1. Formen der Beobachtbarkeit
Den Ausgangspunkt bildet das nichtlineare System

Definition 7.1 (Navigationsgleichungssystem):

z(t) = f(z(t),s(i)), z(to) = 2o,
y(t) = g(z(t),s)

mitz € D, CRI™2 s D, CRYMS ynd ye D, CRUIMY
. ‘ ,

bestehend aus der Zustandsvektordifferentialgleichung (TNDglS) und der algebraischen Beobachtungsvektorglei-
chung (Beobachtungsgleichungssystem). D, Ds bzw. Dy sind die Definitionsgebiete des Zustandsvektors z, des
Systemeingangsvektors (Vektor der internen Beobachtungen) s bzw. des Systemausgangsvektors (Vektor der ex-
ternen Beobachtungen) y. Systemeingangsvektor s und Systemausgangsvektor y betrachten wir im Zeitintervall
[to, t1] C R als funktional gegeben und hinreichend oft stetig differenzierbar. Die Modellfunktionen f und g setzen
wir ebenfalls als hinreichend oft stetig differenzierbar bzgl. ihrer Argumente voraus.

Wie wir bereits erwahnt haben, befafit sich die Beobachtbarkeitsanalyse im wesentlichen mit der Frage, ob bei
bekanntem Systemeingang und -ausgang durch das System aus Definition 7.1 der Zustand elndeutlg bestlmmt
ist. Je nach Definitionsgebiet unterscheidet man verschiedene Formen der Beobachtbarkeit.

Definition 7.2 (Formen der Beobachtbarkeit):
Das nichtlineare System aus Definition 7.1 heif3t

o global beobachtbar, wenn fiir beliebig gegebenen Systemeingang s(t) € Ds und beliebig. gegebenen Syste-

mausgang y(t) € Dy iber dem Zeitintervall (to,t1) C R Vt € (to,t,) ein eindeutiger Zustand z(t) € D,
existiert. : ‘

o lokal beobachtbar, wenn zu jedem beliebigen Zustand z* = z(t*) € D, eine - durch das Zeitintervall
[th— At§, t5+ At§] C (to,t1) C R charakterisierte — lokale Umgebung von t* existiert, d.h. t* € [t§— Atg, t§+
At}), in welcher fiir beliebig gegebenen Systemeingang s(t) € Ds und beliebig gegebenen Systemausgang
y(t) € Dy iiber [t§ — Ath, t5 + At§] Vit € [t — Aty t5 + Atj] ein eindeutiger Zustand z(t) € D, existiert.

e lokal beobachtbar im Zustand z*, wenn zum Zustand z* = z(t*) € D, eine — durch das Zeitintervall [t} —
At’(‘;, th+At§] C (to, 1) C R charakterisierte — lokale Umgebung von t* existiert, d.h. t* € [t§— —AtE 5 ALE],
in welcher fiir beheblg gegebenen Systememgang s(t) € Ds und beliebig gegebenen Systemausgang y(t) €

Dy iiber [t§ — Ath, t§ + At§] Vit € [t§ — At§, t5 + Ath] ein eindeutiger Zustand z(t) € ’Dz existiert.

- o lokal beobachtbar im Zustand z* bei Systemeingang s*, wenn zum Zustand z* = z(t*) E D, bei Systemein-
gang s* = s(t*) € Dy eine ~ durch das Zeitinterva]] [t5 — Ath, t5+ At§] C (to,t1) C R charakterisierte — lokale
Umgebung von t* existiert, d.h. t* € [t§ — *+ At 5], in we]cher fiir beliebig gegebenen Systemausgang
y(t) € Dy iiber [t5 — Atf, 15 + At§] Vi e [t* At * + Atg) ein eindeutiger Zustand z(t) € D, existiert.

2. Beobachtbarkeitsabbildung ~ glqbalé Beobachtbarkeit

Fiir die Beobachtbarkeitsanalyse nichtlinearer Systeme ist die durch die Beobachtungsvektorgleichung aus Defi-
nition 7.1 definierte Abbildung

g . Rdimz X'Rdims y Rdimy
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von zentraler Bedeutung. Im Sinne der Beobachtbarkeitsanalyse reprisentiert die Beobachtungsvektorgleichung
ein System von dimy nichtlinearen algebraischen Gleichungen fiir n := dimz unbekannte Zustande. Um sicher-

zustellen, daB die Anzahl der Gleichungen mindestens so groff wie die Anzahl der Unbekannten ist, gruppiert
man die Beobachtungsvektorgleichung mit ihren ersten (n — 1) zeitlichen Ableitungen zur

Definition 7.3 (Beobachtbarkeitsabbildung):

y g(Z,S)
[n—1] y %g(z; 5) [n—1]
Y = : = ; =:q(z, s) (7.1)
- (n=1)
y(n 2 gd;('n——‘xyg(%s)
. ‘ o 2
mit %g(z,s) = %E(z,s) 7 +%§(Z,S) s é{—,g(z,s) =..2
f(z,8) -
und 5= (s,8,...,s" )T g Rdimzdims
: u

Solange mindestens eine skalare (analytische) Beobachtung verfiigbar ist, d.h. dimy > 1, stehen mindestens dimz
algebraische Gleichungen zur Invertierung zur Verfiigung. Mit anderen Worten fiithrt man im analytischen Sinne
(kontinuierliche, deterministische) Beobachtungen durch und hat damit nicht nur die direkt beobachteten Grofien
gur Verfiigung, sondern betrachtet damit auch beliebige zeitliche Ableitungen dieser GroBen als gegeben. Dies ist
sicherlich eine idealisierte Annahme und zeigt zunachst nur die prinzipielle Beobachtbarkeit. Vor allem Sensor- und
Diskretisierungsfehler fiihren bei zunehmender Beriicksichtigung hoherer zeitlicher Ableitungen der beobachteten
Gréfen zu einer Abschwichung der nachfolgend analytisch gewonnenen Aussagen iiber die Beobachtbarkeit der
Zustinde. In [J. Birk(1992)] wird zur Definition der Beobachtbarkeitsabbildung die Lie-Ableitung herangezogen.

Definition 7.4 (Bedingung fiir globale Beobachtbarkeit):
Das nichtlineare System aus Definition 7.1 ist genau dann global beobachtbar, wenn Vt € [to,t1] die nichtlineare
Beobachtbarkeitsabbildung '
[n—1] [n-1]
Yy =q(z, s)
Vs € C(*=1)(D,) und Vy € C"~1(Dy) eindeutig bzgl. des Zustandsvektors z(t) invertierbar ist. n

Da keine allgemein anwendbaren Kriterien zur globalen Invertierbarkeit eines nichtlinearen algebraischen Glei-
chungssystems existieren (s.a. [J. Birk(1992)]), ist mit den bislang angestellten Uberlegungen i.a. lediglich eine
Negativentscheidung méglich. Ist ndmlich g(z, s) unabhingig von einer Zustandskomponente, so ist das System
aus Definition 7.1 bzw. die Zustandskomponente nicht global beobachtbar.

3. Anwendungen der globalen Beobachtbarkeitsanalyse auf TNDglS

Grundsitzlich ist die zuletzt getroffene Aussage richtig. Allerdings eroffnen sich im Falle der Trigheitsnavigation
gerade aus der nichtlinearen Beobachtbarkeitsabbildung ausgesprochen interessante Interpretationsmoglichkeiten.
In der Einleitung von [D. Goshen-Meskin; 1.Y. Bar-Itzhack(1992)] ist zu lesen: ,The method of analyzing the
observability ... is applied to the analysis of in-flight alignment (IFA) of inertial navigation systems (INS) whose
estimability is known to be enhanced by maneuvers. ... Although INS IFA was handled to various degrees n
the past, a comprehensive control theoretic approach to the problem is introduced in this work for the first
time.“ (s.a. [I.Y. Bar-Itzhack; B. Porat(1980)]). Da der in dieser Arbeit verwendete Zugang auf linearisierten
TNDglS beruht, wurden - ebenso wie in [H.-H. Kothe(1987)] - lediglich numerische Ergebnisse erzielt. Damit wird
nachfolgend erstmals die schwache globale (!) Beobachtbarkeit einer Orientierungskomponente anhand geeigneter
nichtlinearer (!) Systemgleichungen gezeigt.

(Xe, Ve, Rep)-TNDgIS mit Positionsbeobachtungen

Ein Blick auf die nichtlineare Beobachtbarkeitsabbildung der Tragheitsnavigation bei kontinuierlichen Positions-
beobachtungen erlaubt eine interessante Interpretation. Wir legen di€ (Xe, Ve, Reb)-Parametrisierung des TNDglS
zugrunde. w;. sei konstant.

2)Bei (n — 1)-maliger zeitlicher Differentiation der Beobachtungsvektorgleichung kénnen zeitliche Ableitungen des Systemeingangs-
vektors s bis zur Ordnung (n — 1) auftreten.
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Y = X ' - | y - / (7.2)

y = Ve ‘ (7.3)
¥ = Repfy — 2w X Ve — wje X (Wie X Xc) + (%e, 1)) (7.4)
(3) bl n . ‘ 82 62
y® . = Repfy+ Repfy — 2wie X Ve — wie X (Wie X Vo) + 55 (Ve(Xe) + Vi(%e,t)) ve + 77— Vi(xe, ) (7.5)
¢ 6xe S : otox,

Zunéchst ist klar; dal bei einer direkten, kontinuierlichen Beobachtung der Position durch einmalige zeitliche
Differentiation auch die Geschwindigkeit problemlos beobachtbar ist. Damit sind zunéchst Position und Ge-
schwindigkeit von dem Systemausgangsvektor problemlos ablesbar. Durch eine zweite zeitliche Differentiation
des Systemausgangsvektors folgt unter Beriicksichtigung bekannter Pos1t10n und Geschwindigkeit als Bestim-
mungsgleichung fiir die Orientierung

; ¥,
Repfy =y + 2w;e X v + wie X (“"ie X xe) - g’ (Ve(xe) + Vt(xe,t)) . (76)

Die Rotationsmatrix Res ist demnach so zu wihlen, daB8 der Systemeingang (Beschleunigungsvektor der Akze-
lerometertriade) f, mit der rechten Seite des algebraischen Gleichungssystems iibereinstimmt. Natiirlich ist die
Orientierung des Systems durch eine Vektorbeobachtung nicht eindeutig bestimmt. Gleichung (7.6) 148t die Ro-
tation des TNS um den aktuell von der Akzelerometertriade registrierten Beschleunigungsvektor f; unbestimmt.
Erst durch die Beriicksichtigung der dritten zeitlichen Ableitung des Systemausgangsvektors kann die letzte freie
Komponente des Zustandsvektors bestimmt werden.

Allerdings wirkt sich bei diskreten stochastischen Beobachtungen die Verwendung der ersten zelthchen Ableitung
des Systemeingangsvektors und der dritten zeitlichen Ableitung des Systemausgangsvektors in Abhéngigkeit der
Genauigkeitsklasse des verwendeten TNS mehr oder minder storend bei der Berechnung der letzten Orientie-
runigskomponente aus.

Die stationire Anfangsorientierung von Trigheitsnavigationssystemen ist gekennzeichnet durch

Xe=const , Ve=V,=V.=...=0 und szfb:...ZO. (7.7

Damit degeneriert Gleichung (7.5) zu

y(3) = Rebfb + (xe;t)- : (78)

d?
Jtox.
Nach [W. Torge(1989)] betragt das Maximum der radialen Gezeitenbeschleunigung auf Topographieniveau etwa
0.165 mgal fiir den Mond und etwa 0.076 mgal fiir die Sonne. Damit kann in fiir die Anfangsorientierung rele-
vanten Zeitraumen die zeitliche Anderung der Gezeitenbeschleunigung (ebenso wie die Ungleichformigkeit der
Erdrotation) als identisch Null angenommen werden. Damit sind hhere als zweite Ableitungen der (extern) be-
obachteten Position identisch Null, falls Rep = Rep$ip — Qe Rep = 0 ist. Dies ist fiir einen fehlerhaften Kurswinkel
nicht der Fall, wodurch eine von Null verschiedene zeitliche Anderung der Beschleunigung, d.h. v, # 0, resultiert.
Positions- und/oder Geschwindigkeitsbeobachtungen beinhalten somit auch im stationren Fall Information iiber
den Kurswinkel. '

Damit ist bewiesen

Proposition7.1: ,

Durch Positions- und/oder Geschwindigkeitsabgleiche ist die Orientierung eines Tragheitsnavigationssystems un-
abhéingig von der zugrundeliegenden Dynamik (global) beobachtbar, wobei die Rotation um den von der Akze-
lerometertriade registrierten Beschleunigungsvektor £, nur schwach beobachtbar ist. =

Korollar7.2:

In der stationiren Anfangsorientierungsphase, in welcher sich das Tragheitsnavigationssystem (erdbezogen) in ab-
soluter Ruhe befindet, ist der Kurswinkel (Azimut) durch Positions- und Geschwindig gkeitsabgleiche nur schwach
beobachtbar. u
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Anmerkung 7.1 : Kombiniert man mehrere Beobachtbarkeitsabbildungen zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten,
so folgt auch die Beobachtbarkeit des sonst nicht beobachtbaren Kurswinkels, falls die zu den Zeitpunkten gehori-
gen Beschleunigungsvektoren nicht linear abhéngig sind. Dies ist auch der Grund fiir das in der Flugnavigation
gebrauchliche “weave manoeuvre” zur Verbesserung des Kurswinkels. =

(Xey Ve, Riby Pgyross Paceet., Agyross doceer.)-TNDgIS mit Sensorbeobachtungen;

Die Beobachtbarkeit der Orientierung mittels Beobachtung der Sensordaten (Systemeingang = Systemausgang)
bei bekannter Position und Geschwindigkeit beschreibt im Vergleich zum vorhergehenden Abschnitt aufgrund der
unterschiedlichen Beobachtungen eine ganz andere Situation. In diesem Zusammenhang stellen wir nun die Frage
nach der Beobachtbarkeit der Anfangsorientierung Rps und der zeitlich linearen Sensorfehler (Bias und Drift)
wihrend der Anfangsorientierungsphase (in eirier Lage) mittels der von den inertialen Sensortriaden registrierten
Beobachtungen. C /

Den Ausgangspunkt bilde das (xe, Ve, Rns)-TNDglS unter Beriicksichtigung der Korrektur der Sensordaten um
Bias und Drift:

ie = Rethb[fb — baccel. — (t - tO)daccel.] — 2w;e X )"e + Reh')'h (79)
th = th[Qib - UeCk—l (bgyros + (t - tO)dgyros)] - QithIr (710)

Wihrend der stationdren Anfangsorientierung gilt
Xe # xe(t) ‘= Xe=X¢=0, wj=Rpwe und th =0.

Lést man obiges TNDglS unter diesen Annahmen nach den Sensorbeobachtungen f, bzw. w;, auf, so folgt

f(t) = —Renyy + baccer, + (t - iO)daccei. (7].].)
wib(t) = Rbh(Rhewie) + bgyros + (t - to)dgyros- (712)

Die Sensorbeobachtungen auf der linken Seite dieser Gleichungen sollen im Sinne der Beobachtbarkeitsanalyse

beobachtet werden, d.h.
_( B
y = ( wis ) (7.13)

Es sei darauf hingewiesen, daB diese Gleichungen sich im wesentlichen durch Hinzunahme der Vektorbeobachtung
der Kreiseltriade und der Einfithrung deterministischer Sensorfehler von den Gleichungen unterscheiden, welche
dem vorhergehenden Abschnitt zugrundeliegen. Damit resultiert die Beobachtbarkeitsabbildung zu

( “‘Rbh'Yh + baccer. + (t - to)dac‘m" ) ‘ (7 14)

Rbh(Rhewie) + bgyros + (t - tO)dgyros

po= () w5

dgyros

Hohere zeitliche Ableitungen sind identisch Null und beinhalten damit keine weitere Information. Wie zu erwar-
ten war, ist die Beobachtbarkeit der Sensordrift unproblematisch, da sie den einzigen zeitvariaten Signalanteil
darstellt. Es verbleibt Gleichung (7.14) zur Bestimmung von Sensorbias und Anfangsorientierung. Dabei handelt
es sich um 6 Gleichungen zur Bestimmung der 9 Unbekannten ay, agr, a K, Paceel.; baceer.. Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen ist dies jedoch nicht méoglich.

Somit miissen 3 der 9 Unbekannten als bekannt vorausgesetzt werden, um eine Inversion zu ermdéglichen. Offen-
sichtlich sind die Gleichungen (7.14) linear im Sensorbias, was der globalen Beobachtbarkeit des Sensorbias bei
bekannter Anfangsorientierung entspricht. Dies ist jedoch der Trivialfall, welcher keiner theoretischen Untersu-
chung bedurfte, und zudem akademisch, da die Anfangsorientierung hochgenau bekannt sein miisste, um eine
zuverlissige Berechnung des Sensorbias zu erlauben.

Proposition7.3:
Wihrend der stationiren Anfangsorientierungsphase in polfernen Gebieten sind Anfangsorientierung Ry und
Sensordrift (dgyros, daccel.) global beobachtbar. n
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Wie man leicht zeigt, ist das Vorliegen des Bias einer Sensortriade nicht hinreichend fiir die Beobachtbarkeit
des Bias der anderen Sensortriade und der Anfangsorientierung. Will man somit den Sensorbias wahrend der
Anfangsorientierungsphase mitbestimmen, so ist eine N-Lagen-Kalibrierung notwendig. Da diese jedoch den de-
finierten Ubergang von einer Lage in die niichste erfordert, bendtigt man dafiir sehr genaue Angaben iiber die
Lage der Sensorachsen bzgl. der Gehdusekanten des TNS oder einen hochgenau eingemessenen Kalibriertisch.
Zudem erschweren die Lageédnderungen die Berechnung der Sensordrift. Diese ist aufgrund der fiir eine N-Lagen-

Kalibrierung notwendigen Zeitspanne unbedingt mitzubestimmen, um hinreichend genaue Ergebnisse zu erzielen.
Damit folgt

Satz 7.4 :

Wihrend der stationiren Anfangsorientierungsphase in polfernen Gebieten sind bei bekanntem Sensorbias (b gyros,
baccer.) die Anfangsorientierung Rpp und bei bekannter Anfangsorientierung Rpy der Sensorbias (bgyros, Baccel.)
global beobachtbar. Anfangsorientierung und Sensorbias sind jedoch nicht gleichzeitig beobachtbar. [

4. Beobachtbarkeitsmatrix — lokale Beobaéhtbgrkeit

Mit dem

Satz 7.5 (Satz iiber implizite Funkfionen, s. z.B. [H. Heuser(1991))):
Seien G C R™ und H C R™ nichtleere, offene Gebiete, die Funktion F(x,y) : G x H — R" stetig differenzierbar
und Punkte x* € G,y* € H gegeben, fiir die gilt

F(x,y) » =0 und g—z (x,¥) ist invertierbar.

x=x*,y=y* xX=X*,y=y*
Dann existiert
e eine Umgebung U C G von x*,
e eine Umgebung V C H von y*,
e eine eindeutige, stetige Funktion f : V — U mit f(y*) = x* und F(f(y*),y*) =0 Vy* € V und
o eine Umgebung V* C V von y* in der f stetig differenzierbar ist.

steht das addquate Hilfsmittel zur Untersuchung der lokalen Invertierbarkeit der Beobachtungsabbildung nach
dem Zustandsvektor z zur Verfiigung. Dem Problem redundanter Gleichungen in der Beobachtbarkeitsabbildung

n— [17,—1]
q(z,[ sll)— y =0 (7.16)

begegnen wir mit der Forderung
Rang (%g) =dimz 3, (7.17)

d.h. voller Spaltenrang bzw. die Existenz von dimz linear unabhingigen Gleichungen in der linearisierten Beob-
achtbarkeitsabbildung. ZJ; € Mat(dimy-dimz,dimz, R) heift Beobachtbarkeitsmatrix. Der volle Spaltenrang
der Beobachtbarkeitsmatrix garantiert die Existenz von dimz Gleichungen, welche lokal die eindeutige Inversion
der Beobachtbarkeitsabbildung nach dem Zustandsvektor z erlauben.

Anmerkung7.2:

o Es sel speziell darauf hingewiesen, dafl die Beobachtbarkeitsmatrix aufgrund der Forderung, dafl die Be-
obachtbarkeitsabbildung explizit nach dem Systemausgangsvektor aufgelost werden kann, unabhéngig vom
Systemausgangsvektor und seinen zeitlichen Ableitungen ist. La8t man diese Forderung fallen, so gilt dies
i.a: nicht mehr.

. 3)Es sei angemerkt, daff Rang (-g—;‘) = Rang ((%—;‘)T (%)) gilt.
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e Andern sich Beobachtungen lokal nicht mit dem Zustand, so kann umgekehrt die Zustandsédnderung lokal

nicht aus der Beobachtungsidnderung durch Inversion ermittelt werden. Die zu den entsprechenden Zu-
stdndsanderungen gehorigen Spalten der Beobachtbarkeitsmatrix sind Nullspalten.
Ist die Anderung von Beobachtungsgréfien lokal fiir die Anderung verschiedener Zustande identisch, so kann
zwischen dem Einfluf der Zustandsanderungen nicht unterschieden werden und demnach durch Inversion
aus den Beobachtungsinderungen nur eine Linearkombination von Zustandsanderungen bestimmt werden.
Die zu den Zustandsinderungen gehorigen Spalten der Beobachtbarkeitsmatrix sind linear abhéngig.

]
Die Beobachtbarkeitsmatrix lautet komponentenweise
991 991
821 dzp \
) 3
% 5 B
oz . )
8 (d, ;
3_q — Bz ('d't'g) —4) %iﬂ o %‘ﬂ (7.18)
1 Za .
6Z :
(n-1) 2 (4 2 (d
7% (_('_Tgt i g) 37 (.dtgl) : . (.dtgl)
F) d(r—1) ) 4(n—1)
\ 27 (‘{(rigm) T Bz ("ﬂmgm) /

mit n = dimz und m = dimy. Sind dimz linear unabhéngige Zeilen in der Beobachtbarkeitsmatrix gefunden, so
ist das System lokal beobachtbar.

Aus der Definition der Formen der Beobachtbarkeit 7.2 und obigen Uberlegungen zur Beobachtbarkeitsmatrix
folgt:

Definition 7.5 (Bedingung fiir die lokale Beobachtbarkeit):
Das System aus Definition 7.1 ist lokal beobachtbar, wenn fiir die Beobachtbarkeitsmatrix gilt

Rang (%2— (z,[n§1])> =dimz V zeC(D;) und s¢€ C(““l)(’Ds),

Definition 7.6 (Bedingung fiir die lokale Beobachtbarkeit im Zustand z*):
Das System aus Definition 7.1 ist lokal beobachtbar im Zustand z*, wenn fiir die Beobachtbarkeitsmatrix gilt

Rang (g—:— (z, [ngll)

) =dimz Vs € C""V(D).

Definition 7.7 (Bedingung fiir die lokale Beobachtbarkeit im Zustand z* bei Systemeingang s*):
Das System aus Definition 7.1 ist lokal beobachtbar im Zustand z* bei Systemeingang s*, wenn fir die Beob-
achtbarkeitsmatrix gilt

Rang %% (z,

[ngll = dimz.

]
Untersucht wird jeweils die Jacobi-Matrix der Beobachtbarkeitsabbildung bzgl. des Zustandsvektors (Beobacht-

barkeitsmatrix). Die Bedingungen unterscheiden sich dadurch, daff entweder kein, ein oder beide Argumente a
priori spezifiziert werden.

) Es sei angemerkt, dafi -8% (%g(z,s)) # 4 (%g(z,s)) ist, da z = z(¢) gilt.



5. Beobachtbarkeitsanalyse linear(isiert)er Systeme 91

Zur numerischen Bestimmung des Spaltenranges der Beobachtbarkeitsmatrix bzw. einer beliebigen Teilmatrix
dient der '

Satz 7.6 (s. z.B. [J. Stoer;R. Bulirsch(1978)]):

Sei A € Mat(m,n,C). Dann existieren unitire Matrizen U € Mat(m,C) und V € Mat(n,C), so dal UHAV =
¥ € Mat(m,n,C) eine ,Diagonalmatrix“ der Form

EZ(D 0) mit D = diag(o1,...,0v)

0 0
ist. Die 03,1 € {1,2,...,7}, heiflen die von Null verschiedenen singuldren Werte von A. r ist der Rang von A.
UH AV =¥ heifit Singulirwertzerlegung von A. [ ]

Es sei noch angemerkt, daf8 die Spalten von U € Mat(m,C) die m orthonormalen Eigenvektoren der hermite-
schen Matrix AA® € Mat(m,C) und die Spalten von V € Mat(n,C) die n orthonormalen Eigenvektoren der
hermiteschen Matrix A¥ A € Mat(n,C) sind. In [J. Stoer;R. Bulirsch(1978)] ist das Verfahren von Golub und
Reinsch zur Berechnung der singuldren Werte einer Matrix diskutiert.

Nachfolgender Satz garantiert die qualitative Ubertragbarkeit der lokalen Beobachtbarkeit.

Satz 7.7 (Zustandstransformationsinvarianz):
Der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix %g ist invariant bzgl. Zustandstransformationen

z = z(y) mit Rang (—g—%) =dimz . [ |

Beweis von Satz 7.7:
Die Beobachtbarkeitsmatrix hat den gleichen Rang wie die zugehdrige Normalgleichungsmatrix, d.h.

Rang <%> = Rang (%—:—T%le—) .
Unter Beriicksichtigung der Zustandstransfbrmation z = z(y) folgt die Normalgleichungsmatrix zu
2" 0q" 0q 02
dy 0z 0z 0y’
Nach Satz A.9 gilt

dq7T 0q _ 92T 0qT dq 9z . oz\ _ .
Rang(a 52) _Rang(g 9z Eé; fir Rang —6—; =dimz.

Damit kénnen wir uns analog zur Stabilitat auf die lokale Beobachtbarkeitsanalyse exemplarischer Beispiele
beschranken.

5. Beobachtbarkeitsanalyse linear(isiert)er Systeme

Zur lokalen Beobachtbarkeitsanalyse des nichtlinearen Systems aus Definition 7.1 folgt die Beobachtbarkeitsma-
trix nach (7.18) zu

og og dg
o s §% o (ogo og: 8? oa 58, o
Ga_ | &Ge) | =| &(Frese) | = | or+ s+ s |, (7.19)

In diesem. Unterabschnitt beschriuken wir uns — aufgrund des eingeschrankten Giiltigkeitsgebietes der Gleichun-
gen — auf die lokale Beobachtbarkeitsanalyse des zugehérigen linearisierten Systems und vernachlissigen damit

hohere als erste Ableitungen der Modellfunktionen f und g, wie der Vergleich mit nachfolgenden Ausfiihrungen
zeigt,.
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Linear(isiert)e zeitinvariante Systeme

Ausgangspunkt bilde das linear(isiert)e System

Ax(t)
Ay(t)

I-H

AAz(t) + BAs(t), (7.20)
CAz(t) + DAs(t) )
mit den zeitinvarianten Koeffizientenmatrizen A, B, C und D, welche im Falle unserer Navigationsgleichungssy-
steme durch Linearisierung an einem festen Zustand bei festem Systemeingang resultieren. Fiir dieses spezielle
System folgt nach Definition 7.1 und 7.3 die Beobachtbarkeitsabbildung zu

y C Az + D As

¥ CA Az + CB As + D As

y |=| ©cA> Az + CAB As + CB As + D A8 (7.21)
y=1) CA™! Az + CA"?B As + + D Ast»=1)

und damit die Beobachtbarkeitsmatrix zu

c
0q [n=1] c
not CcA?
5As )(A ATs ) = : . (7.22)
car-1

Anmerkung7.3:

e Da die zeitinvarianten Koeffizientenmatrizen A, B, C und D aus dem nichtlinearen System von Definition
7.1 sich durch Linearisierung am Zustand z* bei Systemeingang s* ergeben, d.h.

of of
= -a_z—(z’S) z=2*,8=8* ’ o= -a_s‘(z’S) z=2z* ,8=8* ,
_ Og _ 0Og
C= 92 (2,8) o und D= s (z,s) L ,

folgt aus dem vollen Spaltenrang der Beobachtbarkeitsmatrix die lokale Beobachtbarkeit im Zustand z* bei
Systemeingang s*.

¢ Offensichtlich sind im Falle linearer (nicht linearisierter!) zeitinvarianter Systeme die Kriterien aller behan-
delten Formen der Beobachtbarkeit identisch.

o Werden alle Zustande direkt beobachtet, so ist C'=J und D = 0 und das System beobachtbar.

e Hat die Dynamikmatrix A eine Nullspalte, so haben auch alle A% k € N, dieselbe Nullspalte und somit auch
alle CA* k € N, eine Nullspalte. Wird demnach der zur Nullspalte gehdrige Zustand bzw. die zur Nullspalte
gehorige Zustandsidnderung nicht beobachtet, so weist die Beobachtbarkeitsmatrix eine Nullspalte auf und
das System oder genauer der Zustand bzw. die Zustandsdnderung ist nicht beobachtbar.

¢ Ein Rangdefekt der Beobachtbarkeitsmatrix beschreibt die lineare Abhingigkeit mindestens zweier Spal-
tenvektoren. Entweder konnen die zugehdrigen Zustande bzw. Zustandsinderungen nicht getrennt werden
(allgemeiner Fall von vom Nullvektor verschiedener, linear abhangiger Spaltenvektoren) oder ein Zustand
ist nicht beobachtbar (Nullspalte). AuBerst ploblematlsch ist der praxisrelevante Fall, dal der Rangdefekt
nicht analytisch exakt eintritt, sondern nur niherungsweise gegeben ist.
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Linear(isiert)e zeitvariante Systeme

Linearisiert man das nichtlineare System aus Definition 7.1 (nur) am Zustand z*, so folgt

Az(t) = ZL(z9) Az(t) = A(t)Az(t),
| 2=2* (7.23)
Ay(t) = E(zs)| Axt) = CH)Az(®)

mit den zeitvariablen Koeffizientenmatrizen A(t) und C(t). Fiir die Beobachtbarkeitsabbildung folgt nach Defi-
nition 7.3 ’

y - C(t)Az()
'y . _ (C(t) + C()A®) Aa(t)
v | =1 (G +20@0)AR) + CRIAR) + C(t)A%())Ax(t) (7.24)

und daraus direkt die Beobachtbarkeitsmatrix zu

. C
n-1 C(t)+ C)A(?)
6(8qu) (Az, A i ]) =1 C@)+20@)A@) + CHAR) +C@)A%) |- (7.25)

Inhomogenititen in der Zustandsvektordifferentialgleichung und/oder der algebraischen Beobachtungsvektorglei-
chung haben offensichtlich auf die Beobachtbarkeitsmatrix keinen EinfluB. Der Fall zeitinvarianter Koeffizienten-
matrizen ist als Spezialfall enthalten. :

6. Anwendung der lokalen Beobachtbarkeitsanalyse auf TNDglS

Im 3. Abschnitt haben wir mittels der Beobachtbarkeitsabbildung gezeigt, dal wihrend der stationdren An-
fangsorientierungsphase der Kurswinkel nur schwach beobachtbar ist. Bei der lokalen Beobachtbarkeitsanalyse
werden im wesentlichen die nichtlinearen Gleichungen der Beobachtbarkeitsabbildung linearisiert, wodurch wir
in Abschnitt 4 und 5 die Beobachtbarkeitsmatrix erhalten haben. Natiirlich mu8 die global giiltige Aussage auch
lokal weiter bestand haben.

Die Bedingung fiir die lokale Beobachtbarkeit eines TNDgIS ist der volle (Spalten-)Rang der zugehdrigen Beob-
achtbarkeitsmatrix. Die vorgestellten Beispiele dienen der expliziten Darstellung von Beobachtbarkeitsmatrizen
und der Demonstration der Komplikation der in Abschnitt 3.1 gewonnenen Aussage durch die Linearisierung.
Dabei wird sowohl eine 3-dimensionale (minimale), als auch eine 4-dimensionale Parametrisierung der Gruppe
der Rotationsmatrizen SO(3) verwendet.

Die mit Satz 7.7 bewiesene Zustandstransformationsinvarianz der lokalen Beobachtbarkeit erlaubt die Ubertra-
gung der gewonnenen Aussagen auf diverse andere Parametrisierungen des Zustandsraumes.

Anmerkung 7.4 : Die Untersuchungen kénnen u.a. dadurch erschwert werden, daf die Beobachtbarkeitsmatrix
im analytischen Sinne kein (Spalten-)Rangdefizit aufweist, sondern nur schlecht konditioniert ist (bzgl. der Defini-
tion der Kondition einer rechteckigen Matrix s. z.B. [G.H. Golub; C.F. van Loan(1993)]). So deutet beispielsweise
eine Spalte in der Beobachtbarkeitsmatrix mit lauter Koeffizienten nahe Null auf eine derartige Situation hin,
wie man mit Hilfe des Kreissatzes von Gergorin aus der zugehdrigen, ranggleichen Normalmatrix ablesen kann.
Aus der Herleitung der Beobachtbarkeitsmatrix folgt daraus die schwache lokale Beobachtbarkeit der zugehérigen
Zustandsinderung. Wir werden diesen Begriff im weiteren ohne die Einfithrung exakter Schranken verwenden, da
diese von der Genauigkeitsklasse des verwendeten TNS abhéngig sind. Aus Sicht der Praxis ist die Frage, ob der
Unterschied zwischen einem singuliren und einem schlecht konditionierten Problem eine Information darstellt,
welche iiber der Rauschgrenze des Systems liegt und damit einen signifikanten Beitrag zum Ergebnis liefert, von
der Genauigkeitsklasse des verwendeten TNS abhéngig. ‘ ]

Lokale Beobachtbarkeitsénalyse des (xe,v/e,a,bd)—,TNDng

In Abwandlung zu Abschnitt 4.1 kombinieren wir die kartesische Parametrisierung des dreidimensionalen Eu-
klidischen Raumes I3 mit einer Variante der (linearisierten) Orientierungsparameterdifferentialgleichungen in
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multiplikativen Kardan-Winkeldnderungen aus Anhang D.1 (Niherung von Gleichung (D.34)), da diese die ein-
fachste Struktur aller minimal parametrisierten Orientierungsdifferentialgleichungen aufweisen und dies somit
auch fiir die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix zu erwarten ist. Wir erhalten

Xe = Vg
Ve = RepoRi(€500)fs — 2Wie X Ve — Whe X (Wie X Xe) — Wie X X
—(grader;(xe) + gradxev}(xe)) (7.26)
Ebgp = —Wib, X Ebyb + OWjp. ’ ’

Durch Linearisierung bzgl. des Zustandsvektors (e, Ve,€p4)7 folgt die Dynamikmatrix zu (Blockschreibweise)

An A A % fs s
ey Ame s | = | "FRVelxe) FVelxe)) = Of = Qe ~2e ~Repgveck™ (f) (7.27)
As1 Asz  Ass 03 03 —Qip,
mit A;; € Mat(3,R) Vi, je{1,2,3}.
Positionsbeobachtungen
Die Beobachtungsmatrix lautet (Blockschreibweise)
Cx = (I3,03,03). (7.28)
Per Definition folgt daraus die Beobachtbarkeitsmatrix zu
(C, CxA, CxA?, CeA3, . )T = (7.29)
I3 03 03 \
03 I3 0s
8%
—paz(Ve(xe) + Vi(xe)) / -1
) ax32 —Q?e -y —2Q;e / —Repyveck™ (fp)

2978 Bx2 (V (Xe) + Vt(x€)) —aa_:g(ve (xe) + ‘/t(xe)) QQ_ieReboUCCk—l (fb)
F203, + 200, +392, — Qe +Repoveck ™ (£5) s,

\

Die Beobachtbarkeitsmatrix weist die Struktur einer (rechteckigen) Blockdreiecksmatrix mit Identititen in den
oberen ,,Blockdiagonalelementen“ auf. Deshalb sind die Spalten der Beobachtbarkeitsmatrix genau dann linear
unabhingig, wenn die Spalten der rechten Blockspalte linear unabhingig sind. Die groften Koeffizienten befinden
sich im ersten von Null verschiedenen Blockelement, d.h. —Rep,veck™!(fs). Aus der Matrizentheorie ist bekannt
(s. z.B. [F.R. Gantmacher(1986)]), da$ jede schiefsymmetrische Matrix geraden Rang aufweist. —Rep,veck ™! (fy)
hat somit einen Rangdefekt (s. Satz A.9). Betrachten wir ausschliefllich die ersten 3 Blockzeilen aus der Be-
obachtbarkeitsmatrix so ergibt die lokale (deterministische) Beobachtbarkeitsanalyse im Falle von Positionsbe-
obachtungen neben der (natiirlich) perfekten lokalen Beobachtbarkeit der Geschwindigkeitskomponenten ferner,
dafl die Orientierungsparameter nicht vollstandig beobachtbar sind.

Mittels der Uberlegungen des 3. Abschnitts 148t sich fiir den Fall einer stationiren Navigationsphase die unbe-
stimmte Orientierungskomponente als Rotation um den von der Akzelerometertriade aktuell registrierten Be-
schleunigungsvektor fy identifizieren. Erst durch Hinzunahme mindestens einer geeigneten Zeile in der letzten
Blockspalte der Beobachtbarkeitsmatrix kann dieses Problem i.a. iiberwunden werden. Elne strenge analytische
Beweisfithrung ist jedoch nichttrivial.

Anmerkung 7.5 : Im Falle von Positions- und Geschwindigkeitsbeobachtungen lautet die Beobachtungsmatrix
C = (Is,06x4). Wie man sich leicht iiberlegt, treten im Vergleich zum oben behandelten Fall reiner Positionsbe-
obachtungen im wesentlichen einige Blockzeilen doppelt auf. Aus Sicht der lokalen (deterministischen) Beobacht-
barkeitsanalyse ist somit weder eine qualitative noch eine quantitative Genauigkeitssteigerung durch Hinzunahme
von Geschwindigkeitsbeobachtungen zu erwarten. [
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Geschwindigkeitsbeobachtungen

Die Beobachtungsmatrix lautet (Blockschreibweise)

Cy = (03, I3, 03). (7.30)

Man verifiziert leicht, daB aufgrund der Beziehung C, = CxA die Beobachtbarkeitsmatrix fiir diesen Fall im
wesentlichen aus der des letzten Unterabschnitts durch Streichen der ersten Blockzeile folgt. Aufgrund der Klein-
heit der Koeffizienten in der ersten und dritten Blockspalte der resultierenden Beobachtbarkeitsmatrix folgt
unmittelbar die Ubertragbarkeit der lokalen Beobachtbarkeit der Orientierung vom Falle von Positionsbeobach-
tungen. Positionskomponenten sind im Sinne der Navigation bei Geschwindigkeitsbeobachtungen praktisch nicht
beobachtbar. :

Orientierungsbeobachtungen

Aufgrund der Blockdreiecksstruktur der Dynamikmatrix fithren Orientierungsbeobachtungen, d.h. die Beobach-
tungsmatrix lautet C' = (0s, 03, I3), auf die Beobachtbarkeitsmatrix

c 0s 03 I
00212 03 03 —Qisp,
A l=] 0 0 2, | (7.31)

Die Blockdreiecksstruktur der Dynamikmatrix spiegelt die Unabhéngigkeit der Orientierungsparameter von den
Positions- und Geschwindigkeitskomponenten wider, welche wir bewuft angestrebt hatten, damit die Orientie-
rung durch die auftretende Instabilitdt des TNDgIS in Position und Geschwindigkeit nicht verschlechtert wird.
Bei Orientierungsbeobachtungen sind demnach fiirs (xe, Ve,&,5)-TNDgIS Positions- und Geschwindigkeitskom-
ponenten nicht beobachtbar.

Lokale Beobachtbarkeitsanalyse des (x.,ve, q,;)-TNDgIS

In diesem Abschnitt wenden wir uns den in Satz (4.1) zusammengestellten TNDglS auf Basis der Parametrisierung
der SO(3)-Gruppe mittels-Hamilton-Quaternionen zu.

Xe = Ve

\'Ie = RK(:qeb)fb — 2w,-e X Ve — Wjie X (u;e X xe) — d’ie X Xe
~(grads, Ve(xe) + grady, Vi(x.)) : (7.32)
1 . .

Geb = 3 (Gebio — Wiees)-

Die aus dem Linearisierungsprozefl gewonnene 10-dimensionale Dynamikmatrix A (s.S. 55) lautet in Blockschreib-
weise

2 0s ‘ I3 O3x4
_a—(a"‘?(‘/'e(xe) + Vt(xe)) - Q?e — Qe —2%%e -(%;(RH(ljeb)fb)
r , (7.33)
. 0 —(wis — Wie)
04x3 O4xz 3 wip — Wie  —(Qib + ie)

wobei die Blocke in den ersten beiden Blockzeilen aus 3 Zeilen und in der 3. Blockzeile aus 4 Zeilen und entspre-
chend die ersten beiden Blockspalten aus 3 Spalten und die 3. Blockspalte aus 4 Spalten aufgebaut sind.
P;ositionsbeobachtungen

Die Beobachtungsmatrix lautet (Blockschreibweise)

Cr = (I3, 03, 03). (7.34)

Mit der Dynamikmatrix A und der Beobachtungsmatrix Cyx folgt die Beobachtbarkeitsmatrix fiir das linearisierte
(Xe; Ve, §eb)-TNDgIS zu
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(Cx, CxA, Cx A%, Cx A%, ) = - (1.3%)
I3 : 0s O3x4
03 I3 03%x4
=22 (v Vil
8x§( e(;(e) + t(xe)) —2Q, 64 ; (RH(er)fb) ‘
_'Q,'e - Qie
= 2Qze a' (RH(qeb)fb)
291,3 %3 (V (xe) + Vt(xe)) 8x2 (V (xe) + Vt(xe)) +2 aq : (RH(er)fb)
+293 + 2., +302 — Q. . ( 0 —(wip — @ie)T )
wip — wie  —(Qp + Qie)

Aufgrund der speziellen ,Blockdreiecksstruktur® der Beobachtbarkeitsmatrix ist deren Spaltenrangdefekt wie-
derum identisch mit dem der letzten Blockspalte. Das erste vom Nullblock verschiedene Blockelement darin
ist

0

— _(Ruljw)fs) € Mat(3,4,R).
a(qebo;(Ieb)( H(q b) b) a( )

Ein Vergleich mit dessen- expliziter Darstellung (s.S. 55) zeigt, da8 es fiir §ep = 0 oder f, = 0 identisch 034 ist.
Aufgrund von ||es||2 = 1 und der allgegenwirtigen Gravitation (f, = 0 nur im freien Fall) kénnen diese Fille
fiir die geodétische Praxis ausgeschlossen werden. Auch beim Kunstflug oder im militérischen Einsatz wird der
freie Fall nicht iiber relevante Zeitraume auftreten. Somit liegt kein struktureller Grund vor, weshalb dieser Block
i.a. nicht iiber den vollen (Zeilen-)Rang 3 verfiigen sollte. Allerdings sind im Falle von Hamilton-Quaternionen
4 Orientierungsparameter (Quaternionenkomponenten) zu beobachten. Man zeigt leicht, dafl auch bei expliziter
Beriicksichtigung der Normierungsbedingung in ihrer lineariserten Version, d.h.

Qero + 29eb1 + 2er2 + 2¢er3 = 0, (736)

ein Rangdefekt in dem betrachteten Blockelement verbleibt, welcher mittels der Uberlegungen aus Abschnitt
3 als Unbestimmtheit der Rotation um den von der Akzelerometertriade registrierten Beschleunigungsvektor
identifiziert werden kann. Damit ist die Beriicksichtigung mindestens einer weiteren (geeigneten) Zeile der Be-
obachtbarkeitsmatrix notwendig, um die lokale Beobachtbalkelt der Orientierung zu gewéahrleisten. Eine strenge
analytische Beweisfithrung ist jedoch nichttrivial.

Geschwindigkeitsbeobachtungen

Die Beobachtungsmatrix lautet (Blockschreibweise)

Cy = (03, I3,03x4). (7.37)

Aufgrund von C, = Cyx A folgt die Beobachtbarkeitsmatrix fiir diesen Fall im wesentlichen wiederum durch Strei-
chen der ersten Blockzeile in der Beobachtbarkeitsmatrix im Falle von Positionsbeobachtungen. Damit zeigt sich
wiederum, daf} - aus deterministischer Sicht - Geschwindigkeitsbeobachtungen ebenso gut zur Orientierungsver-
besserung geeignet sind, wie Positionsbeobachtungen. Ferner sind Positionsverbesserungen durch Geschwindig-
keitsbeobachtungen praktisch nicht méglich.

Orientierungsbeobachtungen

Aufgrund der Blockdreiecksstruktur der Dynamikmatrix sind hier wiederum Positions- und Geschwindigkeits-
komponenten bei Orientierungsbeobachtungen nicht (lokal) beobachtbar.



KAPITEL 8:
Zeitdiskrete Kalman-Schitzer

In den ersten vier Kapiteln haben wir nichtlineare TNDglS aus physikalischen GesetzmaBigkeiten hergeleltet
und anschlieflend linearisiert. Nunmiehr tragen wir dem zeitdiskret gegebenen Sensormefidatenvektor (multiva-
riate Zeitreihe) Rechnung und diskretisieren im 1. Abschnitt die bislang kontinuierlich formulierten Navigati- -
onsgleichungssysteme, wobei die Diskretisierung der algebraischen Beobachtungsvektorgleichungen trivial ist und
demzufolge keiner Beschreibung bedarf. Bei der Diskretisierung von TNDglS ist darauf zu achten, dal das resultie-
rende Trigheitsnavigationsdifferenzengleichungssystem die Form eines Zustandsraummodells (s. z.B. [J.V. Can-
dy(1988)], [C.K. Chii; G. Chen(1989)], [A. Gelb(1992)], [P.S. Maybeck(1994)]) hat, um den Voraussetzungen der
Kalman-Schéitzer zu geniigen.

Im 1. Abschnitt gehen wir von (nichtlinearen oder llnearlslerten) TNDglS aus. und beschreiben Diskretisierungs-
bzw. Integrationsverfahren unterschiedlicher Ordnung zur Uberfiihrung von TNDgIS in Tréagheitsnavigationsdiffe-
renzengleichungssysteme (s. z.B. [H.R. Schwarz(1986)] und [J. Stoer; R. Bulirsch(1978)]). Bei der Diskretisierung
gehen die bislang kontinuierlichen Vektorprozesse in zeitdiskrete Vektorprozesse (multivariate Zeitreihen) iiber.
Die Schitzung des Zustandsvektors in diskretisierten, nichtlinearen bzw. linearisierten Tragheitsnavigationsdif-
ferenzengleichungssystemen ist Gegenstand des 2. Abschnitts. Es werden sowohl Kalman-Filter (fiir ,real-time .
processing”), als auch Kalman-Glatter (fiir ,Cclose-to-real-time“ oder ,post-mission processing“) unter diversen
Voraussetzungsprofilen beschrieben. Da Minimal-Varianz-Schatzer bereits breiten Einzug in eine Vielzahl eta-
blierter Monographien gehalten haben, verweisen wir bzgl. der Herleitungen der Kalman-Schétzergleichungen
auf die Literatur (s. z.B. [B.D.O. Anderson; J.B. Moore(1979)], [R.S. Bucy; P.D. Joseph(1987)], [C.K. Chui;
G. Chen(1989)], [A. Gelb(1992)], [G.C. Goodwin; K.S. Sin(1984)], [M.S. Grewal; A.P. Andrews(1993)], [S. Hay-
kin(1991)], [P S. Maybeck(1994)], [J.S. Meditch(1969)], [G. Minkler; J. Minkler(1993)], [K.-W. Schrick(1977)])
und stellen im vorliegenden Kapitel eine Ubersicht der fiir die Tragheltsnawgatlon wichtigsten Varianten von
Kalman-Schéitzern zusammen.

1. Zeitdiskretisierung der Systemgleichungen

Als dquidistante Diskretisierungsstellen bieten sich die Zeitmarken t; zum Sensormefidatenvektor s(tx) an. Das
Gitter der Zeitmarken liegt sowohl der Linearsisierung von TNDgIS als auch der Diskretisierung nichtlinearer
bzw. linearisierter TNDglS zugrunde. Den Ausgangspunkt bilden nichtlineare TNDglS der Form

(1) = £(s(0),5() (8.1)
bzw. linearisierte TNDgIS der Form

Az(t) = A(tx)Az(t) + B(tx)AS(t) + B(te)w(t). (8.2)

Die folgenden beiden Unterabschnitte beinhalten die Herleitung der fiir die (zeitdiskrete) Kalman-Schétzer
benétigten (stochastlschen) Differenzengleichungen durch Approximation des in TNDglS auftretenden Differen-
tialquotienten durch einen Differenzenquotienten (s. 1. Unterabschnitt) bzw. klassischer (Einschritt-)Integrations-
verfahren (s. 2. Unterabschnitt).

Anmerkung8.1: Die Losung eines linearisierten TNDgIS lautet unter der Annahme konstanter Koeffizienten-
matrizen A(tx) und B(tx) (t =ti + At = tey1)

thtt
Az(tpyi) = eAEOEn=0) Ag(t,) + / A=) B(1,) (AS(t*) + w(t)) dt*.

tk

Ziel ist die Diskretisierung des Integrals. Um die fiir die Kalman-Schatzung notwendige Form zu erhalten, trifft
man i.a. (s. z.B. [C.K. Chui; G. Chen(1989)], [R. Isermann(1988)]) die Annahme eines konstanten Sensormefda-
teninkrements und erhélt '

1781 - X
Az(tpyr) = e En—t) Ag(z,) 4 / A=) g B(1,) (A8(tkg1) + W(tk41)) -

tr
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Mit

trkgt

eA(tk)(tk+1—t*)dt* — (CA(tk)(tk+l“tk) _ ) tk) AtZ tk At

i i=1

folgt schlieBlich

Az(tyy1) = eACEn1-t) Ag(t) 4 (eA(t")(t"“"") - 1) A7 (tk) B(te) (AS(tk41) + W(tkp1)) .

= Ak =3ka
n
Verwendung von Differenzenquotienten _
Gebréuchliche Differenzenquotienten zur Approximation des Differentialquotienten
o Ar(t) — Az(t)
Azt) = tl*lgt o=t (8:3)
sind (s. z.B. [M. Abramowitz, L.A. Stegun(1972)] und [A.A. Samarskij(1984)])
der vorwirtige (bzw. rechte) Differenzenquotient (2-Punkt-Stern {tx41,%x})
. — Az(t .
Aa(ty) = Az(tk+1)At 2(tk) + O(At) mit At =tgyy —t (8.4)
und der zentrale Differenzenquotient (2-Punkt-Stern {¢x41,tx-1})
Az(tk) = Az(t@+1)2;tAz(tk_1) + 0(At2) mit At =t —tg-1 =tps1 —tx . (8‘.5)
Die angegebenen Ordnungen der Fehlerterme ergeben sich dabei durch Einsetzen der Taylorreihen
t2
Az(ty + At) = Az(ty) + AtAz(ty) + 5 Az z(tk) £ —Az@)(tk) _ (8.6)

in die Differenzenquotienten. Wihrend bei Verwendung des vorwirtigen Differenzenquotienten im resultierenden
Tragheitsnavigationsdifferenzengleichungssystem nur der Zustandsvektor zum gegenwirtigen Zeitpunkt ¢; und
der zum zukiinftigen Zeitpunkt tx4, eingehen, tritt bei Verwendung des zentralen Differenzenquotienten auch
der Zustandsvektor zum vergangenen Zeitpunkt tx_; auf (Mehrschrittverfahren).

Verwendung des vorwirtigen Differenzenquotienten (Polygonzugverfahren von Euler)

z(ty) = z—(t’”—H-)A—t_—z—Qk—)- + O(At) = £ (s(tk), z(tk)) 8.7)
= z(te41) = 2(tk) + At £(s(t), z(t)) + O(AL?) (8.8)

Verwendung des zentralen Differenzenquotienten

Az(tk+1) - Az(tkml)

Az(ty) = SAT + O(A?) = £(s(tx), z(tx)) (8.9)

= 2(tkr1) = 2(te-1) + 2At £(s(t), 2(te)) + O(AL?) (8.10)

Die zugehorige Vektordifferenzengleichung beschreibt in der vorliegenden Form kein Zustandsraummodell, was
Jedoch Voraussetzung fiir die (Kalman-)Schétzergleichungen des nachfolgenden Abschnittes ist. Zur Behebung die-
ses Problems bedient man sich eines zur iiblichen Transformation einer gewshnlichen Differentialgleichung n. Ord-
nung in ein System von n gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung analogen Vorgehens (s. z.B. [J.D. Ha-
milton(1994)]). Mit anderen Worten interpretiert man das Zweischrittverfahren im Zustandsvektor zy als Ein-
schrittverfahren im Zustandsvektor (zx,2x-1)7 und transformiert damit die Vektordifferenzengleichung auf die
Gestalt eines Zustandsraummodells auf Kosten der Verdopplung der Dimension. Begniigt man sich somit nicht
mit einem Diskretisierungsfehler der Ordnung At?, sondern will einen um eins héheren Grad, so ist im Rahmen
der Varianz-Kovarianz-Fortpflanzung anstelle eines Systems von n Differenzengleichungen ein System von 2n
Differenzengleichungen zu behandeln.
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Explizite Einschrittverfahren

Die unter Verwendung des vorwirtigen Differenzenquotienten erhaltene Vektordifferenzengleichung stimmt mit
der des Polygonzugverfahrens von Euler der Fehlerordnung 1 iiberein. Dabei wird zur Gewinnung des Funktions-
wertes am Ende eines Intervalls zum Funktionswert am Anfang einfach nur die mit der Intervallbreite multipli-
zierte Steigung am Anfangspunkt addiert. Da die Konvergenz des Verfahrens linear bzgl. der Schrittweite At ist,
spricht man auch von einem Verfahren der Fehlerordnung 1. Erweist sich die Fehlerordnung dieses einfachsten
Einschrittverfahrens als unzureichend, so ist es durch eines der im weiteren zusammengestellten expliziten Ein-
schrittverfahren mit hoherer Fehlerordnung (s. z.B. [H.R. Schwarz(1986)] und [J. Stoer; R. Bulirsch(1978)]) zu
ersetzen. Bei der Auswahl wurde auf eine bestmdgliche Kompatibilitdgt der Stiitzstellen geachtet. Dadurch kann
in Abhingigkeit der aktuellen Dynamik der Trajektorie ohne zusitlichen Rechenaufwand von einem Verfahren
niedriger auf ein Verfahren hoherer Fehlerordnung iibergegangen werden. Die Fehlerordnung ergibt sich wiederum
durch Taylor-Reihenentwicklung. Explizite Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren fiinfter und siebenter Ordnung mit
Schrittweiten-Kontrolle sind in [E. Fehlberg(1969)] beschrieben, aber héchstens in der Umgebung von singuléren
Punkten notwendig.

Polygonzugverfahren von Euler der Ordnung 1

ki, = f(S(tk),z(tk))
z(tey1) = z(ts) + Atk +O(AL?)

Modifiziertes Polygonzugverfahren von Euler der Ordnung 2

ki = f£(s(t),2(t))
At At

ko = £(s(te+ 5, 2lt) + -—kl)
z(tey1) = z(ts) + At ko + O(AEP)
Verfahren von Kutta der Ordnung 3
ki = f(s(te),z(tx))
At
ky = f(S tk+— tk)+‘—k1)
ks = f(s(ts+AL),2(ts) - Atk + 2Atk; )

Z(tk+1) = Z(tk) (kl + 4k, + k3) + (’) At )
Klassisches Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4

ki = f(s(te), z(tx))

At At
ky, = f(S(tk + —é—),z(tk) + ——‘kl)
At At
ks = f(S(tk + —2—) tk) + ——kg)
ke = £(s(te+ A1), 2(te) + Atk )
At
Z(tk+1) = Z(tk) (kl + 2k, + 2ks +k4) + O At )

6

Anmerkung 8.2 : Die mit Verfahren der Systemidentifikation bestimmten (zeitdiskreten) Sensorfehlermodelle in
Form von VARMA X-Prozessen (,,vector autoregressive moving average process with exogenous input®) (s. hierzu
[J.V. Candy(1988)], [C.K. Chui; G. Chen(1991)], [J. Honerkamp(1990)], [G. Minkler; J. Minkler(1993)]) fiihren
auf allgemeine Vektordifferenzengleichungen, welche vor der Verwendung in einem Kalman-Schétzer erst in die
Form eines Zustandsraummodells transformiert werden miissen. [
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2. Zeitdiskrete Kalman-Schitzer

Einige Minimal-Varianz-Schétzer gehen von der Annahme eines verschwindenden Systemeingangsvektors aus. Um
sie dennoch verwenden zu kénnen, zeigen wir im 1. Unterabschnitt die Moglichkeit einer Zerlegung (s. z.B. [C.K.
Chui; G. Chen(1989)], [J.S. Meditcti(1969)]) eines allgemeinen Zustandsraummodells in ein deterministisches und
ein stochastisches Modell ohne Systemeingangsvektor auf.

Im 2. Unterabschnitt stellen wir Kalman-Filter unter folgenden Annahmen zusammen:

e Linear(isiert)es (diskretisiertes, allgemeines) Zustandsraummodell,mit weiBlem, unkorrelierten Zustands-
und Beobachtungsrauschen

e Linear(isiert)es (diskretisiertes, allgemeines) Zustandsraummodell mit weiflem, korrelierten Zustands- und
Beobachtungsrauschen

e Linear(isiert)es (diskretisiertes, allgemeines) Zustandsraummodell mit farbigem Zustands- und Beobach-
tungsrauschen, welche iiber V AR(q)-Prozesse durch weife, unkorrelierte Vektorprozesse darstellbar sind

o Nichtlineares/linearisiertes (diskretisiertes, verkiirztes) Zustandsraummodell mit weiflem, unkorrelierten
Zustands- und Beobachtungsrauschen

Alle vier Kalman-Filter sind echtzeitfahig. Eine Eigenschaft, die fiir navigatorische Zwecke unerlaglich ist. Will
man zur Genauigkeitssteigerung neben vergangener und gegenwirtiger auch zukiinftige Beobachtungen beriick-
sichtigen (und prozessiert damit “close-to-real-time” oder “post-mission”), so gelangt man zu Kalman-Gléttern,
welche im 3. Unterabschnitt unter folgenden Annahmen zusammengestellt sind:

e Linear(isiert)es (diskretisiertes, verkiirztes) Zustandsraummodell mit weiflem, unkorrelierten Zustands- und
Beobachtungsrauschen unter sukkzessiver Beriicksichtigung zukiinftiger Beobachtungen (“fixed-point smoo-
thing”)

e Linear(isiert)es (diskretisiertes, verkiirztes) Zustandsraummodell mit weifiem, unkorrelierten Zustands-

und Beobachtungsrauschen unter Beriicksichtigung aller zukiinftiger Beobachtungen (“fixed-intervall smoo-
thing”)

o Linear(isiert)es (diskretisiertes, verkiirztes) Zustandsraummodell mit weiflem, unkorrelierten Zustands- und
Beobachtungsrauschen unter Beriicksichtigung von Beobachtungen der kommenden N zukiinftigen Zeit-
schritte (“fixed-lag smoothing”)

1. Zerlegung allgemeiner Zustandsraummodelle

Wir rekapitulieren, dafi ein linear(isiert)es, diskretisiertes, allgemeines Zustandsraummodell von der Form

Azpn = ArAzg + BrAsg + Tewy (8.11)
Ayr = CrAz + D ASy + vy, ) (812)
mit
Az, Zustandsvektorinkrement
ASg Systemeingangsvektor (Sensormefidatenvektorinkrement)
Ay Systemausgangsvektor (Beobachtungsvektorinkrement)
W ~ N (0, Qk), weifler Zustandsrauschvektor bzw. -prozefl
Vi ~ N (0, Ry ), weifler Beobachtungsrauschvektor bzw. -prozef3
Ag, Bk, Tk, Cr, Dy deterministische Koeffizientenmatrizen
Qk, Rk symmetrische und positiv definite Autokorrelationsmatrizen

ist. Dieses lafit sich ins — nach den zur Herleitung von Kalman-Schitzern notwendigen Voraussetzungen — deter-
ministische Zustandsraummodell

Azf,, = AgAzf+ BiAs; o ' (8.13)
Ay}: CkAzz + D ASy (8.14)

und das verkiirzte (stochastische) Zustandsraummodell
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Azfh; = AAz +Tpwy (8.15)
Ay:* = CkAzz*-i-Vk (816)

zerlegen, wobei die Lésung des allgemeinen (stochastischen) Zustandsraummodells durch Superposition nach

Az, = Az + Az , (8.17)
Ayr = Ayi+ Ayy* (8.18)

folgt. Mit der bekannten Losung des deterministischen Differenzensystems (8.13)

k—1 ok k-1
Azt = (H A,») Az§+2 H A;i | Bi—1A8j4 (8.19)
i=0 i=1

j= i=j-—-1
= Ag-1(AZf_; + Br_1A8k-1) (8.20)

folgt das verkiirzte Zustandsraummodell zu

Az, = AT+ BiAs (8.21)
Ayk - CkAZ}: — DkAgk = CkAZt* + Vi. (822)

Im folgenden formulieren wir — je nach Verfiigbarkeit — Kalman-Schétzer fiir allgemeine und verkiirzte Zu-

standsraummodelle, wobei vor Anwendung letzterer auf allgemeine Zustandsraummodelle obige Zerlegung durch-
zufiihren ist.

2. Zeitdiskrete Kalman-Filter

Y Filter I v

Voraussetzungsprofil:

Linear(isiert)es (diskretisiertes, allgemeines) Zustandsraummodell
Azgy1 = ApAzp + BrASg 4 Tpwy
' , keENg
Ayr = CrAzp+ DpASp 4 v ‘
e gegebenen Momenten des stochastischen Anfangswertes des Zustandsvektorinkrements E[Azq], Var[Az)
e gegebenen Koeffizientenmatrizen Ag, Bx, Tk, Ck, Dx  Vk €Np
e gegebenen Systemeingangsprozel Asy Vk € Ny
e gegebenen Systemausgangsprozefl Ay, Vk € Ny
e Gaufischen, weiflen Zustandsrauschprozef§ wy, d.h.
Efwi]=0 A E[wiw/]=Qrdu Vk,l €Ny,
mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen Qx Vk € N
e Gauflschen, weiflen Beobachtungsrauschprozef vy, d.h.
E[vi]=0 A E[vivl] =R Vk,l €Ny,
mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen R; Vk € No
e unkorrelierten Zustands- und Beobachtungsrauschproze8, d.h.

Elwivl] =0 Vk,l€Ng
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o unkorrelierten Zustandsrauschprozéﬁ und stochastischen Anfangswert, d.h.
ElwiAzX] =0 VkeN,

e unkorrelierten Beobachtungsrauschproze und stochastischen Anfangswert, d.h.
E[viAzl]1=0 Vk€Ng

Filtergleichungen:

Imtialisierung:
Az} = E[Az] -
Pt = Var[Azg]

" Pridiktion (ohne Beriicksichtigung von Beobachtungen):

AZ,: = Ak-—lAzz__l + Bk_lAgk_l
, keN
Py = Aw Pl AT 4Tk 1Qr-aTE

Korrektion (durch Beriicksichtigung von Beobachtungen):

Gr = PrCT(CiP CT +Ry)™

Az,j' = Azk- + Gy (Ayk — D Asg — CkAZ,:) , keN

P,j' = (I — chk) P,:

LA | A

Bzgl. der Herleitung der Filtergleichungen sei auf [C.K. Chui; G: Chen(1991)] und [G. Minkler; J. Minkler(1993)]
verwiesen.

Anmerkung 8.3 (zu Filter I):
o Dies ist der klassische Minimal-Varianz-Filter und wird deshalb i.a. als ,,der Kalman-Filter® bezeichnet.

¢ Unter der Annahme stationérer (im engeren Sinne), Gauf8scher, weiler Rauschprozesse ist Qx = Q bzw. Rx =
R Vk € N,. @ und R sind dann wihrend der autonomen initialen QOrientierungsphase zu schétzen.

o Zur Berechnung von Koeffizientenmatrizen und absoluten Zustédnden ist neben inkrementeiler Information
auch absolute Information notwendig.

\/ , Filter 11 _ v

Voraussetzungsprofil:

Linear (isiert)es (diskretisiertes, allgemeines) Zustandsraummodelil

Azgyr = ApAzg + BrASg 4+ Trpwy
3 k € N0
Ayry = CrAzy+ DyASp+ v

mit
e gegebenen Momenten des stochastischen Anfangswertes des Zustandsvektorinkrements E[Azq], Var[Azo)
o gegebenen Koeffizientenmatrizen Ag, By, Tk, Cx, Dy Vk €Ny
e gegebenen SystemeingangsprozeS As; Vk € Ny

e gegebenen Systemausgangsproze Ay, Vk € Ny
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e Gaufischen, weiflen Zustandsrauschprozeﬁ”w,c, dh.
E[wi] =0 A E[wiw]] = Qér  Vk,l1 € No,
mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen Qx Vk € Ny
) GauBschen, weiflen Beobachtungsrauschproze8 v, d.h.
E[vi] =0 A E[vgvF]= Ribu1 Vk,1 € Ny,
mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen Ry Vk € Np
¢ korrelierten Zustands- und Beobachtungsrauschprozef}, d.h.

E[wivl] = Sedu Vk,1 €N

e unkorrelierten Zustandsrauschprozeﬁ und stochastischen Anfangswert, d.h.
ElwrAzl] =0 VkeN,
e unkorrelierten Beobachtungsrauschproieﬁ und svtochastischen Anfangswert, d.h.
E[viAzl]=0 VkeN
Filtergleichungen:
Initialisierung:

Azl = E[Az)
P} = Var[Az)]

Pridiktion (ohne Beriicksichtigung von Beobachtungen):

Ki-1 = Te-1Sk-1RL,
AZE = Ak-—lAz:_l + Br_1ASg_1 + Kr_1 (Ayk—-l — Dk—lAgl?—l — Ck—lAzt_l) , keEN
Py = (Ag—1— Ki—1Cx_1) B (Ak-1— Kk-—lck—l_)_T +Te1Qr-1T7_ — Ki_1Re 1 KT,

Korrektion (durch Beriicksichtigung von Beobachtungen):
Gr = P;CT(CiP;CT+Ry)™"
Azl = Az + Gk (Ayx — DxASg — CrAzy) , k€N
Pf = (I-GiCy) Py

I * S ry

Bzgl. der Herleitung der Filtergleichungen sei auf [C.K. Chui; G. Chen(1991)] und [G. Minkler; J. Minkler(1993)]

verwiesen.

Anmerkung 8.4 (zu Filter II):
o Fiir Sy = 0,Vk € Ny, sind die klassischen Kalman-Filtergleichungen als Spezialfall enthalten.

e Die Korrelation des Zustands- und Beobachtungsrauschprozesses wirkt sich lediglich auf die Pradiktions-
gleichungen aus. :

e Unter der Voraussetzung (im engeren Sinne) stationirer Zustands- und Beobachtungsrauschprozesse folgt
neben der Konstanz der Autokorrelationsmatrizen Qi und ‘Ri, d.h. Qx = Q und Ry = R Vk € Ny, auch
die der Kreuzkorrelationsmatrix Sx, d.h. Sy =S Vk € Ny. '

|
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v Filter 111 T

Voraussetzungsprofil:

Linear(isiert)es (diskretisiertes, verkiirztes) Zustandsraummodell

Azk+1 = ArAzZp + k€,
s k€N
Ayr = CiAzi+ 9,

und (farbige) VAR(1)-Zustands- und Beobachtungsvektorprozesse -
& = M€+ wy
B = Neo1Wp+ Vi
mit
o gegebenen Momenten des stochastischen Anfangswertes des Zustandsvektorinkrements E[Azg)], Var{Az)
o gegebenen Koeflizientenmatrizen Ag, Tk, Ck, My, Ni(, Bk, D) Vk € Ny

e gegebenen Systemeingangsproze8 A§, Vke Ny
(fiir die Zerlegung nach Unterabschnitt 10.2.1)

e gegebenen Systemausgangsprozel Ay, Vk € Ny
(entsprechend der Zerlegung nach Unterabschnitt 10.2.1)

o Gaufischen, weiflen Zustandsrauschprozefl wy, d.h.
Ewi]=0 A E[wiw!]= Qi Vk,1 €N,
mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen Q; Vk € Ny
o Gaufischen; weiflen Beobachtungsrauschprozef v, d.h.
E[vi]=0 A E[vkv,T] = Riéi; Vk,l € Ny,
mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen R; Vk € Ny
e unkorrelierten Vektorprozessen wy und v;, d.h.
Elwivi]=0 Vk,leNg.
o unkorrelierten Vektorprozessen wg, vi und stochastischen Anfangswert, d.h.
EwiAzl]=0 A E[viAz]]=0 Vke N
E=wound g, =vo!)

Filtergleichungen:

initialisierung:
Azf = E[Azo) - Var[Azg)CT (CoVar[Azo)CT + Ro) ™' (CoE[Azo] — Ayo)
& =0
Pt _ (Var[Azo]—var[Azo]COT (CoVar[Azo)CT + Ro) ™' CoVar[Azo] 0
° - . 0 Qo

Pridiktion (ohne Beriicksichtigung von Beobachtungen):
( Az, >— - ( Apr T ) ( Az )+
fk 0 A’Ik—l fk—l

_ (Ao Teer \pe (AT, 0 ) [0 0O
B = ( 0 M’»‘—-1>Pk—1(rg—1 M, * 0 Qs
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Korrektion (durch Beriicksichtigung von Beobachtungen):

Hio1 = (CeAg-1— Nk1Ck-1,CiTx-1)

Ap-1 - Ty )
Gk = ( ]E) 1 Al’kk.‘ll )P:--IHE"I (Hk_IP:—ng'—l'*'Rk) 1

+ - N
( AEZk ) = ( A&Zk > +.Gg (AYk_NkAYk—l—Hk-—l< Af:i_ll > )

PY = P-GpHi P (Ag-i‘ 9 )
k k Rl Thor M,

LA A

Bzgl. der Herleitung der Filtergleichungen sei auf [C.K. Chui; G. Chen(1991)] verwiesen.

Anmerkung 8.5 (zu Filter III):

o Fiir My = 0 A Ny = 0 Yk € Ny resultiert Filter I (s. [C.K. Chui; G. Chen(1991)]).

o Die praktische Bedeutung dieser Kalman-Filtervariante liegt in den weitentwickelten zeitdiskreten Metho-
den der Systemidentifikation. V AR(q)-Prozesse (engl. “vector autoregressive process of order q”) erlauben

die Modellierung einer breiten Klasse farbiger Prozesse und sind stets auf VAR(1)-Form transformierbar
(s. z.B. [J.D. Hamilton(1994)]).

¢ Eine Transformation von ARMAX(q,p)-Prozessen (engl. “vector autoregressive moving average process
with exogeneous input”) in die Gestalt eines allgemeinen Zustandsraummodells ist in [C.K. Chui; G. Chen -
(1991)] beschrieben.

e Ein Kalman-Filter fiir mittels “shaping filter” modellierten farbigen Zustands- und/oder Beobachtungs-

rauschprozessen ist in [G. Minkler; J. Minkler(1993)] dargestellt (s.a. [P.S. Maybeck(1994)]). -

v Filt er IV v

Voraussetzungsprofil:

Nichtlineares (diskretisiertes, verkiirztes) Zustandsraummodell

zey1 = £ (zk) + Fi(26)we
s k € Ny

Yk gk (zx) + Vi

mit
o gegebenen Momenten des stochastischen Anfangswertes des Zustandsvektorinkrements E[Azo], Var{Azo)

o gegebenen Funktionen ff, F¥, g Vk € Ny

e gegebenen Systemeingangsprozefl sy Vk € Np
(fiir analoge Zerlegung zu Unterabschnitt 10.2.1)

gegebenen Systemausgangsproze yx Vk € Ng
(nach analoger Zerlegung zu Unterabschnitt 10.2.1)

Gauflschen, weiflen Systemrauschprozel wg, d.h.
E[Wk] =0 A E[wkw?] = thsk; Vk,l € Ny,

mit gegebenen symmetrischen und positiv definiten Autoqurelationsmatrizen Qr YkeNg
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e GauBschen, weifien Beobachtungsrauschprozef v, d.h.
Elvi]=0 A E[vgv]]= Ridu Vk,l €Ny,
mit g'egebeneh symmetrischen und positiv definiten Autokorrelationsmatrizen Rx Vk € Ny
. uhkOrrelierten System- und BeobachtungSrauschprozeB, d.h.
| . E[wkv.,T']i:O Vk,1€Ng |
o unkorrelierten Vektorprozessen wyg, v; und stochastischen Anfangswert, d.h.
E[wiAzl1=0 A E[vazg’] =0 VkeN
Filtergleichungen:
Initialisierung:

z7 = Efzo)
P = Var[zg]

Pridiktion (ohne Beriicksichtigung von Beobachtungen):

2 = fi ()

- ofy_ of¥ T T
Pro= (S=raly) P (5o @ly) + Fra@ ) Qe (FEs ()

Korrektion (durch Beriicksichtigung von Beobachtungen):

o = Pp(%en) [(Sen)r (Een) + Rk]“l

1S

<

zf = z; +Gk (ve —8i(zr))

.

pr = [1-6(Sen)| P

|‘ - | — - , .vr' - - ‘l

Bzgl. der Herleitung der Filtergleichungen sei auf [C.K. Chui; G. Chen(1991)] und [V. Krebs(1980)] verwiesen.

Anmerkung 8.6 (zu Filter IV):

o Aufgrund der speziellen Struktur nichtlinearer TNDglS (s. Anm. 4.3) folgt nach Diskretisierung (s. Ab-
schnitt 8.1) und Zerlegung in ein deterministisches und ein verkiirztes (stochastisches) Zustandsraummodell
(analog zu Unterabschnitt 10.2.1) letzteres zu

2 = £ (zk) + Fi(zk)we
e = 8ilzk)+ vk

o Filter IV heit Erweiterter Kalman-Filter (engl. “extended Kalman Filter”).

e Zur Modellierung des in der nichtlinearen Vektorfunktion f* auftretenden Gravitationsvektors wird ein Gra-
vitationsvektormodell bendtigt. Je nach Definitionsgebiet unterscheidet man globale, regionale und lokale
Gravitationsmodelle (s. hierzu [H. Denker(1988)], [R. Forsberg(1985)], [R. Forsberg; M.G. Sideris(1989)],
[N.C. Thong(1990)], [N.C. Thong(1991)], [N.C. Thong; E.-W. Grafarend(1989)], [E. Wildermann(1988)}).
Grundsitzlich ist die Haufigkeit der notwendigen Auswertungen vom Auflosungsvermdgen abhangig.

Zur Untersuchung schwerebedingter Zustandsfehler sei auf [N.C. Thong(1990)], [R. Forsberg(1985)] und
[E. Groten; W. Hausch; D. Keller(1985)] verwiesen. RegelméBige Integration von Beobachtungen externer
Sensoren 1aBt schwerebedingte Fehler nahezu verschwinden. ’
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o Im Falle eines linearen, verkiirzten Zustandsraummodells geht Filter IV (Erweiterter Kalma__n—Filter) in
Filter I (klassischer Kalman-Filter) iiber.

Anmerkung8.7 : Die vorgestellten Filtervarianten haben gemeinsam, daff sie von der Verarbeitung aller nicht
vorprozessierter Information in einem Filter ausgehen. Solche Filter heifien zentralisiert. Kalman-Filtervarianten
zur Verarbeitung vorprozessierter Beobachtungen heifien kaskadiert, wenn die Ausgangsgrofien als Beobachtun-
gen eines anderen Kalman-Filters eingehen (z.B. vorprozessierte GPS-Position und -Geschwindigkeit als Beob-

achtungen in Filter fiir TNS-Zusténde) (s. z.B. [M. Napier(1988)]) und dezentralisiert, wenn die Daten jedes
Navigationssystems separat gefiltert werden und anschlieBend die Zusténde einem Gesamtfilter zur Ermittlung
eines ,besten® Zustands zugefithrt werden (z.B. separate Filterung der GPS- und TNS-Daten und anschlieBende
Schitzung des Systemzustands aus GPS- und TNS-Zustand) (s. z.B. [M. Wei; K.P. Schwarz(1990)] und [Y. Gao;
E.J. Krakiwsky; M.A. Abousalem; J.F. McLellan(1993)]).

Da die “closed loop architecture”, d.h. die Riickfiihrung des geschétzten Systemzustands an das TNS fiir
korperfeste (engl. strapdown) Tragheitsnavigationssysteme — im Gegensatz zu horizontierenden Tragheitsnaviga-
tionssystemen (s. z.B. [D. Wan; R. Ren; B. Dong(1990)]) - ohne Bedeutung ist, folgt automatisch die Einordnung
als “open loop architecture”. ‘ ]

Anmerkung8.8: Zur Reduzierung der Sensitivitit gegeniiber Fehlern in den Ausgangsdaten wurden robu-
ste Filtervarianten vorgeschlagen (s. z.B. [P.W. McBurney(1990)], [B. Schaffrin(1991)], [Y.J. Wang; K.K. Ku-
bik(1993)]).

Der “wave approach” aus [O. Salychev; A.B. Bykovsky(1991)], [O. Salychev; B. Schaffrin(1992)] und [O. Saly-
chev(1995)] beschreibt die Modell- und Filtererweiterung zur Schatzung polynomialer oder exponentieller Sen-
sorfehleranteile iiber lokalen Zeitintervallen (ca. 10-20 min) und liegt damit zwischen “real time”- und “post
mission” -Verarbeitung. ’
In [M. Verhaegen; P. van Dooren(1986)] und [M. Verhaegen; P. van Dooren(1988)] wird fiir verschiedene Kalman-
Filtervarianten die Fehlerfortpflanzung der durch Darstellung in Maschinenzahlen unvermeidlichen Rundungs-
fehler, von Modellierungs- und von Diskretisierungsfehlern untersucht.

In [V. Krebs(1980)], [L. Schwartz(1970)] und [R.P. Wishner; J.A. Tabaczynski; M. Athans(1969)] werden ferner
nichtlineare Filter besprochen. ‘ [ ]

3. Zeitdiskrete Kalman-Glétter

v ~ (“fixed-point”-) Glatter I v

Voraussetzungsprofil:
s. Filter I (jedoch mit verkiirztem Zustandsraummodell)

Glattergleichungen:

Initialisierung:
fp — +
Azgx = Azg
fp —
Fglg = I

Korrektion (durch sukkzessive Beriicksichtigung zukiinftiger Beobachtungen):

Az{"{p|k+l = Az{?]k + FIj;'lik+1 (AZIH - Azl-c-+l)

mit , k=K, K+1,K+2,...,N—1
f — j - \-

by = FRPFAT (PO

‘Bzgl. der Herleitung der Glattergleichungen sei auf [G. Minkler; J. Minkler(1993)] verwiesen.
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Anmerkung 8.9 (zu Glatter I):
e Az}, PF Az;, P folgen durch vorherige Schitzung mit Filter I

¢ Glatter I (“fixed point smoothing”) wird zur Initialisierung des fiir die Tragheitsnavigation bedeutenderen
Glatter IIT (“fixed lag smoothing”) bendtigt.

v (“fixed-interval”-) Glatter II | v

Voraussetzungsprofil:
s. Filter I (jedoch mit verkiirztem Zustandsraummodell)
Glattergleichungen:

Initialisierung;: ;
: 1 — +
Azyy = Azy

Korrektion (durch Riickwartspropagation zukiinftiger Beobachtungen):

Aol = Mg+ BEAT (PO (Aelfy - M%), k=N N-1,.1

A . _ ‘ A

Bzgl. der Herleitung der Glattergleichungen sei auf [G. Minkler; J. Minkler(1993)] verwiesen.

Anmerkung 8.10 (zu Glatter II):
e Az}, P}, Az, P folgen durch vorherige Schétzung mit Filter I.
o Glatter IT ist zur “post-mission”-Genauigkeitssteigerung nach “real-time processing” mit Filter I konstruiert.

v (“fixed-lag”-) Glatter 11T v

Voraussetzungsprofil:

s. Filter I (jedoch mit verkiirztem Zustandsraummodell)

Glattergleichungen:

Initialisierung:
fl — fp
Azow = Azgy
fl —_ Sp
F0|M = Fo[M

Korrektion (durch Beriicksichtigung der Beobachtungen in den M kommenden Zeitschritten):

fl _ l -T _ 1.
Azkuc+M = A“_lAzi—l(k—1+M + Qk—lAk—l(PIj-—l) ! (Az£—1|k—1+M - Az:«l)
1l -
+Fk|k+M(Az:+M_Azk+M) ' , k=1,2,....N—-M

mit

fl _ - A~T - l - -
Fipem = PrAC(PEYD) 1F;{-1|k—1+MPlj-—1+MAg-1+M(Pk+M) !

(A — - A

Bzgl. der Herleitung der Glattergleichungen sei auf [G. Minkler; J. Minkler(1993)] verwiesen.
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Anmerkung 8.11 (zu Glatter III):

o Az}, P}, Az, P folgen durch vorherige Schitzung mit Filter I und Az{,{’ Mo 01 ¢ durch initiale Schatzung -
mit Glétter I.

o Bei geeigneter Wahl von M (in Abhéngigkeit der Taktrate des TNS) erlaubt Glatter III somit ein “close-to-
real-time plocessmg” mit gegeniiber Filter I erhohter Genamgkelt durch elngeschrankte Berucksmhtlgung
zukiinftiger Beobachtungen.

Anmerkung 8.12:

o Adaptive Kalman-Schitzer tragen dem Einflu unsicherer oder unvollstindiger Anfangsdaten Rechnung
(s. 2.B. [C.F. Ansley; R. Kohn(1985)], [W. Bell; S. Hillmer(1991)], [S.D. Brown; S.C. Rutan(1985)], [G.C.
Goodwin; K.S. Sin(1984)], [F.D. Groutage; R.G. Jacquot; R.L. Kirlin(1987)}, [F.D. Groutage; R.G. Jacquot;
D.E. Smith(1984)], [S. Haykin(1991)], [A.H. Jazwinski(1969)] und [N. Watanabe(1987)]).

e In der Trilogie [T. Kailath(1968)], [T. Kailath; P. Frost(1968)] und [P. Frost; T. Kailath(1971)]

“An Introduction Approach to Least-Squares Estimation

Part 1 : Linear Filtering in Additive White Noise .
Part Il : Linear Smoothing in Additive White Noise
Part [II : Nonlinear Estimation in White Gaussian Noise”

und dem Ubersichtsartikel [T. Ka1lath(1974)] “A View of Three Decades of Linear Flltermg Theory” 'wn'd
ein guter Uberbllck iiber Schatzmethoden vermittelt. -

¢ Im Falle einer Folge korrellerter Beobachtungen sei auch auf die Arbelten [R.S. Bucy(1967)] [Y. Gao;
E.J. Krakiwsky; Z.W. Liu(1992))], [Z.W. Liu; E.J. Krakiwsky; Y. Gao(1992)] und [R.K. Mehra; A.E: Bry-
son(1968)] verwiesen.

e Ferner sei nicht versiumt mit [R.E. Kalman(1960)], [RE Kalman; R.S. Bucy(1961)] und [R.E. Kal-
man(1963)] auf die Klassiker der Filtertheorie zu verweisen.




KAPITEL 9:
Initiale Orientierungsbestimmung

Fiir die Lésung eines nichtlinearen TNDgIS bzw. zu dessen Linearisierung wird ein Anfangs- bzw. Naherungs-
wert des Zustandsvektors bendtigt. Anfangsort und -geschwindigkeit des Triadenzentrums werden als bekannt
vorausgesetzt. In Abhingigkeit von der initialen Dynamik unterscheidet man zwei Fille. Zum einen die auto-
nome initiale Orientierungsbestimmung, bei der das Trégheitsnavigationssystem erdbezogen ruht (lediglich der
Anfangsort des Triadenzentrums P, muf bekannt sein) und damit statische Messungen der von der Akzelero-
metertriade registrierten Beschleunigung f, und der inertialen Winkelgeschwindigkeit w;; im Triadenzentrum P,
durchgefiihrt werden, und die nichtautonome initiale Orientierungsbestimmung (hauptséichlich angewandt in der
Flugnavigation), bei der kontinuierliche Beobachtungen von Position und Geschwindigkeit durch externe Senso-
ren (z.B. GPS) vorliegen und man die Anfangsorientierung zu Beginn einer stationdren Navigationsphase (f, und
w;, sind nahezu konstant) extern naherungsweise bestimmt (z.B. Na.herungsorlentlerung in horizontierter Lage:
any = ar = 0'und ag aus der Richtung des Geschwmdlgkeltsvektors) und auf da.s Tragheitsnavigationssystem
iibertragt.

Die Betrachtung eines nichtlinearen TNDgIS zeigt, daf} ein Orientierungsfehler unmlttelbar zur Fehlinterpretation
eines Anteils der spezifischen Trigheits- und Gravitationskrifte als Fahrzeugbeschleunigung fithrt und damit
Positions- und Geschwindigkeitsfehler nach sich zieht.

Wie erhilt man jedoch eine moglichst genaue — autonom gewonnene — Anfangsorlentlerung, um zur (gestiitz-
ten oder ungestiitzten) Navigation iibergehen zu kénnen? Und. wie verbessert man die bei der nichtautonomen
Orientierungsbestimmung zu Beginn einer stationdren Navigationsphase iibertragene Anfangsorientierung?

Im 1. Abschnitt dieses Kapitels wird die autonome (globale) Bestimmung einer Naherungsorientierung eines
Tragheitsnavigationssystem fiir Anfangspositionen in hinreichend grofiem Abstand von der Rotationsachse der
Erde beschrieben (s.a. [J.C. Hung; H.V. White(1975)] und [\'I D Shuster; S.D. Oh(1981)}). Der 2. Abschnitt
enthilt einen kurzen Abrif} iiber das notwendige Vorgehen fiir ein “in-flight alignment”. In polnahen Regionen ist
die nichtautonome Orientierungsbestimmung durch externe Navigationssensoren (z.B. “multi-antenna GPS”),
aufgrund ‘der- (béinahe) linearen Abhingigkeit der bei der autonomen Orientierungsbestimmung verwendeten
Richtungsbeobachtungen, sogar zwingend erforderlich.

Anmerkung9.1: In der Literatur werden oftmals die Begriffe Anfangsgroborientierung (engl. “coarse ali-
gnment”) und Anfangsfeinorientierung (engl. “fine alignment”) verwendet (s. z.B. [O. Heinze(1996)], [D. Kel-
ler(1991)], [Z. Liu (1992)] und [R.V.C. Wong(1988)}), wobei ersteres Verfahren der Bestimmung einer groben
Naherungsorientierung und letzteres der Verbesserung der Naherungsorientierung durch einen (méglichst) konti-
nuierlich durchgefiihrten Positions- und Nullgeschwindigkeitsabgleich (engl. “CUPT,ZUPT?”) dient. [

1. Autonome initiale Orientierungsbestimmung

Der autonomen initialen Orientierungsbestimmung entspricht die globale Losung eines nichtlinearen TNDglS
nach der Anfangsorientierung unter Beriicksichtigung aller dabei zur Verfiigung stehender Vorinformation:

o erdfeste (Niherungs-)Koordinaten X.(Ps(to)) des Triadenzentrums P, wahrend der stationiren Anfangs-
orientierungsphase, d.h. v¢(Py(t0)) = 0.

o Gravitationsvektor g, im Triadenzentrums P, wahrend der stationaren Anfangsorientierungsphase.

Setzen wir die (zeitinvariante) Anfangsposition und den zugehorigen Gravitationsbeschleunigungsvektor ins nicht-
lineare (Xe, Ve, §eb)-TNDgIS nach Satz 4.2 ein, so folgt!):

Repfy — wje (‘l’ie X xe) + Rehgh =0 (91)

Jebwip — WieGep = 0 (9:2)

bzw.

1) Unter Vernachlassigung der Euler-Beschleunigung.

110
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Roofy = —Rengh+ wie X (Wie X Xe) = —Renyp (9.3)
Reptwip = @ie (9.4)
Unter der Annahme der initialen linearen Unabhéngigkeit des Vektors der inertialen Winkelgeschwindigkeiten

w;, und des Vektors der registrierten Beschleunigungen f, ~ dies entspricht der Forderung nach einer polfern
durchgefiihrten autonomen Orientierungsbestimmung — folgt eine dritte linear unabhangige Vektorgleichung zu

Res (fb X wzb) = Wje X (Reh'Yh) (9 5)
Die Beziehungen (9 3),(9.4) und (9.5) hétten sich natiirlich auch intuitiv formulieren lassen. Die kurze Herlei-
tung iliber Satz 4.2 macht jedoch die wesentliche der autonomen Orientierungsbestimmung zugrundeliegenden
Annahme deutlich, nimlich die Befriedigung des nichtlinearen (deterministischen) TNDglS von Anfangswert und
Systemeingang.
Durch Zusammenfassung der drei Vektorgleichungen (9.3),(9.4) und (9.5) zu einer Matrixgleichung folgt

Rey (f5, win, o X Wip) = (—Ren ps Wie, Wie X (Renv4)) (9.6)
und daraus durch Anwendung des vec-Operators nach Satz B.1

_Reh7h
[(fb, wip, T, X wib)T ® 13] vec(Rep) = W;e . 9.7
wie X (Ren )
Aufgrund diverser Fehlereinfliisse (z.B. durch Stérungen des Tragheitsnavigationssystem wahrend der als stati-
onir angenommenen Anfangsorientierungsphase, Sensorfehler, Positionsfehler, Fehler des Gravitationsmodells)
beschreibt die Losung von (9.6) bzw. (9.7) keine reine Rotation. Zur Eliminierung von Betragsinkonsistenzen
normieren® wir durch Projektion auf die Sphire S7 die Gleichungen (9.3),(9.4) und (9.5) und erhalten unter

den zusitzlichen Annahmen ||fy|| = ||| und ||wis]| = wie schliefllich
fy
Rep—— —Rep—— (9.8)
sl ) Il‘n.li
Mool — wie | 4 '
£ wip Wie ( )
T X T Renite
O3 el Rl Nl .10
LI _‘!’sz(Rh'Y )
el Hewioll Wie 7l
Durch Zusammenfassen der drei Vektorgleichungen zu einer Matrixgleichung folgt wiederum
fo  wip Wie (  n )
e Y —— X Reh
£, wip  ifell  flwsll | _ Th Wie Wie v all
Reb ) ) —Rep ) ’ (911)
Ifoll” flwsoll” || fo — wi lyall” wie " || wie (R Th )"
eh
lIfell el Wie Iy all
und daraus nach Anwendung des vec-Operators nach Satz B.1
_Reh l’7' ”
£ ow \T w'
f, w6 [lws] . ([
) . ® I3 | vec(Rep) = Wie Yh 9.12
sl Neisll” || fo  wip (ftr) wie "\ ] -
el lwiell i

o< (|

Beide Darstellungen reprisentieren wiederum neun lineare, algebraische Gleichungen fiir die neun unbekannten
Komponentéen von R.,. Natiirlich sind die neun Komponenten von R, nicht voneinander unabhéngig. Inkonsi-
stente Richtungsbeobachtungen im Sinne von

3 (1 Ty ) 24 (Rt ) 913
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stéren die orthonormale Struktur der Losung Rep, d.h. Rep ¢ SO(3), und dazu orthogonale Fehler den Représen-
tant Rep der Drehmatrix Rep € SO(3).

Aufgrund der stochastischen Natur der Sensordaten ist eine arithmetische Mittelung bzw. (im Falle einer Sens-
ordrift) eine lineare Regression zur Verwendung in Gleichung (9.6) bzw. (9.11) notwendig. Die autonome initiale
Orientierungsbestimmung nimmt etwa 10 bis 45 min (je nach Genauigkeitsanforderung) in Anspruch.

Mit den in Abschnitt 2.2 beschriebenen Umkehrungsgleichungen lassen sich aus Rep, dann die zugehdrigen Ori-
entierungsparameter berechnen.

Anmerkung 9.2 : Obige Beschreibung der autonomen initialen Orientierungsbestimmung setzt Kreisel und Ak-
zelerometer vergleichbarer Genauigkeitsklassen und die lineare Unabhéngigkeit der SensormeBdatenvektoren der
beiden Triaden voraus. Ist dies nicht der Fall, so stellt sich unmittelbar die Frage: Kann die autonome Orientie-
rungsbestimmung auch nur mit Akzelerometern oder nur mit Kreiseln durchgefiihrt werden?

Die Antwort auf diese Frage ist generell zu verneinen, da — gegeben x, und xs, Xa,%s € S? — aus

Rpaxq = Xp

Rpq, und damit letztendlich die Orientierung des Tragheitsnavigationssystem, nur bis auf eine Drehung um den
aus zwei Koordinatensystemen beobachteten Richtungsvektor bestimmt ist (s. [K. Kanatani(1990)]). Allerdings
ist — wie oben diskutiert —~ die Beobachtung zweier linear unabhingiger Sensordatenvektoren hinreichend zur
Eliminierung des bei der Verwendung nur einer Triade verbleibenden Freiheitsgrades und damit auch zur eindeu-
tigen Bestimmung der Anfangsorientierung. ' [ ]

Anmerkung 9.3 : Zur Wahrung der orthonormalen Struktur von R, empfiehlt sich eine Orthonormalisierung
der Richtungsbeobachtungen nach Gram-Schmidt. Aufgrund des schlechten Signal-Rausch-Verhiltnisses in den
Kreiseln wihrend der autonomen Orientierungsbestimmung ist es vorteilhaft, lediglich den fiir die Bestimmung
des Azimuts entscheidenden orthogonalen Anteil von w;p zu fp, d.h.

wib _< wip | fo >_f9_
lwisll N llwisll Hifsll / 116s11”

zu verwenden. n

Anmerkung 9.4 : Liegt eine akzeptable Niherung der Anfangsorientierung vor, so kann parallel zur autonomen
initialen Orientierungsbestimmung mit der Initialisierung des Kalman-Filters begonnen werden. Die Initiali-
sierungsphase dauert an, bis alle Zustinde und (Ko-)Varianzen stationire Werte angenommen haben. Durch
Streichung der Beobachtungen kann dann zur ungestiitzten Tragheitsnavigation iibergegangen werden. [

2. Nichtautonome initiale Orientierungsbestimmung

Wihrend der Navigation registriert die Kreiseltriade nach

Wip = Wep + Roewie (9.14)

nicht nur die Erdrotation, da dann Rpe = Rpe(t) bzw. wep # 0 ist. Zudem ist aufgrund von Motorvibrationen
und Turbulenzen das Signal stark verrauscht. Selbst in stationiren Navigationsphasen ist die Bestimmung des
Kurswinkels aus den Kreiselbeobachtungen aufgrund allgegenwirtiger Storungen unmdglich.

Beim “in-flight alignment” bestimmt man die Anfangsorientierung zu Beginn einer stationdren Navigationsphase
(fb, w;p und v, sind hier niherungsweise konstant) extern niaherungsweise. Beispielsweise sind in einer ndherungs-
weise horizontalen Lage des Fahrzeugs der Nick- und Rollwinkel identisch Null und der Kurswinkel kann aus der
Richtung des Geschwindigkeitsvektors grob geschitzt werden. Unter der getroffenen Annahme einer stationéren
Navigationsphase kann dann durch arithmetische Mittelung der Sensordaten eine Steigerung der Genauigkeit der
initialen Naherungsorientierung erzielt werden.

Natiirlich ist aufgrund der unvermeidlichen Fehlereinfliisse diese Niherungsorientierung i.a. noch nicht genaun
genug, um bereits mit freier Navigation beginnen zu kénnen. Dennoch liegt mit der Naherungsorientierung ein
vollstindiger Anfangszustandsvektor (it genauem Anfangsort, genauer Anfangsgeschwindigkeit und ungenau-
er Anfangsorientierung) vor, an welchem das nichtlineare TNDgIS linearisiert werden kann. Zur Verbesserung
der Anfangsorientierung gehen wir mit dem nichtlinearen und linearisierten (diskretisierten) TNDglS und den
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Beobachtungen zeitinvariater Anfangsposition und -geschwindigkeit in den erweiterten Kalman-Filter, fiihren da-
mit — in Abhingigkeit der Kovarianzmatrizen von Zustands- und Beobachtungsvektor — die Differenz zwischen
geschitzten und beobachteten Zustandsvektor auf eine fehlerhafte (Anfangs-)Orientierung zuriick und erhalten
nach einiger Zeit eine stationare Schitzung fiir die (Anfangs-)Orientierung aus dem Kalman-Filter.

Die Beobachtbarkeitsanalyse ergab die (starke) Beobachtbarkeit von zwei und die (schwache) Beobachtbarkeit
der dritten Orientierungskomponente mittels Positions- und Geschwindigkeitsbeobachtungen (z.B. mit GPS).
Fiihrt man jedoch Manéver durch, welche die Richtung von f; bzgl. der Sensorachsen verindern, so ist die zu-
vor nur schwach beobachtbare Orientierungskomponente mittels Positions- und Geschwindigkeitsbeobachtungen
vollstandig beobachtbar und schlieBlich eine Verbesserung aller Orientierungskomponenten erreicht. Das “weave
manoeuvre” genannte Mandver setzt natiirlich deutliche Orientierungsidnderungen voraus und kann somit nicht
iiberall eingesetzt werden.



KAPITEL 10:
Systemsimulat'iojn

Bislang wurden zahlreiche Modellvarianten vorgestellt und deren Eigenschaften theoretisch untersucht. Dabei
wurden Diskretisierungs- und Linearisierungsfehler eingehend besprochen.

Eine zentrale Groflie zur Beurteilung der Giite eines 'I‘régheitsnavigationsystems ist die Systemauflésung genannte
Auflésung der Sensordaten nach der AD-Wandlung. Diese bedingt eine Quantelung der verfiigbaren Sensordaten.
Neben Diskretisierung und Linearisierung ist die Quantelung die dritte bedeutende Fehlerquelle. Natiirlich 16hnen
modelltheoretische Anstrengungen zur Verringerung einer Fehlerquellé nur, wenn der dadurch reduzierte Fehler
das Gesamtfehlerbudget dominiert. Fiir welche Systemaufldsungen lohnt somit {iberhaupt eine rechenaufwendige
Verringerung von Diskretisierungsfehler (durch Verwendung eines Integrationsverfahrens hoherer Ordnung) oder
Linearisierungsfehler (durch Verwendung nichtlinearer Modellgleichungen)? Die Untersuchung einer derart gela-
gerten quantitativen Fragestellung setzt die strikte Separier- und Steuerbarkeit einzelner Fehlerquellen und das
Vorliegen einer hochgenauen Referenzlsung voraus. Dies vermag nur eine Systemsimulation zu leisten.

Dabei soll nicht versucht werden das Mefprinzip der inertialen Sensoren zu modellieren und unkorrigierte Sensor-
fehler im Sinne von Nichtorthogonalitit, Skalierung, etc. zu untersuchen (s. [D. Schroder(1992)]). Vielmehr soll
das nichtlineare TNDglS bei analytisch gegebener Trajektorie nach den Sensordaten (w;, und f) analytisch auf-
geldst werden, wodurch kontinuierlich die Beobachtungen fehlerfrei arbeitender inertialer Sensoren zur Verfiigung
stehen. Die Untersuchung des Einflusses von Diskretisierungs- und Linearisierungsfehlern kann dann auf Basis
dieser Referenzlésung fiir Trigheitsnavigationsysteme unterschiedlicher Auflésung erfolgen.

1. Referenzlésung und Sensordaten
Den Ausgangspunkt bildet das gewdhnliche, nichtlineare, homogene ((, ¢, k), Vh, §es)-TNDglS 1. Ordnung aus

Satz 4.2. Losen wir dieses nach den Sensordaten auf, so resultieren nach einfachen Umformungen die folgenden
Beziehungen:

wip

whp + Renwin (10.1)
fb = Rbh ("’h - (weh — 2(.),'},) X vy + Rhe(lb,'e X xe) - 'yh) (10.2)

Durch zeitlich polynomiale Ansétze fiir Position und Orientierung

p(t), - h = h(),
QR(t), ag = QK(t)

sind die rechten Seiten der obigen Beziehungen zur Berechnung der Sensordaten eindeutig bestimmt. Um einen
stetigen Beschleunigungsvektor fy(t) und einen stetigen Winkelgeschwindigkeitsvektor w;s(t) im Definitionsge-
biet zu erhalten, ist auf die C2-Stetigkeit des polynomialen Positions- und die C1'-Stetigkeit des polynomialen
Orientierungsansatzes zu achten. Speziell der Ubergang von stationdren Anfangszustinden bzw. zu stationéren
Endzustinden erfordert deshalb den Einsatz von quintischen Splines fiir die Position und von kubischen Splines
fiir die Orientierung.

Abbildung 10.1 zeigt die der Systemsimulation zugrundeliegende Trajektorie und Abbildung 10.2 die zugehdrigen
Sensordaten. Die Trajektorie weist Spitzengeschwindigkeiten von etwa 900 km/h und damit eine hohe absolute
Dynamik auf. Da jedoch keine kurzzeitigen Variationen auftreten, ist die sich in den Sensordaten widerspiegelnde
relative Dynamik eher gering.

Es wurde nicht angestrebt einen realen Flug zu simulieren. Entsprechend wurden Ost-, Nordgeschwindigkeit und
Kurswinkel, Vertikalgeschwindigkeit und Nickwinkel, sowie Kurswinkelanderung und Rollwinkel nicht gekoppelt,
sondern unter Beachtung der zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade unabhéngig voneinander festgelegt.

A= AR, @
ay = an(t), or

I

(10.3)

2. Navigationslosung

Auf Basis der in Abbildung 10.2 visualisierten Sensordaten und des (perfekten) Anfangszustandsvektors kann
nun eine Navigationslésung generiert werden. Die Abweichung der Navigations- von der Referenzldsung erlaubt
Riickschliisse auf die Auswirkung des durch Abweichung vom ((X, ¢, ), V4, §eb)-TNDgIS von Satz 4.2 eingefiihrten
Modelifehler.
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2. Navigationslésung 117

Tabelle 10.3: Finale Zustandsfehler fiir simulierte Trajektorie in Abhéngigkeit von Taktung und Systemauflésung
(nichtlineares Modell, perfekter Anfangszustand, deterministische Sensordaten, vorwértiger Differenzenquotient)

niedrige Systemauflosung mittlere Systemauflosung hohe Systemauflésung
Baccer, = 0.0023 Baccer. = 0.000043% ) faccer. = 0.00000133 )
hgyros = 0.00008572% Rgyros = 0.00000272¢ Bgyros = 0.0000000572¢
AN = +0°32'19.2038" AN = -0°0'10.1575" AN = +0°00.8207"
Ap = +0°0'10.4579" Ap = -0°01.4323" Ap = -0°00.1936"
Ah = +4640.278m Ah = —6.933m Ah = 40.363m
Av, = +106.3495292 Av, = —0.459335% Av, = +40.028168%
50 Hz Av, = -3.866522"* Av, = —0.1474697% Av, = —0.011708%
Av, = 44.958787% Av, = —0.0335437 Av, = +40.001816%
Aoy = ~1°5'23.081" Aay = +0°014.013" Aoy = +0°00.734"
Aap = +0°029.173" Aar = +0°0'5.505" Aap = +0°0'0.178"
Aog = +0°21'11.957" Aag = —0°0'4.855" Aog = —0°00.665"
TAX = +0°32'18.7860" AN = —0°0'10.5507" AN = +0°0'0.4331"
Ap = -0°0'10.3318" Ap = -0°01.3354" Ap = —0°00.0989"
Ah = +4640.330m Ah = —7.116m Ah = 40.173m
Av, = +106.3317752 Av, = —0.4733842 Av, = +0.014530%
100 Hz Av, = -=3.8578127% Av, = —0.1415597% Av, = —0.006168%
Av, = +4.958007% Av, = —0.0344747% Av, = 40.000907%
Aay = —1°5'23.235" Aay = +0°0'13.763" Aoy = +0°0'0.477"
Aap = +0°029.128" Aarp = +0°05.593" Aarp = +0°00.079"
Aag = +0°21'12.089" Aag = —0°04.778" Aag = —0°0'0.380"
AN = +40°32'18.6404" AX = —0°0'10.7475" AX = +0°00.2395"
Ap = —0°010.2942" Ap = -0°0"1.2883" Ap = —0°00.0509"
Ah = +4640.370m Ah = -7.224m Ah = 40.079m
Av, = +106.32741922 Av, = —0.4804887% Av, = +0.007704%
200 Hz Av, = -3.856066% Av, = —0.138783% Av, = -0.003321%
Av, = 44.957933% Av, = —0.0349462 Av, = 40.0004547
Aay = —1°523.393" Aay = +0°0'13.640" Aay = +0°00.349"
Aap = +0°029.086" Aap = +0°0'5.646" Aag = +0°0'0.032"
Aag = +0°21'14.389" Aag = —0°0'4.747" Aag = —0°00.245"
AX = +40°3218.5570" AN = —0°0'10.8433" AX = +0°0'0.1427"
Ap = -0°0'10.2739" Ap = —-0°01.2643" Ap = —0°00.0272"
Ah = +640.287Tm Ah = —7.27lm Ah = +40.032m
Av, = +106.3248252 Av, = —0.483780% Av, = +40.004307%
400 Hz Av, = —3.855200% Av, = —0.1373947 Av, = —0.0019342
Av, = +4.957611% Av, = -0.0351697 Av, = 40.0002277
Aay = —1°5'23.480" Aay = +0°0'13.575" Aany = +0°00.284"
Aarp = +0°0'29.048" Aap = +40°0'5.662" Aar = +0°00.008”
Aag = +0°21'14.847" Aag = -—0°0'4.449" Aag = -0°00.173"

Zunichst sel angemerkt, dafl die im weiteren geschilderten Ergebnisse stark von der, der Systemsimulation zu-
grundeliegenden, Trajektorie abhéngen. Tabelle 12.1 zeigt die finalen Zustandsfehler bei Approximation des

Differentialquotienten des Zustandsvektors durch einen Differenzenquotienten 1. bzw. 2. Ordnung (s. Abschnitt
8.1)

a(t*) — 2(t) _ a(t + At) — z(t)

. z(t + At) — z(t — A)
vt tr—t At

2At

welche in Abhéngigkeit von Diskretisierungsordnung und Zeitschritt angegeben sind. Ein Blick in die Tabelle
zeigt, daBl im Falle der Verwendung des zentralen Differenzenquotienten unabhéngig vom Zeitschritt eine finale
Positionierungsgenauigkeit von etwa 1 m erzielt wurde. Dieser steht bei 50 Hz Systemtakt, d.h. At = 0.02s, bei
Verwendung des vorwirtigen Differenzenquotienten ein finaler Positionierungsfehler von etwa 20 m gegeniiber. Die
Unabhéngigkeit vom Zeitschritt gibt die Vernachlassigbarkeit des Diskretisierungs- bzgl. des Systemauflésungs-
fehlers Ausdruck.

+O(At) = +O(A?), (10.4)
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Tabelle 12.2 zeigt den Einflufl des Linearisierungsfehlers auf den finalen Zustandsfehler. Da beim Ubergang des
TNDglS in ein Differenzengleichungssystem nicht nur der Differentialquotient des Zustandsvektors durch einen
Differenzenquotienten ersetzt, sondern die Gleichung auch mit At multipliziert wird (s. Abschnitt 8.1), ist die
lineare Abhéngigkeit des finalen Zustandsfehlers vom Zeitschritt, bzw. der Systemtaktung, leicht zu erkléren. In
Lagekoordinaten und Horizontalgeschwindigkeitskomponenten resultiert kein bedeutender Unterschied zwischen
nichtlinearem und linearisierten Modell. In der vertikalen Komponente wirkt sich indes die in Kapitel 6 bewiesene
Instabilitit des linearisierten Modells voll aus. Auch der finale Kurswinkel wird durch die Linearisierung stark
korrumpiert. .

Fiir alle bislang diskutierten Fille haben wir eine hohe Systemauflésung unterstellt. Tragheitsnavigationssysteme
dieser Genauigkeitsklasse sind jedoch einerseits extrem teuer und andererseits aufgrund ihrer militiarischen Rele-
vanz i.a. nicht frei verfiigbar. Welcher Genauigkeitsverlust geht jedoch mit der Verwendung niedrigerer auflésender
und damit billigerer Systeme einher? ’ :

Tabelle 12.3 zeigt die Dominanz der durch niedrige und mittlere Systemauflosung bedingten finalen Zustands-
fehler gegeniiber der Halbierung des Zeitschritts. Ferner erweist sich das simulierte Tragheitsnavigationsystem
niedriger Auflésung aufgrund eines finalen Lagekoordinatenfehlers von etwa 45 km (bei etwa 136 km Bogenlange
der simulierten Trajektorie) als génzlich ungeeignet fiir den Zweck der ungestiitzten Navigation in einem Zei-
tintervall von 1000 s. Zudem ist die Auflésung der Kreisel zu grob, um die Erdrotation zu detektieren, was
eine autonome Selbstorientierung unméglich macht. Bei Ubergang auf Tragheitsnavigationssysteme mittlerer
Auflésung, welche als verfiigbar und erschwinglich betrachtet werden k&nnen, resultiert ein entscheidender Ge-
nauigkeitssprung. Dies spiegelt sich in der finalen Positionierungsgenauigkeit von etwa 250 m wider. Eine weitere
deutliche Genauigkeitssteigerung ist beim Ubergang auf Trigheitsnavigationssysteme hoher Auflésung zu ver-
zeichenen (Positionierungsgenauigkeit fiir simulierte Trajektorie etwa 25 m). Durch Verwendung eines zentralen
Differenzenquotienten (2. Ordnung) reduziert sich der finale Positionierungsfehler auf etwa 1 m (s. Tabelle 2.).



KAPITEL 11:
Realdatenverarbeitung

Ziel des vorliegenden Kapitels ist die Beschreibung eines realen Experimentes und der dabei typischerweise auftre-
tenden stérenden EinfliiBe. Exemplarisch seien, neben Linearisierungs-, Diskretisierungs- und Quantelungsfehler,
folgende Ursachen fiir eine limitierte Navigationsgenauigkeit genannt:

e Storungen aller Art wilirend der initialen autonomen Selbstorientierung
(z.B. Schwankungen durch ein vorbeifahrendes Fahrzeug)
fehlerhafte Anfangszustinde (z.B. durch zu kurze initiale autonome Selbstorientierung)
¢ unzureichende Wiederholbarkeit der Sensorbiasschitzung bei der Laborkalibrierung
(groBie Standardabweichung des Ensemblemittels)
e Unsicherheit der Schitzung des zeitlich linearen Sensorfehlerwachstums
(z.B. durch zu kurze initiale autonome Selbstorientierung)
e zeitlich nichtlineares Sensorfehlerwachstum
Temperaturschwankungen wihrend des Experimentes
e Vibrationen (Motor, Liifter, Dithering, etc.)

Der verwendete Datensatz wurde in der Region Kananaskis vom Department of Geomatics, University of Calgary,
Canada aufgezeichnet. Dabei wurde ein modifiziertes Litton LTN-90-100 mit einer Systemtaktung von 64 Hz
eingesetzt. Die Systemauflésung betragt

hgyros = 0.0001220703125> = 0.439453125 5
haccetr. = 0.00003720703125 % = 3.720703125mgal.

Dies entspricht etwa der mittleren Auflésung im vorhergehenden Kapitel.

(1L.1)

Anmerkung11.1: Um a priori einen Eindruck von der bei der Anfangsorientierung erzielbaren Genauigkeit zu
bekommen, betrachten wir den Richtungsfehler, welcher durch einen zur initialen Vektorbeobachtung orthogo-
nalen Fehler in der Groflenordnung der Systemauflésung verursacht wird.

Rgyros
Acgyros = arctan (—gy’" ) = 1.6735° = 100.41’
Wie |
' hacce . y
Aovgeeel. = arctan ( “7“1 > = 0.0002° = 0.0131' = 0.7831".

Dieses Ergebnis tragt dem sehr guten Signal/Rausch-Verhaltnis in der Akzelerometertriade und dem sehr schlech-
ten Signal/Rausch-Verhaltnis in der Kreiseltriade Rechnung. Somit empfiehlt es sich zur Berechnung von Nick-
und Rollwinkel lediglich die initiale Beobachtung des Schwerevektors im Beobachtungssystem heranzuziehen und
nur fiir den Kurswinkel auf die Beobachtung des Erdrotationsvektors im Beobachtungssystem zuriickzugreifen. m

Die Nullpunktfehler (Bias) der inertialen Sensoren sind angegeben zu (s.a. [Z. Liu(1992)])

0
bgyros = (~0.000058, ~0.000059,0.000060)" -
baceet. = (-0.00040,—0.00012,—0.00030)TSﬁz.

Anmerkung11.2 : Die Differentialgleichung zur Beschreibung der Fahrzeugbeschleunigung lautet im Inertialsy-
stem

X; (t) = R,’b(t)fb(t) + g (X@(i), t) .
Verandert man Position und Orientierung des Fahrzeugs bzgl. des Inertialraumes nicht und nimmt g; als konstant
an, so folgt der Einflul von Akzelerometerbias und -drift aus

ii(t) = Rib [fO + ba.ccel. + daccel.(t - tO)] + gi-

Unter der Annahme R;5fo + gi = 0 folgt durch doppelte zeitliche Integration der Einflufl von Bias und Drift aus
der Beziehung

1 . 1 .
xi(t) - Xi(tO) = §Ribbaccel.(t - tO)2 + ’G'Ribdaccel.(t - tO)a'
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In diesem Sinne wachst ein Fehler im Akzelerometerbias quadratisch und ein Fehler in der Akzelerometerdrift
kubisch mit der Zeit. Damit ergibt sich folgendes Bild

Positionsfehler durch Positionsfehler durch
20 mgal Akzelerometer-Bias | 0.1 -’-”-f—"i Akzelerometer-Drift
1 min © 0.360 m 0.036 m
5 min 9.000 m 4.500 m
10 min 36.000 m 36.000 m
20 min 144.000 m . 288.000 m
30 min 324.000 m 972.000 m

Ein Vergleich der verwendeten Akzelerometer-Biases mit den Werten aus [R.V.C. Wong(1988)] zeigt, daB 20
mgal eine durchaus vorsichtige Wahl ist. Nachfolgende Graphiken dokumentieren die Existenz von Driften der
Groflenordnung 0.194331- in zwei der drei Akzelerometerkanilen. Anfangs dominiert der Effekt des Biasfehlers und
spiter die Auswirkung des Driftfehlers. Da die gewihlte GréBenordnung von Bias und Drift als eher zu niedrig
anzusehen und die durch Kreiselfehler verursachte Fehlbeschleunigung noch unberiicksichtigt geblieben ist, geben
die angegebenen Positionsfehler lediglich einen Eindruck der zu erwartenden Gréfienordnung. Das exponentiel-
le Anwachsen vertikaler Fehler in Anfangsposition und -geschwindigkeit (s. Kapitel 6) ist 'ebenfalls noch nicht
beriicksichtigt. .

Der initiale Ort des Triadenzentrums lautet im WGS84-Datum
Xo = —115°1'30.0848", o = 51°2'44.8626”, ho = 1339.818m.

In den ersten 10 Minuten wurden die Sensordaten in einem ,stationiren“ Umfeld aufgezeichnet. Leider korrigiert
das LTN-90-100 im z-Akzelerometer eine breitenabhéngige Modellschwere, bevor die ,, Rohdaten® ausgelesen wer-
den kénnen. Bei der dabei verwendeten Breite handelt es sich um diejenige der gerateinternen Navigationslésung,
welche hier unbekannt ist und damit eine zusitzliche Fehlerquelle darstellt. Als ,Rohdaten® sind dabei ganze
Zahlen (als Folge der Analog-Digital-Wandlung) zu verstehen, welche mit der Sensoraufiésung zu mult1p11z1eren
sind. Dabei wird das Signal betragsmiflig um eine halbe Auﬂosung vergrofiert.

1. Sensordatenanalyse

A priori empfiehlt sich eine Sensordatenanalyse zur Beurteilung des Datensatzes. Abbildung 11.1 zeigt eine Dar-
stellung der Sensorkanile als Zeitreihe bis zum ersten Nullgeschwindigkeitsabgleich. Bereits hieraus 148t sich eine
Storung der “stationdren” Anfangsphase nach etwa 530 s erkennen, welche wahrscheinlich durch ein vorbeifah-
rendes Fahrzeug verursacht wurde, da die Stérung hauptséchlich im y-Kreisel (kollinear zur Rollachse) und im
x-Akzelerometer (kollinear zur Nickachse) auftritt und somit im wesentlichen einer Schwankung um die Rollachse
entspricht. Weitere Storungen sind aufgrund der gewihlten Ordinatenskalierung zunzchst nicht zu erkennen.
Abbildung 11.2 zeigt eine Haufigkeitsverteilung der stationdren Sensorrauschprozesse um den Mittelwert in den
ersten 512 s. Ein Vergleich der Haufigkeitsverteilung der y-Kreiseldaten um den Mittelwert mit den Haufigkeits-
verteilungen fiir x- und z-Kreisel zeigt eine etwa verdoppelte Rauschbreite. Dies deutet bereits auf Stérungen
hin, welche hauptséchlich zu einem Rollen des Fahrzeugs fithren. Bei den Beschleunigungsmessern erkennt man
das bevorzugte Verweilen in verschiedenen Klassen, d.h. eine Art ,Hangenbleiben“ der Beschleunigungsmesser
bei speziellen Amplituden.

Eine gefensterte Fourier- bzw. Wavelettransformation (s. z.B. [A.K. Louis et al.(1994)]) der Sensordaten in den
ersten 1024 s fiihrt zu Abbildung 11.3. Die Transformation erlaubt im Sinne der Heisenbergschen Unschérferela-
tion eine zeitliche Lokalisierung einzelner Frequenzen (Lokalisierung im Phasenraum). Die Darstellung reicht bis
zur Nyquist Frequenz von 32 Hz. Neben der Stérung nach etwa 530 s erkennt man — vor allem im y-Kreisel —
neben einigen kleineren Stérungen noch zwei bedeutendere bei etwa 95 s und 480 s. Ferner folgt aus der Phasen-
raumdarstellung die permanente Priasenz bestimmter Frequenzen im Bereich von 9, 20 und 30.5 Hz, welche durch
Aliasing der Ditherfrequenz im Bereich von 380 bis 420 Hz resultieren. In [J. Czompo(1991)] wurde am Beispiel
des Litton LTN-90-100 der durch Dithering, Liifter- und Motorvibrationen verursachte Einfluf} auf die erzielten
Genauigkeiten — durch Eliminierung korrespondierender Frequenzen im Frequenzraum — untersucht. Es zeigte
sich, daf8 diese Einfliisse als sehr gering und dementsprechend diesbeziigliche Anstrengungen als ineffektiv erach-
tet werden konnen. Deutlich erkennt man in den x- und y-Kanilen wihrend des Nullgeschwindigkeitsabgleichs
die durch die Motorziindungen generierten Frequenzen im Bereich von 0 bis 5 Hz.

Abbildung 11.4 zeigt den Innenwinkel zwischen dem von der Kreiseltriade beobachteten Winkelgeschwindigkeits-
vektor w;y und dem von der Akzelerometertriade beobachteten Beschleunigungsvektor fy, d.h. J(w;s,f5), in den
ersten 12 Minuten. Die linke Graphik zeigt den Innenwinkel der zu einem Zeitpunkt gemessenen Vektoren w;;, und
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f,. Aufgrund des schlechten Signal-Rausch-Verhéltnisses in den Kreiseln nimmt der Innenwinkel beliebige Werte
zwischen 0° und 180° an. Durch rekursive arithmetische Mittelung der Sensordaten ergibt sich in der mittleren
Graphik ein deutlich besseres Bild. Man erkennt jedoch klar den EinfluB des Driftens der Sensoren. Eliminiert
man mittels des Besten Linearen Unverzerrten Schitzers (BLUE, s. z.B. [O. Anderson et al.(1997)]) den EinfluB
der (linearen) Drift, so resultiert schlieBlich die rechte Graphik. Aufgrund der raschen Konvergenz und des. ro-
busten Verhaltens eignet sich die arithmetische Mittelung in kurzen und (leicht) gestorten stationdren Phasen
und der BLU-Schitzer in langen und (mdglichst) ungestérten stationaren Phasen. Bis auf die meridionale Lotab-
weichung stimmt der betrachtete Innenwinkel mit der Poldistanz auf Basis der ellipsoidnormalen Breite iiberein.
Nach [P. Vanicek; E. Krakiwsky(1986)] diirfte die meridionale Lotabwelchung auch im Gebiet Kananaskis die
GréBenordnung von 1’ nicht iiberschreiten.

initiale Poldistanz 38.95°
Y(w;p, ) (arith. Mittelung) 38.77°
Y(wip, ) (BLUE) 38.72°

Ursachen fiir die Differenz von etwa 0.20° = 12’ sind hauptséachlich

systematische Stérungen wihrend der initialen autonomen Selbstorientierung,
unzureichende Systemauflésung, :

unzureichende Konvergenz innerhalb der zur Verfugung stehenden 10 min,
Streuung der Nullpunktfehler (Bias) im Sinne von Ensemblebeobachtungen.

Nach 12-miniitiger rekursiver Schitzung lautet das Ergebnis wie folgt:
Arithmetische Mittelung:

0.002485 0.000248 \ , —0.092230 0.000123 ‘m
wip = | —0.000661 | £ | 0.000239 T fy = 0.225283 | + | 0.000139

, 0.003302 0.000261 9.804425 0.000168
BLU—Schﬁtzﬁng:

[ 0.002473 0.000496 \ ] [ 0.0000000323 \ 0.0000011927 \ | ,
wip = —0.000660 | &+ | 0.000478 + (t —to) | |- —0.0000000031 - | & | 0.0000011495 -

0.003303 0.000522 —0.0000000040 0.0000012562
[ [ —0.092723 0.000246 -\ | [ 0.000001367 0.000000591 m
fy = 0.225686 | + | 0.000277 + (t —to) —0.000001119 }{ = { 0.000000667 —
9.804462 0.000335 | \ —0.000000103 0.000000806 8

Die Standardabweichung der BLU-Schétzung des konstanten Signalanteils in den Kreiseln entspricht etwa der
vierfachen Kreiselauflssung, d.h. 4hg4yr,,. Fiir den vorliegenden Datensatz war keine SIgmﬁkante Schétzung der
Driften méglich.

Abbildungen 11.5 bis 11.7 zeigen das Ergebnis der rekursiven Schitzung der konstanten bzw. linearen Signal-
anteile in den stationiiren Sensorsignalen der ersten 12 min. Es ist darauf zu achten, daf8 die zugehdrigen Stan-
dardabweichungen lediglich die abnehmende Rauschbreite der rekursiven Schitzung und nicht durch nichtlinea-
re Signalanteile oder stérungsbedingte Diskontinuitdten hervorgerufene Unsicherheiten beschreiben. Sie fallen
dementsprechend zu optimistisch aus. Objektiver erscheint die Betrachtung der Variation des Ergebnisses der
rekursiven Schitzung am Ende der autonomen Orientierungsphase. SchlieBlich ist in Abbildung 11.8 das Er-
gebnis der autonomen initialen (rekursiven) Orientierungsbestimmung in Form von Nick-, Roll- und Kurswinkel
dargestellt. Ein Vergleich von arithmetischer Mittelung und BLU-Schétzung macht dabei den Einflu8 der Sensor-
drift und die finale Rauschbreite der Schitzung des Kurswinkels die Notwendigkeit der Verwendung eines Filters
deutlich. '
Eine deutliche Verlingerung der Anfangsorientierungsphase und eine Elimination aller dabei auftretenden (sy-
stematischen) Stérungen 14t eine Schitzung des initialen Kurswinkels mittels des LTN-90-100 im Rahmen
der autonomen Selbstorientierung mit einer Genauigkeit von bis zu einer Bogenminute fiir moglich erscheinen

(s.a. [Z. Liu(1992)]).
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Abbildung 11.2: Haufigkeitsverteilung des (stationiren) Sensorrauschens (512 s) des LTN-90-100-Datensatzes.
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Abbildung 11.3: Gefensterte Fouriertransformation der Sensordaten des LTN-90-100.
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Abbildung 11.4: Innenwinkel zwischen den vektoriellen Kreisel- und Akzelerometerbeobachtungen des LTN-90-
100 wahrend der ersten 720 s. :
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Abbildung 11.7: Linearer Anteil (BLUE) der Sensordaten des LTN-90-100.
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Abbildung 11.8: Nick-, Roll- und Kurswinkel des LTN-90-100.
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2. Navigationslosung

Die Anfangsposition haben wir als bekannt vorausgesetzt, die erdbezogene Anfangsgeschwindigkeit als identisch
Null angenommen und als Anfangsorientierung liegt die rekursiv verbesserte BLU-Schitzung vor. D.h. nach
einer kurzen Anfangsgroborientierungsphase (bis also die BLU-Schitzung der Anfangsorientierung hinreichend
konvergiert ist) stehen alle Zustinde und damit ein Anfangszustandsvektor fiir das TNDglS bzw. den Kalman-
Filter zur Verfiigung. _

Liegen Nullgeschwindigkeits- bzw. Positionsabgleiche im Rhythmus der Systemtaktung (z.B. CUPT und ZUPT)
bzw. Positions- und Geschwindigkeitsbeobachtungen mit niedrigerer Frequenz (z.B. DGPS) vor, so ist — wie
in Kapitel 7 gezeigt — der Kurswinkel wéahrend des verbleibenden Teils der Anfangsorientierungsphase nur aus
der zweiten zeitlichen Ableitung der Geschwindigkeitsbeobachtung bzw. der dritten zeitlichen Ableitung der
Positionsbeobachtung beobachtbar. Durch den Einflul von System- und Beobachtungsrauschen in der Beziehung

Ve(t) = Rap(®)fs(t) + Reo(t)fs(t) — 2wie X Ve(t) — wic X (wie X Ve(t))
52 8
Fag Vo0 # Ve D)ve 4 e Vilxert) (112

ist der Kurswinkel nur schwach beobachtbar. Stérungen; welche den Rahmen der Unsicherheit, der durch die
Varianz-Kovarianz-Matrizen Py, Qx und Ry ausgedriickt wird, verlassen, bewirken Spriinge im (nicht direkt beob-
achteten) Kurswinkel. Eine Vergroflerung der Unsicherheit der Beobachtung und damit der Standardabweichung
des zugehorigen Beobachtungsrauschens behebt zwar diesen Mangel, gleichzeitig wird jedoch die Konvergenz
verlangsamt. Durch Verwendung der Ergebnisse der BLU-Schétzung liegen jedoch Sensorbeobachtungen stei-
gender Genauigkeit und damit Orientierungsbeobachtungen steigender Genauigkeit vor. Demzufolge kann die
BLU-Schéatzung der Anfangsorientierung bis zur Konvergenz des Kurswinkels fortgefiihrt und neben Position
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Abbildung 11.9: Anfangsfeinorientierung zur Konvergenz des Kurswinkels
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Abbildung 11.10: Ungestiitzte Navigation in den ersten 10 Minuten zur Detektion von Stérungen

und Nullgeschwindigkeit auch die Orientierung beobachtet werden. Letztendhch folgt eine robuste und rasch
konvergente Schitzung der Anfangsorientierung.

Im Rahmen der Beobachtbarkeitsanalyse konnten wir nachweisen, daB Anfangsorientierung und Sensorbias nicht
in allen Kanilen gleichzeitig beobachtbar sind. Dies gilt jedoch nicht fiir den radialen Anteil des von der Akze-
lerometertriade registrierten vektorwertigen Signals. Im Rahmen der Stabilitatsanalyse von Kapitel 6 wurde die
mathematische Begriindung fiir das exponentielle Anwachsen initialer vertikaler Positions- und Geschwindigkeits-
fehler gegeben. Ursache dafiir ist eine vertikale Fehlbeschleunigung. Zur Dampfung des vertikalen Fehlerwachs-
tums bietet sich somit die Beriicksichtigung eines vertikalen Bias bzw. Skalenfaktors in der Akzelerometertriade
an. .

Damit sind die Ergebnisse der Stabilitéts- und Beobachtbarkeitsanalyse bestmoglich beriicksichtigt. Die in Kapitel
10 behandelte Systemsimulation belegt zudem — bei Verwendung eines ,,Strapdown“-Trégheitsnavigationssystems
mittlerer Genauigkeit bzw. Systemauflésung — den mit der Linearisierung von TNDgIS einhergehenden Genauig-
keitsverlust. Demzufolge basieren nachfolgende Auswertungen auf der Verwendung des nichtlinearen (x., ve, fes)-
TNDglS im erweiterten Kalman-Filter. Im Gegensatz zur bei der Systemsimulation verwendeten Trajektorie mit
hoher absoluter und geringer relativer Dynamik beschreibt der im weiteren zugrundegelegte reale Datensatz eine
Trajektorie mit geringer absoluter und hoher relativer Dynamik. Zur Begrenzung des Einflufles von Diskretisie-

rungsfehlern findet das klassische Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung Verwendung. Die Systemtaktung ist
mit 64 Hz fest vorgegeben.

Die das Sensorrauschen charakterisierende empirische Varlanz—Kovananz—Ma.trD( Q. =Q folgt als Resultat der
BLU-Schitzung. Die Sicherheit der aktuell vorliegenden Beobachtung spiegelt sich in der Varianz-Kovarianz-
Matrix R; des Beobachtungsrauschens wider und ist geeignet vorzugeben. Die durch die Varianz-Kovarianz-
Matrix Py ausgedriickte Sicherheit des initialen Zustandsvektors hat nur méafigen Einfluf}, da Py aufgrund der

Vorgaben aus @ und Ry rasch gegen einen stationdren Wert konverglert Dies komplettiert die Initialisierung
des Kalman-Schétzers.
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Abbildung 11.11: Ungestiitzte Navigation in den letzten 20 Minuten

Abbildung 11.9 zeigt das Ergebnis der Anfangsfeinorientierung. Als Anfangsorientierung wird das Ergebnis der
im Rahmen der Sensordatenanalyse beschriebenen einminiitigen autonomen Selbstorientierung (Anfangsgrobori-
_entierung) mit einem Kurswinkel von 106.10° verwendet. Die Akzelerometerdrift wird dabei beriicksichtigt. Mit
der resultierenden Anfangsorientierung wird der Anfangszustandsvektor komplettiert und der Kalman-Filter ge-
eignet initialisiert. Nick- und Rollwinkel sind bereits mit hoher Genauigkeit bestimmt. Lediglich der nur schwach
beobachtbare Kurswinkel ist noch zu ungenau, um zur freien Navigation iibergehen zu kénnen. Bis zur Konver-
genz des Kurswinkels (hier nach weiteren sechs Minuten, d.h. von ¢ = 60s bis ¢ = 420s) wird neben Position’
und Nullgeschwindigkeit auch die auf Basis der linearen Regression in den Sensorkanilen mit steigender Genau-
igkeit vorliegende Orientierung zur Stiitzung bei vollem Systemtakt verwendet. Die verhaltnisméRig dramatische
Storung bei ¢t & 100s macht die Robustheit des Verfahrens deutlich. Trotz der einhergehenden Kurswinkelvariati-
on von etwa %° konvergiert der Kurswinkel rasch. Zur Vorbeugung gegen Stérungen mit systematischem Einflufl
werden ab ¢ = 420s nur noch Nullgeschwindigkeitsabgleiche durchgefiihrt.

Zur Lokalisierung der im Datensatz prasenten Storungen zeigt Abbildung 11.10 die mit einer genaherten An-
fangsorientierung (Nickwinkel 1.318°, Rollwinkel 0.542° und Kurswinkel 106.3°) ungestiitzt ausgewerteten ersten
zehn Minuten. Dabei wurde weder eine radiale Fehlbeschleunigungs- noch eine Driftkorrektur in den Akzelerome-
tern angebracht. Die graphische Darstellung des Rollwinkels macht den Einflul der bei der Sensordatenanalyse
gefundenen doppelten Rauschbreite des y-Kreisels deutlich. Ferner wird der Unterschied zwischen systematischen
(t ~ 1005 und t = 350s) und zufilligen (¢ ~ 480s und ¢ ~ 540s) Storungen klar, wobei bei ersteren nach einer
Auslenkung in einer Richtung keine Gegenreaktion in die entgegengesetzte Richtung eintritt, was bei letzteren’
der Fall ist. Offensichtlich verdndert die betragsgrofite systematische Stérung (¢ ~ 100s) signifikant den Verlauf
des Kurswinkels, wihrend bei der betragsgroften zufilligen Storung (¢ & 540s) keine Anderung erkennbar ist.

Vor Beginn der ersten Navigationsphase stellt sich die Frage nach der optimalen Verwendung der eingangs
geschétzten Drift. Dabei sei nochmals in Erinnerung gerufen, daf selbst die Standardabweichung der in x- und
y-Akzelerometer geschéitzten Drift noch etwa 50% des Signals betrigt. Unterstellt man die Giiltigkeit der Drift
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Abbildung 11.12: Gestiitzte Navigation in dén letzten 20 Minuten

fiir die Gesamtlinge des Datensatzes von 30 min, so verschlechtert sich das Ergebnis gegeniiber der Rechnung
ohne Beriicksichtigung der Drift deutlich. Selbst bei Umwandlung der Drift nach zehn Minuten in den zu die-
sem Zeitpunkt korrespondierenden Bias tritt keine gleichméaflige Verbesserung auf. Abbildung 11.11 liegt deshalb
ein Modell ohne Driftkorrektur zugrunde. Durch Elimination von Stérungen bzw. eine zeitliche Ausdehnung der
initialen autonomen Selbstorientierung ist jedoch durch eine Driftkorrektur eine deutliche Verbesserung der Navi-
gationsgenauigkeit zu erwarten. Eine Akzelerometerdrift in der erhaltenen Gréflenordnung von 0.1 zieht unter
den Annahmen von Anmerkung 11.2 nach 30 Minuten eine Fehlgeschwindigkeit von etwa 6"—h’E nach sich. Die fiir
den Zweck der ungestiitzten Navigation ungiinstige Versuchsplanung verhindert eine Auswertung des Datensatzes
mit einer fiir diese Gerateklasse hohen Genauigkeit. Konstante bzw. lineare Fehler in der Ost- bzw. Nordgeschwin-
digkeit resultieren durch verschwindende bzw. konstante Fehlbeschleunigungen in der entsprechenden Richtung.
Ellipsoidnormale Hohe und Vertikalgeschwindigkeit verdeutlichen das exponentielle Fehlerwachstum. Ein laufen-
der Motor und Personen im Fahrzeug sind die Ursache fiir den unruhigen Verlauf des Rollwinkels in den stati-
onaren Phasen. Dies 148t eine Verbesserung des Kurswinkels mittels Nullgeschwindigkeitsabgleichen aufgrund der
hohen Unsicherheit in diesen Zeitraumen als unrealistisch erscheinen. Auch die Prasenz von Stérungen und eine
Spitzengeschwindigkeit von etwa 70 km/h verdeutlichen die der Aufzeichnung des Datensatzes zugrundeliegenden
Rahmenbedingungen. :

Abbildung 11.12 zeigt das Ergebnis bei Stiitzung mit Nullgeschwindigkeitsbeobachtungen (und Positionsbeob-
achtungen zur Verhinderung von ,,Positionsverbesserungen) in den stationdren Phasen (900s < ¢ < 1300s und
1500s < t < 1800s). Die Lange der Trajektorie betragt etwa 2.6 km. Der finale Positionierungsfehler liegt in
der Grofienordnung von 1 % der Trajektorienldnge. Da die Versuchsplanung nicht auf die Erzielung hochgenauer
Ergebnisse ausgerichtet war, standen folgerichtig Konzepte zur Robustifizierung und Konvergenzbeschleunigung
im Zentrum der Betrachtungen.
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, The invention of the calculus of quaternions is a step towards the knowledge of quantities related to space which
can only be compared for its importance, with the invention of triple coordinates by Descartes. The ideas of this
calculus, as distinguished from its operations and symbols, are fitted to be of the greatest use in all parts of
science.“V)

(James Clerk Maxwell)

Zusammenfassung und Ausblick

Die Konzeption der Arbeit erlaubte die Gewinnung beinahe aller relevanten Zusammenhénge auf Basis der zuvor
angestellten Uberlegungen und kann in diesem Sinne als linear bezeichnet werden.

Einfache geometrische Interpretationen aller algebraischen Parametrisierungen wurden mit Hilfe der Darstellung
einer raumlichen Starrkérperrotation als Drehung um eine (gerichtete) Raumachse nach dem Satz von L. Euler
gegeben. Von den vier ausfiihrlich behandelten Parametrisierungen der Gruppe der Rotationsmatrizen SO(3)
haben drei singuldre Umkehrungen (Kardan-Winkel fiir 3 = +7%, Euler-Winkel fiir § = 0 und ¢ = m, Cayley-
Parameter fiir SpurR = —1) und nur eine Parametrisierung eine reguldre Umkehrung (Hamilton-Quaternionen).
Dies steht im Einklang mit dem auf H. Hopf zitierten Satz, welcher besagt, dafi kein globaler Homdomorphis-
mus (bijektive und stetige Abbildung) zwischen der Gruppe der Rotationsmatrizen und dem dreidimensionalen
Euklidischen Raum existiert. Die in Rotationsmatrizen formulierten Orientierungsdifferentialgleichungen zwi-
schen dem Beobachtungsachsensystem und dem erdfesten Bezugsachsensystem bzw. dem Horizontachsensystem
wurden hergeleitet und gezeigt, dafl ihre Losungen stets orthonormal sind, falls nur die initial gegebene Ma-
trix eine Rotationsmatrix ist. Ferner wurden analytische LOosungen unter der Voraussetzung zeitinvarianter Zu-
sammenhangsmatrizen hergeleitet. Die trigonometrischen Parametrisierungen (Kardan- und Euler-Winkel) sind
surjektiv, aber nicht injektiv. Die algebraische Parametrisierung in Cayley-Parametern ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Dadurch resultieren bei Verwendung der trigonometrischen Parametrisierungen singulére (nichtlineare)
Orientierungsparameterdifferentialgleichungen und bei Verwendung von Cayley-Parametern eine regulire (qua-
dratische) Orientierungsparameterdifferentialgleichung, wobei die Menge der nicht in Cayley-Parametern dar-
stellbaren Orientierungen als die Gruppe der Spiegelungen identifiziert werden konnte. Die Parametrisierung in
Hamilton-Quaternionen ist surjektiv, aber global nicht injektiv. Da jedoch die lokale Bijektivitat gezeigt werden
konnte — jede Orientierung kann durch zwei verschiedene Quaternionen beschrieben werden, welche als Anti-
poden der Sphére S? interpretiert werden konnen — unterliegt der Einsatz von Hamilton-Quaternionen zum
Zwecke der (Trigheits-)Navigation keinen Einschrankungen. Da die in Hamilton-Quaternionen formulierten Ori-
entierungsparameterdifferentialgleichungen zudem linear in den Quaternionenkomponenten sind und damit kein
Zustandslinearisierungsfehler auftritt, eignen sie sich in idealer Weise fiir den Einsatz in Tragheitsnavigations-
modellen. Fiir alle auftretenden Rotationsmatrizen wurden die zugehorigen Hamilton-Quaternionen angegeben.
Ferner wurden mit Hilfe der Hamilton-Orientierungsdifferentialgleichungen die Orientierungsparameterdifferen-
tialgleichungen in Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parametern hergeleitet und die Fehferordnung der von P.G. Savage
angegebenen Losung diskutiert.

Die Positions- und Geschwindigkeitsdifferentialgleichungen wurden in kartesischen und (rotations-)ellipsoidischen
Koordinaten hergeleitet und mit Quaternionen-Orientierungsdifferentialgleichungen zu (nichtlinearen) Trégheits-
navigationsdifferentialgleichungssystemen (TNDglS) kombiniert. Diese wurden linearisiert und die dabei resul-
tierenden Systemmatrizen ohne Vernachlissigungen angegeben. Es erwies sich als vorteilhaft, die positions- und
geschwindigkeitsunabhéngige Orientierung des Beobachtungsachsensystems bzgl. des erdfesten, geozentrischen
Bezugsachsensystems zu verwenden, damit die — aufgrund der Instabilitdt von Positions- und Geschwindigkeits-
differentialgleichungen — bei ungestiitzter Navigation einsetzende Divergenz von Position und Geschwindigkeit
die globale Orientierung nicht beeinfluit. Dies garantiert eine rasche Konvergenz der Orientierung beim Vorliegen
von Positions- und Geschwindigkeitsbeobachtungen.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Trajektorien und ihre stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten wurden ge-
zeigt und die lokale Zustandstransformationsinvarianz dieser Eigenschaften bewiesen. Auftretende Einschrankun-
gen waren stets parametrisierungsbedingt.

Die Stabilitit von SO(3)- und Quaternionen-Orientierungsdifferentialgleichungen bzgl. einer fehlerhaften An-
fangsorientierung wurde bewiesen und die exponentielle Instabilitit der Positions- und Geschwindigkeitsdiffe-
rentialgleichungen bzgl. Fehler in den vertikalen Komponenten der Anfangswerte gezeigt. Im wesentlichen fiihrt
ein vertikaler Positionsfehler zu einer betragsmafBig ungenauen Korrektur des gravitativen Anteils im von der
Akzelerometertriade registrierten Beschleunigungsvektor und zielit demnach eine vertikale Fehlbeschleunigung
nach sich, welche die Divergenz der vertikalen Komponente von Geschwindigkeit und Position verursacht. Dieser
Effekt 138t sich jedoch durch Schitzung eines vertikalen Bias bzw. eines vertikalen Skalenfaktors dampfen. Fer-

1) Proceedings of the London Mathematical Society 3, 1869, p.226
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ner wurde die Instabilitit von TNDglS bzgl. systematischer Sensorfehler nachgewiesen, was die Bedeutung einer
hochgenauen Kalibrierung unterstreicht.

Mittels einer Beobachtbarkeitsanalyse wurde die Beobachtbarkeit von Anfangsorientierung und Sensordrift durch
initiale statische Beobachtung der inertialen Sensordaten (autonome initiale Orientierungsbestimmung) gezeigt.
Allerdings sind Anfangsorientierung und Sensorbias nicht gleichzeitig beobachtbar, wenn nur statische Sensorda-
ten von einer Lage vorliegen. Ferner zeigte die Beobachtbarkeitsanalyse, daB in statischen Phasen der Kurswinkel
(Azimut) durch Positions- oder Nullgeschwindigkeitsabgleiche nur schwach beobachtbar ist und in stationiren
Navigationsphasen dasselbe fiir die Rotation um den (dann konstanten) von der Akzelerometertriade registrierten
Beschleunigungsvektor gilt. Die gewonnene Erkenntnis, daf ein fehlerhafter Kurswinkel sich erst in der dritten
zeitlichen Ableitung der kartesischen Positionskoordinaten widerspiegelt, macht die Notwendigkeit von Mafinah-
men zur Robustifizierung und Konvergenzbeschleunigung deutlich, welche im Rahmen der Realdatenverarbeitung
realisiert wurden. So ist im statischen Fall die zusitzliche Beobachtung der Orientierung (aus der autonomen in-
itialen Orientierungsbestimmung auf der Basis von mittels linearer Regression geschatzten Sensordaten) und
im stationiren Fall (Flugnavigation) die gezielte Durchfithrung von Mandvern zur Richtungsénderung des von
der Akzelerometertriade registrierten Beschleunigungsvektors bzgl. der Sensorachsen erforderlich, um eine rasche
Verbesserung der initial bestimmten Niherungsorientierung zu erzielen.

Eine Auswahl von einfachen Diskretisierungsmethoden erster und zweiter Ordnung wurden zur Anwendung
auf TNDglS eingefiihrt. Weiterentwickelte deterministische Integrationsverfahren (z.B. klassisches Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung) ziehen eine rechenintensive Varianz-Kovarianz-Fortpflanzung nach sich und bringen
bestenfalls fiir hochaufiésende Trigheitsnavigationssysteme mit niedriger Taktung (z.B. Plattformsysteme) und
ohne regelmifBige Stiitzung eine signifikante Genauigkeitssteigerung. Die zusammengestellte Auswahl zeitdiskre-
ter Kalman-Filter und -Glitter erméglicht eine optimale und individuelle Anpassung an die fiir die vorliegende
Applikation zulissige Zeitverzégerung.

Zur Beurteilung des Einflusses von Zustandsfehlern aufgrund von Linearisierung, Diskretisierung und Quante-
lung der Sensorsignale wurde ein perfektes Trégheitsnavigationssystem simuliert. Dazu wurde mittels quintischer
Polynome eine synthetische Trajektorie vorgegeben, in das TNDgIS eingesetzt und nach den Sensordaten ana-
lytisch aufgelést. Damit stand eine perfekte Referenztrajektorie zum Vergleich mit der Navigationstrajektorie
zur Verfiigung, welche mittels (fehlerfreier oder gequantelter) Sensordaten und perfekten Anfangszustanden ge-
neriert wurde. Die Systemsimulation wurde zur Untersuchung der Auswirkung einzelner Fehlerquellen auf die
Genauigkeit des Zustandsvektors genutzt. Dabei erwiesen sich Integrationsverfahren mit hohen Fehlerordnungen
selbst fiir hochauflésende Trigheitsnavigationssysteme als unndtig. Im Gegensatz dazu erwies sich der Linearisie-
rungsfehler - trotz der groBtenteils bestehenden Linearitét bzgl. der Zustédnde — als unerwartet grofi, was i.a. die
Verwendung nichtlinearer Modellgleichungen notwendig macht. :

Die Verarbeitung eines vom Department of Geomatics, University of Calgary, Canada mittels eines modifi-
zierten Litton LTN-90-100 aufgezeichneten Datensatzes mit ausfiihrlicher Sensordatenanalyse und autonomer
initialer Orientierungsbestimmung bildet den Schlufipunkt und dient der Beschreibung der Implementierung von
Trigheitsnavigationsmodellen und ergénzender Verfahrensweisen zur Robustifizierung und Konvergenzbeschleu-
nigung. Dazu zihlt die initial bis zur Konvergenz des Kurswinkels bei der autonomen Selbstorientierung ver-
wendete rekursive beste lineare unverzerrte Kleinste-Quadrate-Schitzung des Signals in den sechs Sensorkanélen.
Kleine Varianzen des Beobachtungsrauschens beschreiben eine hohe Sicherheit der Beobachtung und ziehen i.a. el-
ne (relativ) rasche Konvergenz des Kurswinkels nach sich. Die Prasenz von Stérungen kann bei Positions- oder
Nullgeschwindigkeitsabgleichen allerdings zu unstetigen Verdnderungen der Orientierung filhren. Je grofer die
Varianzen, desto robuster, aber auch desto langsamer konvergent ist das Verhalten bei der autonomen Selbstori-
entierung. Je grofer die Signifikanz der mittels linearer Regression geschétzten Signalanteile, desto besser stimmt
die geschitzte mit der realen Orientierung iiberein. Systematische Fehler verursachende Stdrungen, nichtlinea-
re Signalanteile und eine unzureichende Sicherheit der geschétzten linearen Signalanteile in der zur Verfigung
" stehenden Zeitspanne erfordern letztendlich fiir jede Applikation bzw. Realisierung ein individuell abgestimmtes
Vorgehen. Zur Feinabstimmung kann schlielich in der verbleibenden Zeit ein Positions- oder Nullgeschwindig-
keitsabgleich mit vergleichsweise moderat angenommener Sicherheit der Beobachtungen durchgefiilirt werden, da
die Konvergenzgeschwindigkeit zur Eliminierung einer kleinen Fehlorientierung keine grofie Rolle mehr spielt.
Vielerorts besteht in Industrie und Forschung die Notwendigkeit, ein Trigheitsnavigationssystem zu modellie-
ren, um aus den Kreisel- und Akzelerometerdaten die aktuelle Position, Geschwindigkeit und Orientierung des
Tragheitsnavigationssystems zu schitzen und unter Einbezug einer (z.B. DGPS-)Stiitzung damit eine Multisen-
sorplattform zu positionieren und zu orientieren. Die vorliegende Arbeit analysiert das MefBprinzip und liefert
alle zur Auswertung notwendigen Ansitze. Offen bleiben die hardware- bzw. anwendungsspezifischen Fragen der
Labor- oder Feldkalibrierung der verwendeten Sensortriaden, der modelloptimierten Versuchsplanung und der
Rechenzeitoptimierung fiir Echtzeitanwendungen.



ANHANG A:

Matrizentheorie

Satz A.1 (s. [Kielbasinski;Schwetlick(1988)]):
Zu jeder Matrix A € R™*" existiert eine regulire Matrix T € C**", so daB gilt

J(A1,n1) 0
1 J(/\21 7!-2)
T AT =J:=
0 J(As,m5)
mit
A1 0
J(Aj,n5) = Ai ER™ ™ und n=ni+ny+...+n,.
1
0 Aj
|
Satz A.2 (s. [Kielbasinski;Schwetlick(1988)]):
Die Eigenwerte der Blockdreiecksmatrix
A An v Ags
Az voo Az
A= ) . eCcrn
0 I
ASJ
mit Aj; € CP7M) ny4ng+...4ns=n
sind die Eigenwerte der Diagonalblécke. n
Definition A.1 (s. [F.R. Gantmacher(1986)]):
Die Unterdeterminante ¢
@iyjy, Giygs .- @iyg,
A( 7,:1 Z"g lp ) — Qizjr  Qizja @iz
noJ2 - : : :
ai?jl aiij v aipjp
mit 1<ii<ia<...<ipa, <m , 1<jH<p<...<p<n
heit Minor p-ter _Ordnung der Matrix A € R™*", Die fiir i1 = j1,i2 = j2,...,1p = jp resultierenden Minoren
heifien Hauptminoren p-ter Ordnung. [
Satz A.3 (s. [F.R. Gantmacher(1986)]):
Das charakteristische Polynom zu A € R™*" lautet
det(A— ML) = (=N"+ a1 (A" 4 a3 (V)" 2+ ...+ ap-1(-A) +a, =0
mit o )
21 %2 ...
ar = Z A( . . . ) .
1<ii<ing . <iz<n 1 2 ...
=
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Satz A.4: , L
Alle Eigenwerte von R € SO(n) haben den Betrag 1. n
Beweis von Satz A.4:

Rx=)Ax = RX=)A% = xTRTRX = M\ xI'x
= 3=l = MA=1, da |lx|2#0.

Satz A.5:
Die Eigenwerte von R € SO(3) lauten

AM=1 und Ay3= %(SpurR D E: \/%(SpurR -1)2-1.

Beweis von Satz A.5:
Nach Satz A.3 lautet das charakteristische Polynom

det(R — M) = (=A)? + a1 (=2)2 + as(=A) +as =0

mit a; = 711+ re2+raz=SpurR
1 2 1 3 2 3
a; = R(l 2)+R<1 3>+R(2 3)=1)T'11+T'22+T'33=5PUT'R
as = detR = +1

Damit folgt das charakteristische Polynom zu

23 + Spur(R) A? = Spur(R) A+ 1=0
= —A-1)(A?=(SpurR-1)A+1) =0

Die Behauptung resultiert nach dem Fundamentallemma der AIgebra und den bekannten Nullstellenformeln ku-

bischer bzw. quadratischer algebraischer Gleichungen. '
Satz A.6:
Sei Q schiefsymmetrisch, d.h. QT = —Q € R™*7,
Dann ist
e € SO(n)
]

Beweis von Satz A.6:

1. zu zeigen: € € O(n)

2. zu zeigen: € € SL(n) .
Matrizen der Form H = Hy 4+t Hy mit HT = H; € R™*? und HT = —Hy € R™*" heiflen hermitesch.

Es gilt H = H' =: HY¥. Hermitesche Matrizen haben nach [F.R. Gantmacher(1986)] ein vollstindiges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren, reelle charakteristische Wurzeln und sind unitdr-dhnlich.

' Nach [G.H. Schut(1959)] ist fiir B € SO(3) jeder Koeffizient gleich seiner Ad_]unkten welche fiir 7;; bis auf den Faktor (- 1)Hd
mit dem entsprechenden Hauptminor iibereinstimmt.
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Nun ist i§2 hermitesch und hat somit n reelle Eigenwerte )y, ..., A\, und n unitire Eigenvektoren x4, . . ., Xp.
Aus k V o

0x = Ax
= Qx = (—~i/\)x

folgt, daB8 Q n imaginire Eigenwerte und n unitéire Eigenvektoren hat.

Das charakteristische Polynom der schiefsymmetrischen Matrix  ist ein Polynom n-ten Grades mit reellen
Koeflizienten. Damit treten die imaginiren Eigenwerte nur ,konjugiert imaginar® auf, wodurch unmittelbar
das Auftreten eines Eigenwertes Null einer schiefsymmetrischen Matrix ungerader Dimension folgt.

Sei X die aus den n unitiren Eigenvektoren xi,...,X, von Q gebildete unitire Matrix. Da hermitesche
Matrizen unitar-dhnlich sind, ist '

£
7’

X)X = diag(A1,.. ., An) =t A.
Damit folgt '
e 1L © |
e = XWX 2 B T SX(~ia) X =X (E ;l—!(—iA)") Xl=Xe it x!
n=0 n=0
und mit e=*A = diag(e™™, ..., e~"*») schlieflich

det(e®) = det(X e XT) = det(X) det(e™™) det(X~') = ™™ ... e=n = 41
[
det™1(X)
aufgrund der ,konjugiert imaginir“ auftretenden Eigenwerte.

Ferner ist damit bewiesen

Satz A.7: ,

Schiefsymmetrische Matrizen haben imaginire Eigenwerte, ein vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenvek-
toren und geraden Rang. n
Satz A.8:

Sei R(t) € SO(n) und 1,Q, € R™*"™ mit QT = —Q; und Qf = —Q,. .

Dann ist die Lésung der SO(n)-Anfangswertaufgabe 1 &

R(t) = R(t) Q14 Q0 R(t) s R(to) = Ry
fiir konstante Q;, Qs gegeben durch

R(t) = e2(t=t0) Ry ¢Mlt=to) ¢ GO (n) .

Beweis von Satz A.8: :
Durch Anwendung des vec-Operators auf die SO(n)-Anfangswertaufgabe

Rt) =L R) 1 +Q R(t) I, , R(t) = Ro
folgt mit Satz B.1

vec(R)(t) = (Qf ® I,,) vecR(t) + (I, ® Qa) vecR(t)
= (Qf ® I + I, ® Qo) vecR(t)
mit vecR(to) = vecRy

Die Lésung dieser homogenen Vektor-Anfangswertaufgabe mit konstanter Koeffizientenmatrix lautet bekannter-
mafen '

vecR(t) = (R ®Ln +1200s) (t—to) vecRy t > 1g.



135

Nach Satz B.5 folgt
vecR(t) = ( af (t=to) @ g2 (t= t°)) vecRg

und durch Verwéndung von Satz B.5

R(t) = e(t=t0) Ry eMlt=to) | ¢ > ¢,

R(t) € SO(n) folgt schlieBlich nach Satz A.6.

Satz A.9 (s. [G.E. Shilov(1977)]):
Sei A € Mat(m,n,R) und B € Mat(n,p,R). Ferner sei der Rang von einer der beiden Matrizen identisch n.
Dann ist der Rang des Matrizenproduktes AB gleich dem Rang der anderen Matrix, d.h.

Rang(A) =n =—> Rang(AB) = Rang(B)
Rang(B)=n = Rang(AB) = Rang(A)



ANHANG B:

vec-/ veck-Operator und Kronecker Produkt

DefinitionB.1:
Sei A= (aj,az,...,an) € R?*™,
Dann ist
ax
as
vecA = . cRP™ .
aAm

vect) ist somit ein linearer Operator, der beliebige rechteckige Matrizen auf einen Vektor abbildet. Die Anwendung
des vee Operators auf ein Cayley Produkt von Matrizen zeigt die enge Beziehung mit dem Kronecker Produkt.

DefinitionB.2:
Sei A € R™*" und B € RP*4,
Dann ist das Kronecker Produkt von A und B definiert durch

anB ai2B -+ a1,B
anB  a»B -+ axB
A® B = ) ) , € R™PX"Y
amB apoB - amnB
| ]
Satz B.1 (s. [W.-H. Steeb(1991)]):
Sei A € R**™ B ¢ R™*P und C € RP*9. Dann gilt
vec(ABC) = (CT ® A)vecB .
|
e
DefinitionB.3:
Sei Q € R3*%3 schiefsymmetrisch, d.h. QT = —Q.
Dann ist
0 —w3 W2 w1
veck(Q) = veck | w3 0 —w J|=] w |=w.
—Ws Wy 0 w3
a

veck? ist demnach ein linearer Operator, der eine dreidimensionale schiefsymmetrische Matrix © derart auf den
erzeugenden Vektor w abbildet, daB Qx = w x x gilt. Andererseits ist Q := veck™! (w) die vom Vektor w erzeugte
schiefsymmetrische Matrix.?)

D Kurzform fiir “vector”.

2) Kureform fiir “vector skew”.

8) An dieser Stelle sei insbesondere auf die abweichende Definition zum veck-Operatoraus [H.V. Henderson; S.R. Searle(1979)] hinge-
wiesen, der die Elemente einer schiefsymmetrischen Matrix unterhalb der Diagonalen auf einen Vektor nach veck Q = (w21, ws1,wa2 )T
abbildet und dadurch fiir die Gegebenheiten der Inertialnavigation nicht geeignet ist.

136



137

Satz B.2:
Sei R € SO(3) und Q € ]R3><3 sch1efsymmetrJSCh d.h. QT Q.
Dann ist i

veck(RTQR) = RTw mit veck(Q) =

Im Beweis des Satzes findet Verwendung, dafl jeder Koeffizient einer dreidimensionalen orthonormalen Matrix
gleich seiner Adjunkten ist (s. z.B. [G.H. Schut(1959)]). '

Satz B.3: ‘
Seien S,Q € R3%3 schiefsymmetrisch, d.h. ST = —S und QT = -Q.
Dann gilt
veck(SQS) = —~(sT w)s mit s=veck(S) und w = veck(Q).
: ’ [
Satz B.4;
Seien S, Q) € R3*3 schiefsymmetrisch, d.h. ST = —S und QT = -Q.
Dann gilt . .
veck(SQ—-QS)=sxw mit s=veck(S) und w= veck(Q) .
=

Die Beweise der beiden Satze folgen durch Einsetzen der Koeffizienten.

Satz B.5 (s. [W.-H. Steeb(1991)]):

Seien A und B quadratische Matrizen der Dimension n. Dann gilt



ANHANG C:

Zusammenhangsmatrizen

1. Definition und Eigenschaft

DefinitionC.1:

Sei Rpq € SO(3). _

Dann heifit Qp, := RZaRba Zusammenhangsmatrix. R |
Satz C.1:

Zusammenhangsmatrizen sind schiefsymmetrisch. : [ ]

Beweis von Satz C.1:
Sei Rps € SO(3). Dann ist

8 . . , . . \T
RE. Rpq = I l'ét’ =  RLRu+RLRwu=0 = RLRe=—RERo0=—(R]Rs)

2. Die Zusammenhangsmatrizen §2;, und ),;
. 0 —Wie 0
Qe =RERie=| wie 0 0 = wie = veck(Qe) = (0,0,wie)T (C.1)
0 0 0
_ 0 wie 0
Qei =RLR;=| -wie 0 0 = W = veck(Qei) = (0,0, —wie)T (C.2)
0 0 0
3. Die Zusammenhangsmatrizen ()., und Q.
_ 0  -—sing A cose A , _ ‘
Qep := RO, Rep = sing A 0 @ =  wep = veck(Qer) = (—¢, cos @A, sin go/\)T (C.3)
—cosp A —p 0
. 0 A cos A ¢ 7
Qpe := BRI, Rpe = -\ 0 sin A ¢ = whe = veck(Qpe) = ( — sin Ap, cos Ap, —A)
—cosA¢p —sinAy 0
(C.4)
4. Die Zusammenhangsmatrizen ;;, und Qp;
‘ 0 -(/\ + wie) sing (/\ + wie) cos ¢
Qin = Rl Qie Ren 4+ Qen = | (A +wie)sing 0 @ (C.5)
~(A + wic) cos ¢ —¢ 0
=5 w;p, = veck(Qp) = (= ¢, (wie + A) cos @, (wie + A) sin go)T (C.6)
0 Wie + A cos (wie(t — to) + N) ¢
Qpi 1= —wie — A 0 » sin (w,-e(t —tg) + /\)90 (C.7)
— cos (w;e(t — 1) + /\)cp —sin (wie(t — to) + A) ¢ 0
= wp; = veck(Qp;) = ( — sin (wie(t —to) + /\)g'o,cos (wie(t —10) + /\) @, —Wie — /\)T (C.8)
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5. Die Zusammenhangsmatrizen Qpp und Qpp, 139
5. Die Zusammenhangsmatrizen ;; und
0 k—cosaNcosaRdK—sinaRétN sinaNdk+dR
Qo := | cosan cosarak +sinaran ‘ -0 : cos.apNSIN AR K — COS ARAN
: —~sinanyGg — QR —~cos ay sin ap& g + COS ARGN 0
(C.9)

= wpp = veck(Qps) = (—cos ap sin agd g +cos aRAN,SINaNaK + R, COS AN COSORAK +sln,aRaN) (C.10)

0 sinaNyag + &g —COsSag COSaNQR —Sinagay

Q= —~sinayag — &g 0 —sinag
cosay cosanNGp +sinagay Sinag cosaNGp — COSAKAN

= wyy, = veck(Qpn) = (sm QK COSANGR — COS QKGN ,— COSQK COSANQR — SINQKAN, —SIMONOR — aK)

6. Transformationsregeln

Satz C.2: ' '

Sei Ry € SO(3), Ras = RY, und Qqp die sugehdrige Zusammenhangsmatrix.
Dann gilt . '
: Qab = RbaR’fa

Beweis von Satz C.2:

Qap 1= RZbRﬂb = (RZa)TR’g‘a = Rb_GRg‘a

Satz C.3:

cosanGR + cos agan
0 -
(C.11)

(C.12)

Sei Ry € SO(3), Rap = R;fa und Qpq, Qap die zugehdrigen Zusammenhangsmatrizen.

Dann gilt o :
RpaSa = —abRoa

Beweis von Satz C.3:
Per Definition C.1 ist ) :
Qpe := RE.Rba =  Roa = RbaSla
Nach Satz C.2 ist i _ -
Qub = RuaRY, = Rba=Q%Rsa=—QabRba

Die Behaupting des Satzes folgt durch Gleichsetzen.

SatzC.4:

Sei Rya € SO(3), Rap = RY, und Qpa, Qb die zugehdrigen Zusammenhangsmatrizen.

Dann gilt i )
RbaQb_a = "'QabRba



140 _ : s ~ ANHANG C:  Zusammenhangsmatrizen

Beweis von Satz C.4:

 RoaQ%a = Rba Ry Roa = (Roa Riy)" Roa = VT, Roa = ~Qab Rba

Satz C.5: .
Sei Ryq € SO(3), Rap = R;;ra und Qp,, Qap die zugehdrigen Zusammenhangsmatrizen.
Dann gilt )
RbaQba = _QabRbﬂ
[ |
Beweis von Satz C.5:
Nach Satz C.3 gilt 5
RbaQba + QabRba =0 5"
t
RbaQba + RbaQba + QabRba + QabRba =0
Unter Beriicksichtigung von Satz C.4 folgt die Behauptung.

Satz C.6:
Seien Rpa, Rea, Rey € SO(3), Rap = Rg;,Rac = RZ;,R(,C = RZ; und Qpq, Qeq, Qep die zugehdrigen Zusammen-
hangsmatrizen. Dann gilt

Qap = Qep + RZ;;QacRcb

Beweis von Satz C.6:
. d o .
Qap = RgyRab = (RacRes)” o (RacRep) = Ry Ric(Rac Reb + RacReb) = R3QacReb + Qe

Satz C.7: .
Seien Rpq, Rea, Rev € SO(3), Rap = R;;’;,Rac = RZ;,R,,C = RZ;, und Qpq, Qea, Qs die zugehdrigen Zusammen-
hangsmatrizen. Dann gilt ‘ : ¢

Q2. Reb = Reb(Rab — Qep)?

Beweis von Satz C.7:
Nach Satz C.6 ist
QacRcb = Rcb(Qab - ch) lQac
QicRcb = QacRcb (Qab - ch) = Rcb(Qab - ch)2

Rcb(Qab - ch)
nach Satz C.6

Y Unter Verwéndung von Satz C.2.



ANHANG D:
Aufdatierung der Orientierungsparameter

Im 2. Kapitel haben wir fiir verschiedene Parametr1s1erungen die nichtlinearen Orlent1erungsparameterd1ﬂeren—
tialgleichungen hergeleitet. Durch Linearisierung im 4. Kapitel ergeben sich dann die Differentialgleichungen der
additiven Orientierungsparameterinkremente.

In [K.P. Schwarz; M. Wei(1995)] und [D.H. Titterton; J.L. Weston(1997)] werden (lineare bzw. quadratische)
Orientierungsdifferentialgleichungen in multiplikativen Kardan-Winkelinkrementen bzw. -stSrungen formuliert
und in [D. Fritsch et al.(1997)], [O. Heinze(1996)], [D. Keller(1991)] und [S. Rohrich(1993)] eine direkte zeitliche
Integration des nichtholonomen (s. [K. Magnus(1971)]) Winkelgeschwindigkeitsvektors wep durchgefiihrt. Ziel
des vorliegenden Anhanges ist die Diskussion der diesen Ansétzen zugrundeliegenden Annahmen und Approxi-
mationen auf Basis der korrespondierenden nichtlinearen Orientierungsdifferentialgleichungen. Die vorgestellten
Verfahren der Orientierungsparameteraufdatierung lassen sich auf beliebige Parametrisierungen ibertragen.

AnmerkungD.1: Im Gegensatz zu den Differentialgleichungen fiir die additive Kardan-Winkelaufdatierung
scheint bei der multiplikativen Kardan-Winkelaufdatierung auf den ersten Blick die Singularitit eliminiert zu
sein. Da nach dem Ansatz Rgp = RapdR bzw. Rap = SRR, die aktuelle Orientierung bei bekannter Aufdatie-
rung 6 R nur via Kartenabbildung berechnet werden kann, ist die Singularitdt aus der Differentialgleichung in die
Aufdatierung der globalen Kardan-Winkel gewandert. [

1. Additive Kard}an-Win}kelaufdatierung

Durch Einsetzen der Parametrisierung der Rotationsmatrix Rpp in Nick-, Roll- und Kurswinkel nach (1.21)

th = Rs(aK)Rl(aN)Rz(aR) (D.l)
in die zugehorige SO(3)-Orientierungsdifferentialgleichung aus Kapitel 2
Rhy = RuoQip — Qi}xR}be (D.2)
folgt (in Analogie zu den Kardan-Orientierungsdifferentialgleichungen aus Kapitel 2) ’
o'zN’ = Wb, COSQR + PCOSAK + Wik, sin aR - (/\ + w,e)cosgosmaK
b = iy O+ 1) o p 0K — IREE 4 (s o - iy cos ) tam (03
G = Wib, ggg’ gﬁ Wib, g’g; gﬁ + (/\ + wie)(cos pcos ag tan an —sinp) + gbsin agtanay

bzw. in 1. Naherung

Gy = wip, — wiecospsinag + O(ar, /'\, ®)
Gr = Wip, — Wiccospcosag +O(an,ar, A, @) (D4)
G = wip, —wiesinp+ O(an,ar, A, ).

Hieraus ist ersichtlich, daB die direkte Integration der um die Erdrotation reduzierten Kreiseldaten

Wib, — Wie| COS p(sin ag cos g + cos ag sinay sinag) — sin ¢ cos ay sin aR]
Wep = Wip — Rpewse = Wib, — Wie| COS pCOSa i COSaN + siil ¢ sin aN]
Wiby — Wie| COS @(sin ok sinap — cos g sin ay cos ap) + sin ¢ cos ay cos aR]
Wib, — Wie cos psin ag + O(ar, ay)
= Wi, — Wie cos pcos ag + O(an) ' (D.5)
Wib, — wiesing + O(ar, an)

zur Gewinnung additiver Kardan-Winkelinkremente nur fiir den Fall eines horizontierten TNS mit verschwinden-
der Horizontalgeschwindigkeit erlaubt ist. Dieser Spezialfall ist jedoch fiir die Zwecke der Navigation unerheblich
und die direkte zeitliche Integration zum Zweck der additiven Kardan-Winkelaufdatierung deshalb in allen rele-
vanten Féllen unzuléssig.
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2. Multiplikative Kardan-Winkelaufdatierung

Den Ausgangspunkt bildet die Rotationsmatrix Rgs, wobei diese entweder Rep, oder th représentiert. Zur Herlei-
tung einer Orientierungsdifferentialgleichung in multiplikativen Kardan-Winkelinkrementen starten wir von der
in Kapitel 2 hergeleiteten SO(3)-Orientierungsdifferentialgleichung

Raé(t) = Rab(t)Qab(i) 5 ) (D6)

Qqp(t) ist nicht direkt bekannt und muf dementsprechend auf bekannte GréBen zuriickgefithrt werden. Dies kann
entweder approximativ oder exakt geschehen, wobei die approximative Variante weit verbreitet ist.
Nach Anhang C transformiert sich die Zusammenhangsmatrix Q,5(t) exakt via

Qab(t) = Q,’b(t) - R’fb(t)ﬂia(t)Rab(t). (D7)

AnmerkungD.2: Manchmal wird jedoch zur Herleitung von Orientierungsparameterdifferentialgleichungen
auch von einer Niherung R,s(¢) fiir die Rotationsmatrix Rap(t) in D.7 ausgegangen, d.h.

Qas (t) & Qio(t) — RE(1)Qua(t) Ras(t).

Im weiteren wird nur die Verwendung der exakten Zusammenhangsmatrix (D.7) weiterverfolgt. Es sei jedoch
darauf hingewiesen, dafl die Verwendung der approximativen Zusammenhangsmatrix die Kommutation eines
Matrizenproduktes auf der rechten Seite der resultierenden SO(3)-Differentialgleichungen fiir die Aufdatierungs-
Rotationsmatrix bewirken wiirde, woraus Abweichungen in den daraus hergeleiteten Kardan-Orientierungsdiffe-
rentialgleichungen (in den Termen 1. Ordnung) folgen wiirden. [ ]

Die Substitution der exakten Zusammenhangsmatrix (D.7) in die SO(3)—Orientierungsdiﬂerentialgleichung (D.6)
fithrt auf die aus Kapitel 2 bekannte Form

Rab(t) = Rap(t)Qus(t) — Qua(t) Ras(t) |- (D.8)

Zur Formulierung einer SO(3)-Differentialgleichung fiir die multiplikative Aufdatierung einer Néherungsrotation
kann man von einer zeitinvariablen (z.B. Ergebnis des letzten Zeitschritts — Inkrement) oder einer zeitvariablen
(z.B. um inkrementelle Rotation aufdatiertes Ergebnis des letzten Zeitschritts — Storung) Naherungsrotations-
matrix ausgehen. In den folgenden beiden Abschnitten werden beide Mbglichkeiten behandelt.

Zeitinvariante Niherungsrotation R, # Rus(t) ¢

Liegt eine zeitinvariable N&herungsrotationsmatrix Rap vor, so besteht die im weiteren zu verfolgende Aufgabe
in der Beschreibung der Fortpflanzung der zeitvariablen Abweichung dR(t) von dieser Naherungsrotationsmatrix
Rgp in Form einer SO(3)-Differentialgleichung. Da das Matrixprodukt nicht kommutativ 1st, sind Rechts- oder
Linksmultiplikation, d.h. Rgp(t) = RabéR(t) und Rg,(t) =  R(t) Ras, 2u unterscheiden. Die daraus resultierenden
Varianten werden in den beiden nachfolgenden Abschnitten beschrieben.

Rechtsmultiplikation mit inkrementeller Rotationsmatrix R,s(t) = Rapd R(t)

Durch Substitution der Zerlegung

Ras(t) = Ras SR(t) (D.9)
in die SO(3)-Differentialgleichung (D.8) folgt die SO(3)-Differentialgleichung

SR(t) = SR(t) Qus(t) — RL,Qua(t) Rab SR(2) |, o (D.10)

welche die zeitliche Propagation der Abweichung § R(t) von der Naherungsrotation Rap beschreibt.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die durch Parametrisierung der inkrementellen Rotationsmatrix
SR(t) in Kardan-Winkeln resultierenden nichtlinearen und ,linearisierten® Orientierungsparameterdifferential-
gleichungen angegeben.
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Nichtlinearer Ansatz ’
Durch Substitution der Parametrisierung der Rotationsmatrix JR(t) in Nle- Roll— und Kurswmkel nach (1 21)

SR(t) = Ra(67(1)) Ra(Ga(t)) Ra6B(1) ()

in die SO(3)-Differentialgleichung (D.10) folgt unter Verwendung der Abkiirzungen

w;p(t) = veck(Qus(2)) ~und w?®(t) = RE,wis(t) = veck(RT,Qa(t) Rab) (D.12)

das nichtlineare Kardan-Orientierungdifferentialgleichungssystem . .

fa = w,bl(t)cos5ﬁ+w,b3(t)s1n5ﬁ wml(t)cos&y ww2(t)31n6'y o

8 = w,bz(t)—-w,ba(t)coséﬁtanéa+w,b1(t)s1n5ﬁtan6a w,az(t)COSJ ml(t)%l (D.13)
8y = w,ba(t)%ﬁ%—w,bl(t)gﬁ—gg ma(t)+w ,(t) cosdytanda — w;y, (¢)sindy tanda
baw.
J‘a = wgbl(t)

wis, (t) + wis, (£)66 — wm(t)év +0?
8B = wity(t) —wi, () — wibs (t)da + wid, (t)6y + OF (D.14)
¥ :

57 = wing(t) =l (6) — win, (0138 + !, (1) + OF

Es ist zu beachten, daB die linearen Terme von der Reihenfolge der Einzeldrehungen bei der Kardan-Parametrisie-
rung abhéngen. ‘

Linearisierter Ansatz
Unabhingig von der Reihenfolge der Einzelrotationen gilt fiir alle KardanaParametrlswrungen in 1. Ndherung

SR(t) ~ I3 + veck ™ (Ja(t)), (D.15)

wodurch man jedoch die Struktur der Rotationsmatrix verliert. Mittels Substitution in die SO(3)-Differential-
gleichung (D.10) folgt

veck‘l(éla(t)) R~ [Qib(t) — ﬁZbQ,’a(t)Rab] + veck™ ' (§a(t)) s (t) — RT,Qa(t) Rapveck™ (Ja(t)) (D.16)

Aufgrund der Niherung sind die beiden letzten Summanden auf der rechten Seite keine schiefsymmetrischen
Matrizen. Damit lassen sich lediglich die schiefsymmetrischen Anteile dieser Terme beriicksichtigen, wéhrend die
symmetrischen Anteile, welche Terme 1. Ordnung in da(t) enthalten (!), nicht beriicksichtigt werden kénnen. Es
folgt

veck™ (da(t)) ~ [Qib(t) RabQ,a(t)Rab] + = {veck (da(t))s(t) — veck™ (Ja(t)’)Qz-b(t)}

—% {R{bn,-a(t)éabueck-l(Ja(t)) — Rayveck™ (da(t))RY, oialt )} (D.17)

bzw. nach Anwendung des veck-Operators aus Kapitel B (s. [D. Fritsch et al.(1997)], [O. Heinze(1996)], [D. Kel-
ler(1991)] und [S. R&hrich(1993)] in 0. Naherung)

Sa(t) & wip(t) — RE,wia(t) — 1 (wip(t) + RT,wia(t)) x da(t) | (D.18)

Der direkte Vergleich mit dem nichitlinearen Ergebnls des vorhergehenden Abschnitts zeigt, da durch die

Einfilhrung der Approximation §R(t) ~ Is + veck™1(8a(t)) Fehler in den Termen 1. Ordnung generiert wer-
den. (
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Linkssmultiplikation mit inkrementeller Rotationsmatrix R,s(t) = § R(t)Ras

Durch Substitution der Zerlegung

Ras(t) = SR(t) Ras (D.19)
in die SO(3)-Differentialgleichung (D.8) folgt die SO(3)-Differentialgleichung

§R(t) = 6R(t) Ra',,nu,(t‘)fzg’,, — Qia(t) SR(t) |, | (D.20)

welche die zeitliche Propagation der Abweichung §R(t) von der Naherungsrotation R, beschreibt.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die durch Parametrisierung der inkrementellen Rotationsmatrix
SR(t) in Kardan-Winkeln resultierenden nichtlinearen und ,linearisierten“ Orientierungsparameterdifferential-
gleichungen angegeben.

Nichtlinearer Ansatz , . ‘
Durch Substitution der Parametrisierung der Rotationsmatrix § R(t) in Nick-, Roll- und Kurswinkel nach (1.21)

dR(t) = Ra(dv(t)) Ri(da(t)) R2(48(t)) (D.21)
in die SO(3)-Differentialgleichung (D.20) folgt unter Verwendung der Grélen

wiP(t) = Rapwip(t) = veck(RasQus(t)RY,) und wig(t) = veck(Q4q(t)) (D.22)

das nichtlineare Kardan-Orientierungsdifferentialgleichungssystem

fa = wfgl(t) cosdﬁ+w,bs(t) $in 88 — wiq, () cos 8y — wia,(t) sin by :
J:ﬂ = wfgz(t) — wyp () cosdB tan da + wig (t)sinéftanda — w,az(t)ﬁgza + Wig, (¢ )%I;j% (D.23)
Iy = wfga(t)%g wfgl(t)%% wms(t) + Wia, () cos 8 tan da — wiq, (¢) sin §y tan o

bzw.

Jo = wi (1)~ wia, (t) + ,,,3 0 (£)38 — wia, (£)8y + O
0B = wig (t) — wia, (t) — Wi, ()3 + wia, (t)dy + O | (D.24)
by = wip, (1) = wiay () — wip, (188 + wias ()b + O

Es ist zu beachten, daf die linearen Terme von der Relhenfolge der Emzeldrehunggn bei der Kardan-Parametrisie-

rung abhingen.

Linearisierter Ansatz
Unabhéngig von der Reihenfolge der Einzelrotationen gilt fiir alle Kardan-Parametrisierungen in 1. Niherung

SR(t) ~ I3 + veck™ ! (da(t)), (D.25)
wodurch man jedoch die Struktur der Rotationsmatrix verliert. Mittels Substitution in die SO(3)-Differential-
gleichung (D.20) folgt

veck™ ! (Sax(t)) ~ [ Qs () RE, = Qualt )] + veck ™! (Sa(t)) Rapin(t) BT, — Qua(t)veck™! (da(t)).  (D.26)

Aufgrund der Naherung sind die beiden letzten Summanden auf der rechten Seite keine schiefsymmetrischen
Matrizen. Damit lassen sich lediglich die schiefsymmetrischen Anteile dieser Terme beriicksichtigen, wihrend die
symmetrischen Anteile, welche Terme 1. Ordnung in da(t) enthalten (), nicht beriicksichtigt werden kénnen. Es
folgt

veck_l(ﬁh(t)) ~ [Rabﬂib(t)fi’fb - Qia(t)] - % {Qialt)veck™! (Sa(t)) — ‘ueck"l(ﬁa(t))Qia(t)}
+% {veck‘l(Ja(t))RabQib(t)be — RS (t) RT veck™ (sa(t))} (D.27)

bzw. nach Anwendung des veck-Operators aus Kapitel B
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sa(t) ~ Raswin(t) - wiat) - § (Raswis(t) + wialt)) x ba(@)| (D.28)

Der direkte Vergleich mit dem nichtlinearen Ergebnis des vorhergehenden Abschnitts zeigt, dafi durch die
Einfithrung der Approxination JR(t) ~ I3 + veck™!(da(t)) Fehler in den Termen 1. Ordnung generiert wer-
den.

Zeitvariante Niherungsrotation Ry = f?,ab(t)

Liegt eine zeitvariable Naherungsrotationsmatrix Ras(t) vor, so besteht die im weiteren zu verfolgende Aufgabe
in der Beschreibung der Fortpflanzung der zeitvariablen Stérung §R(t) dieser Naherungsrotationsmatrix Ras(t)
in Form einer SO(3)-Differentialgleichung. Da das Matrixprodukt nicht kommutativ ist, sind Rechts- oder Links-
multiplikation, d.h. Rs(f) = RabJR(t) und Rgs(t) = JR(t)Rab, zu unterscheiden. D1e daraus resultierenden
Varianten werden in den beiden nachfolgenden Abschnitten beschrieben.

Rechtsmultiplikation mit inkrementeller Rotationsmatrix Ras(t) = Ras(t)SR(t)

Durch Substitution der Zerlegung

Rus(t) = Ras(t) 6R(1) | . (D29)

in die SO(3)-Differentialgleichung (D.8) folgt unter der Annahme, daf§ die zeitvariable Naherungsrotatlon Ras(t)
Losung der SO(3)- leferentlalglelchung

Rab(t) = Rab(t)ﬂ’ib - Qiaﬁab(t) . (D30)

mit den konstanten Zusammenhangsmatrizen Q;5 und Q;, ist, nach kurzer Rechnung die SO(3)~Differentialgléi—
chung

Rap(t)i5 — QiaRas(t) R() + Ras(t) SR(2) = Ras(t) SR(H)Qus(t) = Qua(t) Ras(t) SR()

v~

Ras(t)

= |6R(t) = SR)Qun(t) — [ie + BT, t)(Q,a(t)—-Qm)Rab ]JR( ) (D.31)

welche die zeitliche Propagation der Abweichung JR(t) von der Naherungsrotation Ras(t) beschreibt.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die durch Parametrisierung der inkrementellen Rotationsmatrix
SR(t) in Kardan-Winkeln resultierenden nichtlinearen und ,linearisierten Orientierungsparameterdifferential-
gleichungen angegeben. B »

Nichtlinearer Ansatz
Durch Substitution der Parametrisierung der Rotationsmatrix §R(t) in Nick-, Roll- und Kurswinkel nach (1.21)

§R(t) = Rs(67(t)) Ri(da(t)) R2(85(1)) (D.32)
in die: SO(3)-Differentialgleichung (D.31) folgt unter Verwendung der Gréfien
wis(t) = veck(Qu(t) , wi(t) = RL(widlt) = veck(RL,(£)Qa(t)Ras(t)),
wiy = veck(Qys) , w?® = RI, ()i, = wveck(RT, (t)Q,aRab( ), (D.33)
Swip(t) = wip(t)—wp , Swii(t) = wii(t)—wh

das nichtlineare Kardan—O1'ientier.ungsdlfferent.Lalgleichungssystem

: J:a = Wip, (t) €08 0P + wip, (t) sin 8 — (wip, + 0wpd, (¢) ) cos 8y — (Wzbz +8w?? (1)) sindy
0B = wip,(t) + wib, (t)sin J,B tanda — wip, (f) cos§Ftanda
~(wivy + 852, (1)) SE8L + (wis, + bty (1)) 22T (D.34)

J‘ - (t) COS (t) Sln
v Wibs\1)Cos 3 wity (V) o5 dar .
—(wibs + mea ) + (wiv, + ()u.:,ao (t)) cos 8y tandar — (wip, + d'w?;’l (t)) sin &4 tan dox
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bzw.

Joo = winy (t) — (Wiby + 8wl (1)) + wivy ()88 — (wiv, + 82 (1))éy + O
= dwip, (t) — me‘(i) (wip,08 — wib,dY) + (dwib, (t)d8 — me?( )87) + 02
08 = winy(t) = (wib, + Swin, (1)) — wiby () + (wis, +8wi2, ()8 + O
Swip, (t) — duwia, (1) + (win, 67 — wins8) — (Swis, (t)0ax — dwis, (£)57) + O ~(D.35)
1 = wing(t) — (Wisy + 8w, (1)) — win, ()38 + (wis, + Sw2, ()6 + O
= Swiby(t) = 0wid () + (wib,0a — win,0B) + (Swi2, (t)6a — dwip, ()88) + O

Es ist zu beachten, daf} die linearen Terme von der Reihenfolge der Emzeldrehungen bei der Kardan-Parametrisie-
rung abhéngen.

Linearisierter Ansatz )
Unabhingig von der Reihenfolge der Einzelrotationen gilt fiir alle Kardan-Parametrisierungen in 1. Niherung

SR(t) ~ I3 + veck™' (a(t)), ,. (D.36)

wodurch man jedoch die Struktur der Rotationsmatrix verliert. Mittels Substitution in die SO(3)-Differential-
gleichung (D.31) folgt

veck™' (Sa(t)) w [JQ,»,,(t) - Rg‘,,(t).sma(t)ﬁa,,(t)] + {veck™! (Sa(t))Qi» — Qpveck™ (da(t))}
+veck™ (dax(t))8Qp(t) — R, (¢)6Qa(t) Ras(t)veck ™ (Sax(t)) (D.37)
Aufgrund der Niherung sind die beiden letzten Summanden auf der rechten Seite keine schiefsymmetrischen
Matrizen. Damit lassen sich lediglich die schiefsymmetrischen Anteile dieser Terme beriicksichtigen, wahrend die
symmetrischen Anteile, welche Terme 1. . Ordnung in da(t) enthalten (!); nicht beriicksichtigt werden kdnnen. Es
folgt
veck~!(Ja(t)) [JQ,-b(t) — BT, ()64 (t) Rav(2) ] + {veck™ (dar(t)) iy - - ugveck™ L(da(t))}
+3 {veck (Sax(t))0Qs(t) — 0Qs(t)da(t)) } (D.38)
5 { 5 (0900 (6) Ras(1) veck™ (ba(t)) — veck™" (Satt)) RE,(6)30a(t) Ras(t)}

bzw. nach Anwendung des veck-Operators aus Kapitel B

Sax(t) ~ dun(t) — BT, (8)0wia(t) + Sax(t) x wiy + Sba(t) x (6win(t) + é;b(t)awia(t)) . (D.39)

Der direkte Vergleich mit dem nichtlinearén Ergebnis des vorhergehenden Abschnitts zeigt, da$ durch die

Einfilhrung der Approximation §R(t) ~ I3 + veck™!(da(t)) Fehler in den Termen 1. Ordnung in da(t) gene-
riert werden.

Linksmultiplikation mit inkrementeller Rotationsmatrix R (t) = S R(£) Ras(t)

Durch Substitution der Zerlegung

Ras(t) = SR(t) Ras(t) (Do)
in die SO(3)-Differentialgleichung (D.8) folgt unter der Annahme, daf die zeitvariable Naherungsrota.tlon Ras(t )
Losung der SO(3)-Differentialgleichung '

Rap(t) = Rap(t) Qo — Qia Ras(2) (D41)

mit den konstanten Zusammenhangsmatrizen €;;, und €;, ist, nach kurzer R.eéhnung die SO(3)-Differentialglei-
chung
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SR(t) Ras(t) + S R(t) Rap(t)Qus — Qo Ras(t) = SR(?) Rab_(_t)sz,-b(t) — Qia(t)SR(t) Ras(t)

ﬁab (t)

— | 8R(t) = R(t) [Ras(t) (Un(t) — Us) RE,(0) + Qia)| = Qualt) R() | (D.42)

welche die zeitliche Propagation der Abweichung §R(t) von der Naherungsrotation Rgy(t) beschreibt.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die durch Parametrisierung der inkrementellen Rotationsmatrix
SR(t) in Kardan-Winkeln resultierenden nichtlinearen und ,linearisierten. Orientierungsparameterdifferential-
gleichungen angegeben.

Nichtlinearer Ansatz
Durch Substitution der Parametrisierung der Rotationsmatrix §R(t) in Nick-, Roll- und Kurswinkel nach (1.21)

SR(t) = Ra(87()) Ra(3e(t) Ra(65(1)) (D.43)
in die SO(3)-Differentialgleichung (D.42) folgt unter Verwendung der Grofien

W) = RLMwi(t) = veck(Rap(t)Qus()EL(1) , wialt) = veck(Qia(t)),
wi.’g = RT (H)wp = veck(Rap (1) QusRE,(8)) ,  wia = veck(Qa), - (D.44)
Sufp(t) = wip(t)-wp : dwia(t) = wia(t) — wia

das nichtlineare Kardan-Orientierungsdifferentialgleichungssystem

J:a = ((Swfgl (t) + wia;) cos 68 + (‘5""zb3( ) + Wias) i 88 — Wig, (t) cos 87 — Wia, (t) sin &y
B = (wag (t) +wm2) ((Sw +wm1) sindftando — (6w () + wms) cosdftanda
6
—wiay ()Y ,?( )——;2;- S (D.45)
’ o bO
by = (bwip, () + ms)ﬂﬁig’: o — (6w, (1) ml)—(;é(fg; a
—Wig, (t) + Wia, (t) cosdytando — wml( )sin d+ tan dor

bzw.

o = (whl, (t) +wia,) + (wip, (1) + wiay) 86 — wia, (£) — wia, ()07 + O
= (wagl(t) dwiq (t)) (wmaéﬂ w1a257)+(5w (t)Jﬂ 5w1a2()57)+02
Jﬁ = (Jw?gz(t)+w,az) (wag +w,a3)601 wia'z(t)+w,-al(t)6'y+(92
(6wl (£) = dwia, (1)) + (Wia, 07 — wiasd) + (Swia, (t)5y — dwi? (t)éa) + O° (D.46)
Sy = (wfe, (1) + wiay) = (6wip, (1) + wia,) B — wias (t) + wia,(t )6a+02
= (0wl (t) — dwiay (1) + (Wia,00 — wia, 8B) + (dwia, (t) 0 — dwip (t)6p) + O*.

Es ist zu beachten, daB die linearen Terme von der Reihenfolge der Einzeldrehungen bei der Kardan-Parametrisie-
rung abhéngen.

Linearisierter Ansatz
Unabhiingig von der Reihenfolge der Einzelrotationen gilt fiir alle Kardan-Parametrisierungen in 1. Naherung

SR(t) ~ I + veck ' (da(t)), (D.47)

wodurch man jedoch die Struktur der Rotationsmatrix verliert. Mittels Substitution in die SO(3)-Differential-
gleichung (D.42) folgt

veck™ (ba(t) ~ | Ran(t)8us(t) RE(t) - JQm(t)]
tveck ™ (Ser(t)) | Ras(1)0us (1) B (1) +Qm] — Qia(t)yveck~ (baft))  (D.48)
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Aufgrund der Naherung sind die beiden letzten Summanden auf der rechten Seite keine schiefsymmetrischen
Matrizen. Damit lassen sich lediglich die schiefsymmetrischen Anteile dieser Terme beriicksichtigen, wahrend die
symmetrischen Antelle welche Terme 1. Ordnung in de(t) enthalten (1), nicht beriicksichtigt werden kénnen. Es
folgt
veck~'(da(t)) ~ [Rab(t)m,-,,(t)é o(8) = 09a(t)| + {veck™" (3a(t) Qs — Quaveck™ (ar(t))}
1 .
+~2- {veck"’l(Ja(t)) Rap(t)0us(t) RE, (£) — Ras ()85 (t) RT, (2) veck™ (Ja(t))} (D.49)
_% (6a(t) veck=! (Bar(t)) — veck (Fax(t)) 6Qua(t))

bzw. nach Anwendung des veck-Operators aus Kapitel B (s.a. [K.P. Schwarz M. Wei(1995)] und [D.H. Titterton;
J.L. Weston(1997)])

Sax(t) ~ Rap(®)dwis(t) — Swia(t) + Sax(t) x wia + L5a(t) x (R,,,,(t)aa,-,,(t) + Jw,-a(t)) . (D.50)

Der direkte Vergleich mit dem nichtlinearen Ergebrﬁs des vorhergehenden Abschnitts zeigt, dal durch die
Einfithrung der Approximation §R(t) ~ I3 + veck™'(da(t)) Fehler in den Termen 1. Ordnung in e (t) gene-
riert werden. :

AnmerkungD.3: In [K.P. Schwarz; M. Wei(1995)] und [D.H. Titterton; J.L. Weston(1997)] wird vor Anwen-
dung des veck-Operators der Term veck™! (Jax(t)) [Rab(t)JQ,b(t)R () — 0% a] als Term ,,zweiter Ordnung® ver-
nachlissigt, wodurch alle verbleibenden Terme schiefsymmetrische Struktur aufweisen und in der resultierenden
Vektordifferentialgleichung (D.50) der letzte Summand auf der rechten Seite 1da(t) x (Rab(t)(fuib(t) +dwig (t))
entfallt. ]



ANHANG E:
Winkelgeséhwihdigkeitsvektoren

Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, sind SO(3)-Differentialgleichungen von der Form

Rap = Rap Qap (2 kartesische Bezugssysteme)

Rap = Rap Qb — Qea Rap (3 kartesische Bezugssysteme).

Als Losung dieser matrixwertigen Differentialgleichung folgt — bei‘gegebenen Zusammenhangsmatrizen und be-
kanntem Anfangswert — die Orientierung in Gestalt einer Rotationsmatrix als Funktion der Zeit. Gelegentlich tritt
jedoch auch die inverse Aufgabenstellung auf, bei der bei gegebener Rotationsmatrix bzw. bei gegebenen Orien-

tierungsparametern die Zusammenhangsmatrizen bzw. in vektorieller Form die Winkelgeschwindigkeitsvektoren
nach

Qab = RZ, I:%ab =3 wa = veck(RT, Rap)
Qb = R, Rap + RT, Qca Rap & Wep = Wap + Rpa Wea

zu berechnen sind. Der folgende Satz dient der Bereitstellung der dafiir benotigten Winkelgeschwindigkeitsvek-
toren wgp = veck (R';z;lJ Rab) als Funktion der im 2. Kapitel vorgestellten Orientierungsparameter.

" SatzE.1:

Seien Rx(a, 87), Re(,9,n), Rups(o1,02,03), Re(s1, 52, s3), Ru(4o, 41,92, 93), Rp (@, n1, n2, n3) € SO(3).
Dann lautet der tiber die SO(3)-Differentialgleichung

R=RQ , QT=-Q
zugeordnete Winkelgeschwindigkeitsvektor w = veck (RT R) fiir die

o Kardan-Parametrisierung:

cos 3 cosy & +sinvy ﬁ
w=| —cosf siny &+cosvyf3
sinf} & +%

Euler-Parametrisierung:

w=| sind cosny P —sinn v

sin ¥ sin7)1,{.)_+cos171? )
cosd P +7

Laning-Bortz-Stuelpnagel-Parametrisierung:

. . . 1 . ’
w:<a|;7>(1_smo->a_+s1n0' o— ‘Czoso'a'xa mit o =6l und &= (01,02,05)7
o o o o

Cayley-Parametrisierung:

9 83§2—32$3+§1 .
51 83 — 83 1 + 82

w:1+52+32+32
1172 T%3 \ §38 — 81 82+ 53

Hamilton-Parametrisierung:

w=2(gq—goq—9qxq) mit q = (q1,92,93)7

Drehachse/-winkel-Parametrisierung:

w=an+sinan—(l-cosa)nxn
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