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I. EINLEITUNG UND ZIELSETZUNG

1. Einfilihrung

Das mathematische Modell der Aerotriangulation als Grundlage der analytisch-photogrammetrischen
Punktbestimmung hat seit den Verdffentlichungen von H. Schmid (1958 und 1959) ein qualitativ
hochwertiges Niveau erreicht. Die simultane Behandlung ganzer photogrammetrischer Bildverbidnde
in einem Block und die Erfassung systematischer Bilddeformationen mit Hilfe zusdtzlicher Para-
meter bei der Blockausgleichung begriindeten ein beachtliches Genauigkeitspotential. Die Entwick-
lung der den Losungsalgorithmen zugrundeliegenden mathematischen Modelle vollzog sich dabei vor-
wiegend im Bereich der funktionalen Beziehungen, d.h. im deterministischen Ansatz, wdhrend der
stochastische Bereich weitgehend unberiicksichtigt blieb und sehr vereinfacht gehandhabt wurde.
Hierfiir waren zum einen operationelle Gesichtspunkte maBgebend. Der Entwicklung anwendungsorien-
tierter Rechenprogramme wurde gegeniiber einer umfassenden Modellentwicklung der Vorrang einge-
rgumt. Zum anderen waren lber die Fehlereigenschaften, d.h. das stochastische Verhalten der
Bild- bzw. Modellkoordinaten noch keine brauchbaren quantitativen Aussagen vorhanden. Da unter
diesen Voraussetzungen dennoch -die Genauigkeitsanforderungen aus den Anwendungsbereichen weit-
gehend erflillt bzw. sogar Ubertroffen wurden, setzte in Bezug auf die Modellentwicklung in den
letzten Jahren eine gewisse Stagnation ein.

Lediglich die Untersuchungen von Testfeldbefliegungen (Berichte des OEEPE-Symposiums in Briissel
(1973), Ebner (1977), Klein (1980)) deuteten immer wieder darauf hin, daB aufgrund der Diskre-
panz zwischen theoretisch zu erwartenden und empirisch gewonnenen Genauigkeitsaussagen im Be-
reich der Modellentwicklung noch Genauigkeitsreserven verborgen liegen.

Diese Tassen sich durch eine umfassende mathematische Modellbildung, insbesondere im stochasti-
schen Teil, erschlieBen. Auferdem ist es auch neben dieser eher praxisorientierten Beziehung
zwischen Genauigkeitssteigerung und Modellentwicklung vom wissenschaftlichen Standpunkt aus
sinnvoll und notwendig, ein moglichst umfassendes Modell der Aerotriangulation zu definieren,
um auf dieser Grundlage einfachere Modellansdtze beurteilen und werten zu kdnnen.

Somit ist die Entwicklung und Definition eines integralen mathematischen Modells der Aerotri-
angulation zur hochgenauen photogrammetrischen Punktbestimmung als Zielsetzung dieser Arbeit zu
sehen. Dabei Tiegt der Schwerpunkt in der Formulierung eines geeigneten und moglichst realisti-
schen stochastischen Modells fiir das Verfahren der Biindelblockausgleichung, da die als nidchste
Stufe in der Modellentwicklung anstehende Erfassung von variierenden Bilddeformationen sich mit
statistischen Methoden sehr gut beschreiben 1&Rt.

An dieser Stelle mdchte ich Herrn Prof. Dr.-Ing. F. Ackermann fir die Anregung und fur die
wdhrend der Bearbeitung gewdhrte Unterstiitzung herzlich danken. Ebenfalls gilt mein besonderer
Dank Herrn Dr.-Ing. W. Forstner flr die wertvollen Diskussionen und DenkanstoBe, die wesentlich
zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben.



2. Stochastische Eigenschaften von Bildkoordinaten

Die Definition eines realitdtsbezogenen stochastischen Modells der Aerotriangulation konzen-
triert sich am besten auf qualitative und quantitative Informationen liber das stochastische Ver-
halten von Bildkoordinaten, da sie die wesentlichen MeBgroRen darstellen. Deshalb soll dieser
Abschnitt einen Uberblick lber Ergebnisse neuerer Untersuchungen geben und damit vor allem die
Motivation fir diese Arbeit verdeutlichen.

Anhand vertffentlichter empirischer Untersuchungen wird gezeigt, inwieweit verschiedene mathe-
matische Modelle den photogrammetrischen Aufnahme- und AuswerteprozeB reprasentieren und in
welche Richtung eine Modellentwicklung gehen muf.

(1) Untersuchungen zur Genauigkeit der Biindelblockausgleichung am Testprojekt Appenweier mit
verschiedenen Verfeinerungsstufen des mathematischen Modells ergaben einige interessante Resul-
tate (siehe Klein (1980)), insbesondere beziiglich der Abhdngigkeit der Genauigkeit von der Block-
geometrie und dem Verfeinerungsgrad des mathematischen Modells (siehe Tabelle 2.1). Beim Uber-
gang von Einfachbldcken (20% Querliberdeckung) auf Doppelbldcke (60% Queriiberdeckung), d.h. mit
Stabilisjerung der Blockgeometrie, ist eine signifikante Genauigkeitssteigerung zu erkennen.

Das gleiche gilt, eingeschrankt auf die Lagegenauigkeit, fiir den Verfeinerungsgrad des mathema-
tischen Modells bei den Modellansdtzen a) ohne Erfassung der systematischen Bildfehler, b) mit
Erfassung systematischer Bildfehler durch einen blockinvarianten Ansatz zusétzlicher Parameter
(Parametersatz nach Ebner (1977)) und c) mit einem flugstreifenweisen Ansatz zusdtzlicher Para-
meter. Aber auch bei der hochsten Modellstufe und bei einer Queriliberdeckung von 60% erreichen

die Werte nicht die theoretisch zu erwartenden Genauigkeiten fiir die Biindelblockausgleichung
(siehe Ebner, Krack und Schubert (1977)). Diese Diskrepanzen lassen sich durch Vernachldssigungen
im mathematischen Modell, u.a. im stochastischen Bereich, aber auch durch unrealistische Annah-
men liber die Genauigkeit der PaB- und Vergleichspunkte erklaren.

Zusdtzliche Einfachblock (20% Quer.) Doppelblock (60% Quer.)
" u u u
5 XY |z 5 XY 2
Parameter 3, “xy H, Qo éo 3, ”xy M, éo §0
[um] [um]
keine 3.0 7.3)11.2 2.4 | 3.7 3.6 | 4.4 8.2} 1.2 2.3

12 Parameter

blockinvariant 2.4 1 4.9|10.1) 2.0 | 4.2 2.7 13.3 183} 1.2 3.1

12 P@rametgr 2.3 14,41 9.4] 1.9 ] 4.1 2.6 1 2.6 {81 1.0 | 3.1
streifenweise

theoretisch
zu erwartende - - - 0.9 | 1.7 - - - 0.6 | 1.2
Genauigkeiten

Tabelle 2.1 : Genauigkeit der Bilindelblockausgleichung beim Testfeld Appenweier
nach Klein (1980); BildmaBstab 1:7 800, PaBpunktverteilung: Lage-
paBpunkte alle 2 Basisldngen am Blockrand (27 Punkte), HohenpaB-
punkte in Punktgruppen gleichmdBig verteilt im Block; geschdtzte
Genauigkeit der geoddtisch bestimmten Pafpunkte 1.2 cm.

u = quadratischer Mittelwert der Verbesserungen der

Vergleichspunkte (Lage: uxy='\/(ui'+u3)/2; Hohe: uz)

§o= geschdtzte Streuung der Gewichtseinheit



Betrachtet man bei Klein (1980) beim streifenweisen Ansatz der zusdtzlichen Parameter die ein-
zelnen Parameterwerte, so ist fiir den jeweiligen Parametertyp keine Konstanz Uber den gesamten
Block zu erkennen. Die Parameterwerte vom gleichen Typ variieren signifikant von Streifen zu
Streifen. Da aber kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen einer Zerlegung der systematischen
Bilddeformationen in streifenweise Anteile zu ersehen ist, wendete Jaud (1980) auf das gleiche
Datenmaterial die zusdtzlichen Parameter halbstreifenweise an. Dabei ergab sich eine noch deut-
lichere Variation der zusdtzlichen Parameter, deren Streuungen, aus den Mittelwerten Ulber die
Halbstreifen abgeleitet, Betrdge zwischen 0.4 ym und 3.8 um annahmen (Werte normiert auf die
maximale Auswirkung des einzelnen Parametertyps im Bild).

Weitere empirische Untersuchungen mit Datenmaterial von Reseaubefliegungen berlicksichtigten eine
bildweise Erfassung der systematischen Deformationen und bestdtigten deren stochastisches Ver-
halten, welches sich in einer zeitabhdngigen Variation liber den gesamten Film ausdriickt (siehe
Schroth (1982) und Kapitel IV dieser Arbeit).

Da alle hier aufgefiihrten Untersuchungen nur Teile der systematischen Bildfehler erfassen konn-
ten, werden im folgenden Abschnitt die Ergebnisse einer umfassenden Testfelduntersuchung zum
stochastischen Verhalten von Bildkoordinaten beschrieben.

(2) Untersuchungen zur Genauigkeitsstruktur des photogrammetrischen Luftbildes fiihrte Schilcher
(1980) mit Bildmaterial des Testfeldes Rheidt durch. Beziiglich der systematischen Bildfehler kam

-

er zu folgenden Ergebnissen:

- Die systematischen Bildfehler sind nur zu einem Teil konstant, der durch einen Globalanteil
als Trend beschrieben werden kann; der Restanteil stellt um diesen Trend variierende Bild-
deformationen dar (vgl. Schilcher (1980), S. 78).

- Im Gegensatz zum Betrag der Systematik bleibt der Typ konstant Uber den Flug (vgl. Schilcher
(1980), S. 74). i

- Eine bildweise Korrektur der systematischen Bildfehler ergibt eine Genauigkeitssteigerung um
den Faktor 2.0 gegeniiber einer globalen, Uber den gesamten Flug angesetzten Korrektur bei
einem stochastischen Modellansatz mit gleichgenauen und unkorrelierten Beobachtungen (vgl.
Schilcher (1980), S. 84).

Zur Verdeutlichung der Variation der systematischen Bildfehler dient die Tabelle 2.2, in der

die Ergebnisse einer Bestimmung der systematischen Bildfehler fiir unterschiedliche Bildgruppen
beschrieben sind (siehe Schilcher (1980), S. 72). Die Betrdge der systematischen Bildfehler sind
deutlich von der GroBe der Bildgruppe, aus denen sie berechnet wurden, abhdngig. Die niedrigsten
Betrdge ergeben sich aus der gesamtflugweisen Bestimmung und die hchsten im Einzelbild. Dies
ist ein direkter Hinweis auf eine Variation der systematischen Bildfehler von Bild zu Bild, denn
die dominanten Bilddeformationen sind nicht konstant liber den Flug.

(3) Den hier aufgefiihrten empirischen Untersuchungen ist als wesentliches Resultat eine Varia-
tion der systematischen Bildfehler bzw. Bilddeformationen gemeinsam. Fiir die mathematische Mo-
dellbildung bedeutet dies, daB systematische Effekte nicht fest liber einen gesamten Flug ange-
setzt werden diirfen, sondern daB diese Effekte den stochastischen Eigenschaften der Bildkoordi-
naten zugerechnet und damit im stochastischen Teil des mathematischen Modells der Aerotriangula-
tion behandelt werden missen.
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Bildgruppe quadratische Mittelwerte der systematischen
Bildfehler
Weitwinkel Uberweitwinkel
s s S s
X Y x Y
[um] [um] [um] [um]
Einzelbild 3.2 3.0 5.2 4.1
Flugstreifen
(3 Bilder) 2.5 2.5 4.7 3.3
6 Bilder 2.2 2.1 4.3 2.8
12 Bilder 1.9 1.8 4.2 2.6
15 Bilder 1.9 1.9 4.2 2.6
Gesamtflug
(60 Bilder) 1.7 1.6 4.0 2.3

Tabelle 2.2: Bestimmung der systematischen Bildfehler fiir ver-
schiedene Bildgruppen (quadratische Mittelwerte an
41 Vergleichspunkten) nach Schilcher (1980, S. 72)

Die Ergebnisse der Testfeldbefliegung Oberschwaben stehen hierzu scheinbar im Widerspruch. Die
Untersuchungen von Haug (1980) ergaben beim Oberschwabenmaterial eine beachtliche Konstanz der
systematischen Bilddeformationen Uber den gesamten photogrammetrischen Block. Dieser Widerspruch
1dBt sich sehr einfach aus den erreichten Genauigkeiten beim Test Oberschwaben und den im Ver-
hdaTtnis hierzu niedrigen Betrdgen der Variationen der systematischen Bilddeformationen erkldren.
AuBerdem war der Versuch Oberschwaben nicht zur Erfassung von Variationen systematischer Bild-
fehler ausgelegt. In diesem Sinne kann ganz allgemein von Variationen ausgegangen werden, auch
wenn sie nicht in einzelnen Tests nachgewiesen wurden.

Eine Klassifikation der Fehlerquellen beim photogrammetrischen Aufnahme- und AuswerteprozeB, wie
z. B. Punktidentifizierung, Refraktion, Verzeichnung, usw., hinsichtlich ihrer Beriicksichtigung
als stochastische bzw. nicht-stochastische GroBen im Modell gibt Forstner (1982b) an. Dabei ist
ersichtlich, daB die meisten Fehlereinfliisse Uber die Zeit variieren oder zumindest nicht als
konstant angenommen werden diirfen und zu Korrelationen im Einzelbild und zwischen den Bildern
fiihren.

Die Ergebnisse dieser empirischen Untersuchungen und deren Beurteilung bildeten den Ausgangs-
punkt fiir diese Arbeit. Das beobachtete Verhalten der sogenannten systematischen Bildfehler gibt
AnTaB zur Konzeption einer theoretisch umfassenden und méglichst abschlieBenden Modellentwick-
lung fiir die Aerotriangulation, wobei weitere Gesichtspunkte zu der im folgenden Abschnitt pra-
zisierten Zielsetzung fiihren.

3. Zielsetzung und OUberblick

(1) Diese Arbeit hat die Definition eines verallgemeinerten mathematischen Modells fiir die Aero-
triangulation unter moglichst guter Approximation an die Realitdt und iibersichtlich strukturier-
tem Modellaufbau zum Ziel. Der Schwerpunkt 1liegt dabei im stochastischen Bereich des Modells.

Die Erkenntnisse aus empirischen Untersuchungen liber die Variation systematischer Bilddeforma~-
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tionen werden bewuBt in die Modellbildung integriert. Da flr die Schdtzung im stochastischen
Modell aufwendige numerische Ldosungsalgorithmen erforderlich sind, die mitunter nicht unproble-
matisch sind, wird das Funktionalmodell, auch aus Griinden der Ubersichtlichkeit, so weit ausge-
baut werden, wie es numerisch und theoretisch vertretbar ist, d.h. auch die stochastischen Eigen-
schaften von Parametern sollen weitgehend funktional erfaBt werden.

Bei der Modelldefinition wird eine Synthese aus physikalischer und nach operationellen Gesichts-
punkten formaler Betrachtungsweise angestrebt. Der durch physikalische Betrachtungen bestimmten
Definition wird allerdings nur dann der Vorrang eingerdumt, wenn nach operationellen Gesichts-
punkten rein mathematisch argumentierende Ansdtze nicht plausibel und erfolgversprechend er-
scheinen.

Das zu definierende mathematische Modell soll es ermdoglichen, die Genauigkeit der photogramme-
trischen Punktbestimmung gegeniiber konventionellen Modellen zu steigern. Es soll dabei vor allem
auch ein Ubergeordnetes Modell darstellen, auf dessen Grundlage sich einfachere Modellansdtze
beurteilen und werten Tassen. Weiterhin soll es von seiner Struktur her flexibel sein gegenliber
weiterfiihrenden Erkenntnissen Uber die stochastischen Eigenschaften der Bildkoordinaten und auch
die Basis fir kiinftige Untersuchungen legen.

(2) Fir die Definition eines umfassenden mathematischen Modells fiir die Aerotriangulation ist
es Voraussetzung, unterschiedliche Ausgleichungsmodelle, von ihrem Ansatz und ihrer Leistungs-
fahigkeit aus betrachtet, beurteilen zu konnen. Dazu gehdrt im stochastischen Bereich des Modells
auch die Kenntnis iiber Aufbau- und Strukturierungsmoglichkeiten von Kovarianzmatrizen. Wesent-
lich fiir die Modelldefinition ist die Integration von Vorinformationen und Plausibilitdtsannah-
men, die auf vorangegangenen empirischen Untersuchungen beruhen. Aus diesen Griinden gliedert
sich die vorliegende Arbeit in drei Teilbereiche:

Der erste Bereich (Kapitel II) umfaBt die gesamten theoretischen Grundlagen, die fir eine inte-
grale Modellbildung notwendig sind. Er ist dabei so alligemein und lbergreifend gehalten, daB er
nicht nur auf das Fachgebiet der Photogrammetrie beschrankt ist. Insbesondere der Abschnitt II.2
Uber die Ausgleichungsmodelle kann auch vdllig separat von der eigent]icheh Zielsetzung der Ar-
beit gesehen werden. Er ist in sich geschlossen, beinhaltet den gesamten methodischen Apparat
der Modelldefinitionen unter Berlicksichtigung einer konsistenten statistischen Bezeichungsweise
und dient als theoretischer Bezugspunkt fiir die Modellentwicklung in den anschliefRenden Ab-
schnitten. Eine dhnlich allgemeine Zielsetzung hat auch der unmittelbar darauf folgende Ab-
schnitt I1.3 liber die Wahl der Kovarianzstruktur, worin insbesondere die Strukturfindung und
deren Konkretisierung im stochastischen Modell behandelt wird. Gegen Schluf dieses Kapitels er-
folgt eine immer weitergehende Spezialisierung in Form eines lbergeordneten, vor allem im sto-
chastischen Bereich stark strukturierten mathematischen Modells. Die primare Ursache fiir die
Spezialisierung des Modells ist in der Zeitabhdngigkeit des photogrammetrischen Aufnahme- und
Auswerteprozesses zu sehen, aber es 1dBt sich durchaus auf addquate Aufgabenstellungen auBer-
halb der Photogrammetrie Ubertragen.

Der zweite Bereich (Kapitel III) beinhaltet die Umsetzung und Prdzisierung der im Kapitel II
theoretisch abgeleiteten Modellbeziehungen in die Photogrammetrie. Die Modellentwicklung in der
Aerotriangulation und eine damit verbundene Steigerung des Genauigkeitspotentials bildet den
Hintergrund fiir die Vorstellung eines, im Sinne einer besseren Anpassung an die Realitdt erwei-
terten mathematischen Modells. Die Diskussion und Wertung dieses Modells in Bezug auf Modell-
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eigenschaften, numerischen Aufwand und Genauigkeitspotential sind wesentliche Bestandteile dieses
Kapitels. Die Entwicklung dieses zweiten Tei]béreichs Uber das erweiterte mathematische Modell

in der Photogrammetrie erfolgt in dieser Arbeit anhand des direkten Bezugs zu den allgemeinen
ModeTldefinitionen des Kapitels II. Der Modellaufbau ist aber gleichzeitig motiviert und abge-
sichert durch die im anschlieBenden Kapitel IV geschilderten empirischen Untersuchungen.

Das Kapitel IV als dritter Teilbereich unterbreitet alle empirischen und numerischen Analysen,
die im Zusammenhang mit dieser Arbeit notwendig waren. Es erflillt dabei eine zweifache Funktion.
Zum einen werden die empirischen Untersuchungen iiber das stochastische Verhalten der Bildkoordi-
naten vorgestellt, auf die sich das im Kapitel III beschriebene erweiterte Modell direkt stiitzt.
Auch diesen Untersuchungen Tiegen unmittelbar die theoretischen Ableitungen und Definitionen

des Kapitels Il zugrunde. Zum zweiten werden ausfiihrliche Simulationsuntersuchungen zur Beur-
teilung dieses Modells beschrieben. Ubergreifend faBt der letzte Abschnitt dieses Kapitels IV
die Erfahrungen aus den empirischen und den Simulationsanalysen zusammen, indem er Empfehlungen
und Richtlinien flir kinftige Versuche zum stochastischen Modell der Aerotriangulation gibt.

Diese Arbeit versucht somit, ein durchaus theoretisches mathematisches Konzept der Modellbildung
in der Aerotriangulation zu entwickeln. Durch die unmittelbare und bewuRte Einbeziehung empiri-
scher Untersuchungsergebnisse ist aber der spezielle Realitdtsbezug beachtet und damit die Ab-
grenzung gegenuber moglicherweise noch allgemeineren Darstellungen gezogen worden. Natirlich ist
zundchst eine Anwendung des hier vorgeschlagenen mathematischen Modells in der Praxis, allein vom
erforderlichen numerischen Aufwand aus gesehen, nur in Ausnahmefdllen, in denen hochste Prdzision
gefordert wird, zu erwarten. Dieser Gesichtspunkt tritt jedoch zunichst zurlick gegeniiber der an-
stehenden wissenschaftlichen Aufgabe, ein umfassendes mathematisches Modell der Aerotriangula-
tion aufzustellen, das geeignet ist, praktisch alle Genauigkeitsfragen der Aerotriangulation zu
beantworten und die verschiedenen Verfahren vergleichend zu beurteilen. Inwieweit dieses Modell
dann auch noch als Arbeitsverfahren realisiert und direkt angewandt wird, bleibt abzuwarten,
Hierbei wird die jeweilige Genauigkeitssteigerung sowie die weitere Entwicklung der Rechenhilfs-
mittel und der Anwendungen mit besonderen Anforderungen eine Rolle spielen.
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II. MATHEMATISCHE MODELLE
1. Einleitung
1.1 Modellvorstellung in Natur- und Ingenieurwissenschaften

Die Tdtigkeit in den Natur- und nicht-konstruktiven Ingenieurwissenschaften im empirischen Be-
reich geht vom Beobachten von Erscheinungen bzw. Ereignissen aus, die unter bestimmten Beding-
ungen auftreten oder ablaufen. Aus diesen Beobachtungen zieht man Riickschliisse auf bestimmte
RegelmdBigkeiten und trifft Vorhersagen lber Ereignisse und kiinftige Experimente. Die Abstrak-
tionsfahigkeit des Menschen erlaubt ihm, aus diesen RegelmdBigkeiten eine Modellvorstellung,
gemdfy der die Erscheinungen ablaufen, zu entwickeln und sie so zu "verstehen".

Ein Beispiel flir eine Modellentwicklung im obigen Sinne ist die sich lber Jahrtausende erstrek-
kende Bestimmung der Gestalt der Erde. Mit der Begriindung der Mathematik durch die Pythagorder

im hellenischen Kulturkreis wurde erstmals auf Grund philosophischer und heuristischer Uberle-

gungen vom Modell der sphdrischen Erdform ausgegangen. Auf dieser Annahme basierten die folgen-
den Experimente zur mathematischen Beschreibung der Erdfigur, welche auf unsere heutige Modell-
vorstellung von der tatsdchlichen Erdgestalt fiihrten (vgl. Bialas (1982)).

Auch unsere physikalischen Naturgesetze sind nichts anderes als eine Modellierung der "realen"
Welt. Die Projektion der Realitdt in einen Modellraum gibt dem Wissenschaftler erst die Moglich-
keit, physikalische Erscheinungen zu interpretieren, zu werten und vorherzusagen. Somit ist die
Modellentwicklung im Prinzip niemals vollstdndig abgeschlossen. NatlirlTich hdangt die Modellent-
wicklung auch von einer gewissen Zielvorstellung ab, wonach man ab einem bestimmten Punkt die
Anngherung an die Realitdt als ausreichend betrachten kann. Wie kommt nun ein Modell zustande?

Die Bedingungen, unter denen Erscheinungen, z.B. in einem Experiment, ablaufen, werden vom Beob-
achter zum Teil kontrolliert oder zumindest beeinfluBt. Die Beobachtungen entsprechen einer quan-
titativen Beschreibung (Messen, Zdhlen, Ablesen eines Instrumentes) eines Versuchsausganges. Sie
lassen sich im Bereich der kontrollierten Bedingungen in eine mathematisch analytische Form fas-
sen, beinhalten aber dariiber hinaus weit mehr Informationen, die sich aus den nichtkontrollier-
ten Bedingungen ergeben. Zur sinnvollen Deutung von Beboachtungen ist es daher unerldsslich,
neben den funktionalen Beziehungen der kontrollierten Bedingungen die nichtkontrollierten Be-
dingungen in eine mathematische Form zu fassen. Diese Form 183t sich entweder als Inkonsistenz
der funktionalen Beziehungen, wie es bei der kleinsten Quadrate Approximation geschieht, oder
mit Hilfe der statistischen Wahrscheinlichkeitstheorie definieren. Die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, auch als Theorie der zufdlligen (stochastischen) Ereignisse und Prozesse bezeichnet, bietet
die Moglichkeit, das Naturgeschehen sehr differenziert zu beschreiben, weshalb sie sich fiur die
Formulierung der nichtkontrollierten Bedingungen am starksten durchgesetzt hat und am weitesten
entwickelt ist. Die Gesamtheit der funktionalen und stochastischen Beziehungen werden in einem
gemeinsamen Modell, dem mathematischen Modell, zusammengefafBt.

Im einzelnen werden den Beobachtungen (MeBwerten), d.h. den Realisierungen eines Experiments,
Zufallsvariable zugeordnet. Damit beschreibt das mathematische Modell den Zusammenhang zwischen
den Zufallsvariablen und anderen Parametern. Die Zufallsvariablen lassen sich durch ihre Wahr-
scheinlichkeitsverteilung M, einen unbekannten Erwartungswert E und einer bekannten oder eben-
falls unbekannten Dispersion D beschreiben.
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Bei der Beschreibung der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariable beschrankt man

sich Ublicherweise auf ihre ersten und zweiten Momente (Erwartungswert und Dispersion), da dies
flir die Schdtzung in dem mathematischen Modell ausreichend ist. Vor allem wird fiir die Beobach-
tungen auf Grund des zentralen Grenzwertsatzes (vgl. Fisz (1962), S. 174) in der Regel die Nor-
malverteilung postuliert, welche durch die ersten beiden Momente vollstandig beschrieben wird.
Der Erwartungswert 1dBt sich durch die funktionalen Beziehungen der kontrollierten Bedingungen
darstellen, die sich aus einem konsistenten funktionalen Modell ergeben, d.h. als Funktion einer
Gruppe von Parametern. Die Dispersion 1dBRt sich ebenfalls als Funktion von Parametern definie-
ren, denn den nichtkontrollierten Bedingungen konnen durchaus auch physikalisch-mathematische
Zusammenhdnge zugrundeliegen.

Formal 148t sich das mathematische Modell also durch

1o~ MEQ)s D)) (1.1-1)

beschreiben, in dem 10 der den MeBwerten bzw. Beobachtungen 10 zugeordnete Zufallsvektor ist.
Im folgenden wird bei der Beschreibung der mathematischen Modelle vom Zufallsvektor lo der Beob-
achtungen gesprochen, der sich durch Unterstreichung von dem Vektor der Beobachtungen 10 hervor-
hebt.

Der eigentlichen Formulierung des mathematischen Modells mit Hilfe geometrischer und physikali-
scher Zusammenhdnge fiir die Anwendung gehen Analysen einer Reihe von Experimenten voraus, d.h.
das Modell wird stufenweise aus den Erkenntnissen dieser Analysen entwickelt. Daneben basiert
die Modellformulierung auch hdufig auf rein heuristischen Uberlegungen und intuitiven Ansdtzen,
die sich in der Anwendung bewdhrt haben. Historisch betrachtet beruht die Entwicklung bzw. Ver-
feinerung des Modells nicht nur auf erweiterten Kenntnissen der mathematischen und physikali-
schen Zusammenhdnge, sondern auch auf gesteigerten Anforderungen der Praxis. W&hrend zum Bei-
spiel bei der photogrammetrischen Punktbestimmung in der Katasterphotogrammetrie vor 10 Jahren
der Modellansatz mit unabhdngigen photogrammetrischen Modellen ausreichte, ist heute, durch die
hthere Genauigkeit der geoddtischen Netze bedingt, die strengere LGsung nach der Biindelmethode
angebracht.

Oberhaupt unterscheidet sich der Vorgang der Modellentwicklung in den technischen Bereichen oft
erheblich von dem in den Naturwissenschaften. Bei den technischen Disziplinen steht der opera-
tionelle Einsatz eines mathematischen Modells deutlich im Vordergrund, wobei die mathematisch-
physikalischen Zusammenhdnge hdufig sehr vereinfacht dargestellt werden. Eingehende Angaben

iber die mathematische Modellbildung sind u. a. bei Ackermann (1965), Papoulis (1965) und Baarda
(1967) zu finden.

Die Modellentwicklung in der Photogrammetrie und auch in der Geoddsie beschrdnkte sich lange
Zeit nur auf die Erweiterung und den Ausbau der funktionalen Beziehungen im Modell. Heute weist
eine Vielzahl von wissenschaftlichen Arbeiten und Veroffentlichungen auf eine deutliche Verlage-
rung in Richtung der Beschreibung von stochastischen Zusammenhdngen im Modell hin. Insbesondere
seien hier die Arbeiten auf dem Gebiet der Varianz-Kovarianzkomponenten-Schdtzung erwdhnt, von
denen nur einige reprdsentativ genannt werden sollen: Kubik (1967), Grafarend und d'Hone (1978),
Koch (1978), Forstner (1979) und Schaffrin (1983).

1.2 Statistische Schdtztheorie

Ist die Gesamtheit der funktionalen und stochastischen Beziehungen im mathematischen Modell de-
finiert, so flihrt man die Analyse, d.h. die Auswertung der Beobachtungen mit dem Hilfsmittel der
statistischen Schdatztheorie durch. Die im Modell definierten unbekannten Parameter, wie Erwar-

tungswerte im funktionalen Teil oder Varianzen im stochastischen Teil, welche die gemeinsame
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Verteilung der Beobachtungen charakterisieren, lassen sich mit dieser Theorie bestimmen, in dem
sie mittels einer Schatzfunktion der Beobachtungen geschdtzt werden. Die Schdtztheorie ist am
weitesten im Bereich der linearen Modelle entwickelt. Hier steht unter der Annahme bestimmter
Verteilungen auch ein weites Instrumentarium an Hypothesentests zur Beurteilung der Schdtzergeb-
nisse zur Verfiigung. Die bekanntesten und gebrduchlichsten Schdtzverfahren bei linearen Modellen
sind die beste erwartungstreue Schdatzung (best unbiased estimation), die Schdtzung nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate (LS = Teast squares) und die Maximum-Likelihood-Schdtzung (ML).
Diese drei Schatzverfahren liefern identische Schatzwerte fir die unbekannten Parameter, voraus-
gesetzt man legt fir die ML-Schdtzung normalverteilte Beobachtungen zugrunde (vgl. Rao (1973)).

Im folgenden sollen die fir die Schatzverfahren wichtigen Schdtzfunktionen angesprochen werden.

a) Lineare und quadratische Schatzfunktionen

Schdtzfunktionen g(1) sind Funktionen der Beobachtungswerte 1 und dienen zur Bestimmung der
Schdtzung X der im funktionalen oder stochastischen Teil des linearen Modells definierten unbe-
kannten Parameter x, d.h. X = g(1). Die Schdtzung der unbekannten Parameter im Funktionalmodell
erfolgt in der klassischen Schdtztheorie mit linearen Funktionen der Beobachtungen (g(1) = pTl),
da diese einfach zu handhaben sind und unter dem Postulat der Normalverteilung zur Schdtzung der
Erwartungswerte (1. Momente) stochastischer Variablen ausreichen. Somit spricht man in der
Schidtztheorie zum Beispiel von besten linearen erwartungstreuen Schatzungen (BLUE = best linear
unbiased estimation). Mochte man unbekannte Parameter t im stochastischen Modell schdtzen

(§_= g(1)), d.h. Parameter der zweiten Momente, dann benttigt man, Normalverteilung vorausge-
setzt, bilineare oder quadratische Funktionen der Beobachtungen (g(1) = lin}. In Analogie zur
BLU-Schdtzung spricht man hier von der besten quadratischen erwartungstreuen Schatzung (BIQUE =

best invariant quadratic unbiased estimation (vgl. Grafarend und d'Hone (1978)); "invariant" vgl.
Abschnitt 1.3).

b) Robuste Schatzfunktionen

Die in letzter Zeit im Zusammenhang mit Untersuchungen Uber den EinfluB grober Beobachtungs-
fehler auf die Schdtzung diskutierten Schatzverfahren mit Robustheitseigenschaften, d.h. Un-
empfindlichkeit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Schdtzfunktion gegeniiber kleinen Verdn-
derungen der Verteilung der Stichprobe, weisen gendhert die statistischen Eigenschaften der
besten und erwartungstreuen Schdtzung auf (Hampel (1973)). Die robusten Schatzverfahren gehen,
bedingt durch Rundungsfehler und grobe oder systematische Beobachtungsfehler, von nicht-normal-
verteilten Beobachtungen aus. Numerisch 188t sich die robuste Schatzung, z.B. nach dem Verfah-
ren von Huber in Verbindung mit der LS-Schdtzung (Huber (1973) und (1981), S. 153ff) oder das
Verfahren von Krarup et al. (1980) und Krarup und Kubik (1983), welches ebenfalls auf Huber
(1973) aufbaut, ohne groBen zusdtzlichen Aufwand zu den bisherigen LS-Verfahren durchfiihren
(Ansdtze mit nicht-Tinearen Schdtzfunktionen). Allerdings ist eine strenge Beurteilung des Er-
gebnisses der robusten Schdatzung bis jetzt nicht méglich. Statistische Eigenschaften der Schat-
zung, wie Suffizienz und Effizienz, sind nur gendhert (asymptotisch) bekannt (vgl. Hampel (1973)).
Ihre liberwiegende Bedeutung werden die Schdtzverfahren mit robusten Schdtzfunktionen als Bestand-
teil von Fehlersuchstrategien erlangen, wobei sie bei der automatischen Elimination groBer
grober Datenfehler, d.h. bei der Datenbereinigung, bereits gute Ergebnisse aufweisen konnten
(vgl. Carusio (1979), Fuchs (1980), Forstner (1982a) und Klein/Forstner (1984)).
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Auf Grund der statistisch nicht hinreichend bekannten Eigenschaften der robusten Schdtzfunktio-
nen wird sich diese Arbeit ausschlieBlich auf die effizienten Schatzfunktionen, d.h. die besten
Tinearen und quadratischen erwartungstreuen Schatzungen, beschranken. Sie bendtigen nicht die
vollstdndige Information iiber die Art der Verteilung wie die ML-Schdtzungen und konnen, im Ge-
gensatz zur eingeschrankten Allgemeingiiltigkeit der LS-Schatzung (vgl. Rao (1973)), die Hilfs-
mittel der mathematischen Statistik vollkommen ausschopfen.

1.3 Grundlagen der Modellbildung und Schdtzung; Diskussion

Das Kapitel II Uber mathematische Modelle soll allgemein und weitgehend unabhdngig von speziel-
Ten Anwendungen Moglichkeiten der Modellformulierung fiir die Parameterschdtzung aufzeigen. Es
umfaBt die wichtigsten und gebrduchlichsten Modelltypen und soll speziell im Teil II.2 einen
Uberblick liber die Modelle und deren Zusammenhdnge und Modifikationen geben. Die nachfolgenden
Abschnitte und Kapitel greifen direkt auf die hier charakterisierten Modelle zuriick.

Jedes einzelne Modell wird unter Angabe seiner speziellen Struktur diskutiert. Zusdtzlich zur
Beschreibung der Schatzung der unbekannten Parameter wird es im Vergleich zu den ubrigen Modell-
typen gewertet, die Einfliisse von Modellfehlern auf die Parameterschdtzung untersucht und der
numerische Aufwand fiir die Schdtzung diskutiert. Anwendungen aus der Geoddsie und Photogramme-
trie stellen in diesem Uberwiegend theoretisch orientierten Kapitel Beziige zur Praxis her.

Als Grundlage fiir alle Modelle dient das GauB-Markoff-Modell (GM-Modell), in der Ausgleichungs-
rechnung als Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen (Standard-Problem II in der Bezeich-
nungsweise nach Tienstra (1956)) bezeichnet. Alle librigen Modelle werden aus dem GM-Modell durch
Erweiterung im funktionalen und stochastischen Teil entwickelt. Dies entspricht in der Regel
auch der historischen Entwicklung der Modelle in der Geoddsie und der Photogrammetrie.

Auf eine ausflihrliche Beschreibung des Modells der Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen
(Standard-Problem I) wird hier bewuBt verzichtet, da es sich unter bestimmten Bedingungen ein-
deutig in das GM-Modell Uberfiihren 1dRt (vgl. Koch (1980), S. 201)), worauf aber in der Modell-
diskussion noch eingegangen wird.

Hierbei ist jedoch anzumerken, daf gerade die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen, im
Gegensatz zur Entwicklung in der mathematischen Statistik, bevorzugt von der Delfter Schule um
Baarda behandelt wird. Denn die Modellierung mit Bedingungsgleichungen in einzelnen Berechnungs-
phasen eignet sich von der Konstruktion her sehr gut fir den Einsatz statistischer Hypothesen-
tests (vgl. Baarda (1967), Molenaar (1983)).

Die Ableitung der Modelle und die Beziehungen untereinander erfolgen alle, unabhdngig von der
Verteilung der Zufallsvariablen, im Modellraum durch Substitution der Modellparameter. Es werden
nicht, wie in der Literatur hdufig Ublich, Uber die Schdtzung der unbekannten Parameter die
Beziehungen zwischen den Modellen hergestellt. Denn sind die Modelle im Modellraum ineinander
uberfiihrbar, dann gilt dies zwangsldufig auch fiir ihre Schdtzungen, vorausgesetzt man verwendet
Schatzverfahren mit identischen Eigenschaften. Die Unabhdngigkeit von der Schdtzung bedeutet
auch, da® man nicht auf lineare Schatzfunktionen angewiesen ist.

Die Darstellung der Modelle erfolgt in der Momentenschreibweise (vgl. Pukelsheim (1979)). Die
im Model1l vorkommenden Variablen oder Variablenvektoren werden durch die Erwartungswerte (1. Mo-
mente) und ihre Dispersion (2. Momente) beschrieben. Dadurch 13Bt sich eine eindeutige Charak-
terisierung erreichen. Stochastische (random) Variable oder Vektoren werden durch Unterstreichen
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von den festen (fixed) Variablen hervorgehoben, wobei das Attribut "fest" im Sinne von nicht sto-
chastisch verstanden wird (vgl. Searle (1971), S. 382f). Zur Beschreibung der Modelle ist die
Zugrundelegung einer bestimmten Verteilung nicht notwendig, weshalb bei der Momentendarstellung
eine beliebige Verteilung M zugelassen wird. Setzt aber die Schdtzung eine bestimmte Verteilung
voraus, wie z.B. bei der Varjanz-Kovarianzkomponenten-Schdtzung, dann wird diese im einzelnen
angegeben.

Zur Einordnung der Modelltypen wird die Klassifizierung nach Grafarend (1978a) verwendet. Hier-
bei konnen die in einem Tlinearen Gleichungssystem y = Ax vorkommenden drei GroRen y, A, x die
Eigenschaften stochastisch (S) oder fest (F) annehmen. So ist zum Beispiel bei dem Modell vom
Typ SFF der Vektor y stochastisch, die Koeffizientenmatrix A und der Vektor x dagegen fest.

Die Schdtzung in den einzelnen mathematischen Modellen erfolgt grundsdtzlich nach der Punkt-
schdtzung. Die unbekannten Parameter werden hierbei mit Hilfe von Schdtzfunktionen mit optima-
len Eigenschaften als Funktion der Beobachtungen geschatzt. Optimale statistische Eigenschaften
einer Schatzfunktion sind:

- erwartungstreu (unverzerrt, unbiased)
Der Erwartungswert der zu schatzenden Funktion h(x) der unbekannten Parameter x stimmt mit
dem Erwartungswert ihrer geschdtzten Funktion g(1) der Beobachtungen 1 lberein:

E(g(1)) = E(h(x)) .

- minimale Varianz V (beste Schatzung)
Minimale Varianz der Schdtzung bedeutet beste Schatzung im Sinne, daf die zu erwartende
quadratische Differenz minimal wird:

E((g(1) - h(X))z) —s= min.

- invariant
Invariante Schdtzung bedeutet Unabhdngigkeit der Schdtzung von anderen Schdtzungsergebnissen

aus dem gleichen mathematischen Modell.

Im folgenden werden, wie bereits oben erwdhnt, ausschlieBlich Schdtzungen in linearen Modellen
behandelt, wobei nur beste lineare und quadratische erwartungstreue Schatzer verwendet werden.
Die beste erwartungstreue Schatzung fiir feste und stochastische Parameter ist u.a. in Koch
(1980, S. 142f) definiert (siehe auch S. 20 dieser Arbeit).

1.4 Zielsetzung und Uberblick

Die Zielsetzung dieses Kapitels ist es, liber eine Beschreibung und Diskussion der in der geodd-

tischen oder photogrammetrischen Praxis Ublichen mathematischen Modelle und unter Einfuhrung der
aus der stochastischen ProzeBtheorie entnommenen autoregressiven Modelle auf ein spezielles, auf
den zuvor erldauterten Modellen aufbauendes, kombiniertes Modell hinzufilhren. Dieses kombinier-
te Modell faBt ein erweitertes funktionales und ein erweitertes stochastisches Mode11]) zusammen
und stellt somit speziell fur die Aerotriangulation eine konsequente Weiterentwicklung des ma-

thematischen Modells aller auf diesem Gebiet vorangegangenen Untersuchungen dar. Es soll weiter-

1)

erweitert im Sinne einer besseren Anpassung an die Realitdt
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hin als Grundlage fur kiinftige theoretische und empirische Untersuchungen zur Genauigkeitsstei-

gerung in der photogrammetrischen Punktbestimmung dienen.

Aus dieser Zielsetzung heraus ist das Kapitel II in 3 Abschnitte unterteilt. Im ersten Abschnitt
werden Ausgleichungsmodelle und ihre zugehorige Parameterschdatzung in allgemeiner Form disku-
tiert. Die Bezeichnungsweise orientiert sich vorwiegend an der mathematischen Statistik. Beziige
zur traditionellen Ausgleichungsrechnung werden hergestellt. Am Schluf dieses Abschnittes wird
eine Ubersicht liber die diskutierten Modelle und ihre Beziehungen gegeben.

Der zweite Abschnitt befaBt sich mit der Wahl der Kovarianzstruktur im stochastischen Teil des
mathematischen Modells. Insbesondere wird dabei auf die Verwendung stochastischer Prozesse zur
Beschreibung der Kovarianzstruktur eingegangen. Dazu finden Spezialfdlle stochastischer Prozesse,
die autoregressiven Modelle, Verwendung. Autoregressive Modelle gehoren zur Gruppe der stationd-
ren stochastischen Prozesse. Der autoregressive ProzeB stellt an das Datenmaterial keine so
groBen Anforderungen wie zum Beispiel ein Markoff-ProzeB und weist somit auch keine reichhaltigen
Strukturen auf. Dies macht ihn flir die Anwendung durchsichtiger und Teichter handhabbar.

Der dritte Abschnitt zeigt die Verbindung zwischen den in den vorangegangenen Abschnitten aufge-
fihrten Modellen und den autoregressiven Prozessen auf und fiihrt auf das kombinierte Modell.
Plausibilitdtsiiberiegungen und empirische Untersuchungen bilden die Grundlage flir dieses Modell
mit allen seinen, auch speziell flir die Anwendung ausgerichteten, Strukturen.

Eine Zusammenfassung schlieft das Kapitel ab. Ableitungen und Beweise werden nur ausgefiihrt,
wenn sie neu oder fiir den Zusammenhang als notwendig erachtet werden. Ansonsten wird auf die
entsprechenden Literaturstellen verwiesen.

2. Ausgleichungsmodelle

Die in diesem Abschnitt dargestellten Ausgleichungsmodelle reprédsentieren die in der statisti-
schen Theorie am weitesten entwickelten und in der Anwendung am hdufigsten eingesetzten Modell-
typen. Alle hier vorgestellten Ausgleichungsmodelle lassen sich in das GauB-Helmert-Modell, auch
Allgemeinfall der Ausgleichungsrechnung oder Bedingte Ausgleichung mit Unbekannten (Standard-
Problem IV nach Tienstra) genannt, iiberfithren. Das GauB-Helmert-Modell wurde von Wolf (1978 u.
1980) hinsichtlich seiner statistischen Eigenschaften und der Moglichkeit von Hypothesentests
ausfihrlich diskutiert. Dennoch geniigt es, alle hier aufgefliihrten Modelle auf dem speziellen
GauB-Markoff-Modell aufzubauen, um der historischen Entwicklung und der einfachen Struktur die-
ses Typs Rechnung zu tragen.

Mdchte man Modellzusammenhdnge aufzeigen, so steht man vor dem Problem der Wahl zwischen zwei
verschiedenen Betrachtungsweisen: Modelle lassen sich zum einen aus einem einfachen Ansatz auf-
bauen, sprich erweitern, oder aber ein libergeordnetes Modell mit einer einfachen Struktur bein-
haltet bereits alle komplizierteren Strukturen in Form von Modellkomponenten, d.h. es 1dBt sich
in diese Komponenten zerlegen. Um einen klaren Ablauf unter Einbeziehung der historischen Ent-
wicklung zu erhalten, eignet sich die aufbauende Vorstellung, d.h. die Modellentwickiung wesent-
1ich besser, weshalb ihr im folgenden der Vorzug gegeben wird. Als Endergebnis erhdlt man dann
ein aus Modellkomponenten zusammengesetztes allgemeineres Modell.
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Der Modellfehler 183t sich als Differenz zwischen Realitdt und Modellvorstellung definieren, wo-
bei Tetztere sich Ublicherweise aus dem deterministischen (funktionalen) Anteil und dem zufdlli-
gen Fehleranteil zusammensetzt. Betrachtet man ein Modell im Sinne der statistischen Testtheorie
als Nullhypothese Uber die Realitdt, so geht man bei der Modelldefinition davon aus, daB der
Model1fehler Null ist, sowohl im Erwartungswert als auch in der Dispersion. Eine Uberpriifung der
Nullhypothese fordert die Definition einer oder mehrerer Alternativhypothesen, welche in der
Regel eine Verfeinerung der Modellvorstellung beinhalten und somit die Modellfehler reduzieren
sollen. Diese Verfeinerung im Falle einer Ablehnung der Nullhypothese gliedert sich nahtlos in
die Betrachtungsweise der Modellentwicklung ein. Der Begriff des Modellfehlers findet in der
hier definierten Weise Eingang in die Modelldiskussionen.

Da alle Modelle des Abschnitts 2 dieses Kapitels in Beziehung zueinander stehen, werden bei der
Modelldiskussion sich wiederholende Gesichtspunkte nur an dem daflr geeigneten Modell aufgezeigt.
Bei den ubrigen Modellen wird hierauf verwiesen. Soweit nicht anders erwdhnt, wird bei der Para-
meterschdtzung von Modellen mit vollem Rang ausgegangen, d.h. Datums- und Konfigurationsdefekte
sind nicht zugelassen.

Obwohl die Modelle in einer stetigen Entwicklung aufgezeigt werden sollen, wird eine Zusammen-
fassung in Gruppen von Modellen mit bekanntem bzw. unbekanntem stochastischen Teil fir sinnvoll
erachtet.

2.1 Modelle mit gegebener Dispersion

Alle in diesem Abschnitt definierten und diskutierten Modelle besitzen als Gemeinsamkeit bekann-
te bzw. vorgegebene Informationen iiber die Dispersion der Beobachtungen und aller ilibrigen sto-
chastisch modellierten Parameter. Herkunft und Art dieser a priori Informationen sollen hier
nicht diskutiert werden.

2.1.1 Das univariate GauB-Markoff-Modell

a) Definition und Anwendung

Das bekannteste und in der Anwendung am weitesten verbreitete Ausgleichungsmodell ist das uni-
variate GauB-Markoff-Modell (GM). Es ist ein Modell vom Typ SFF und 1dBt sich wie folgt definie-
ren:

Definition I1.2-1: Univariates GauB-Markoff-Modell (Modell A)

1=A+¢ x ~ M(x, 0)
oder
u
1 =£1 ax, +e e ~ M(0, Cee)
1~ M(Ax, CEE)
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Hierbei bedeutet:

1 = Zufallsvektor der n Beobachtungen (o(1) = nx1)

A = Koeffizienten- oder Designmatrix 1. Ordnung (o(A) = nxu, r(A) = u),
a, = Spaltenvektor i der Matrix A

x = Vektor der unbekannten, festen Parameter (o(x) = uxl), X, = i-tes Element des Vektors x

e = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(e) = nxl)

ng = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors g,(o(CEE) = nxn, r(CEa) =n), die auch als Produkt
der Varianz der Gewichtseinheit 05 und der Gewichtskoeffizientenmatrix (Kofaktormatrix)
Q€€ dargestellt werden kann; identisch mit der Kovarianzmatrix Cll der Beobachtungen.

Hinweis:

Ein konstanter Anteil k in den in G1. (1.1-1) definierten Beobachtungen 1, 1dBt sich durch die
Reduktion 1 = 15 - k eliminieren, so daB er auf die Modellbildung keinen EinfluB hat und man
die in der Literatur iibliche Darstellung erhdlt.

Einige reprdsentative Beispiele fiir das univariate GM-Modell mit dieser einfachen Struktur sind
die konventionellen geoddtischen Lage- und Hohennetzausgleichungen, die Helmerttransformation,
die Polynomausgleichung, in der Photogrammetrie die Ausgleichung nach unabhdngigen Modellen und
die Biindelblockausgleichung unter ausschlieRlicher Beriicksichtigung der perspektiven Projektion,
d.h. ohne zusdtzliche Parameter.

b) Schéatzung

Fir die BLU-Schdtzung im GM-Modell miissen nach Koch (1980, S. 147f) folgende Bedingungen einge-
halten werden:

(1) Der Erwartungswert der linearen Schatzfunktion g(1) = pTl mu® mit dem Erwartungswert der
zu schdtzenden Funktion h(x) = qTx tibereinstimmen:

T

E(p'1) = p'E(1) = p'Ax = q'x, da E(h(x)) = h(x) .

Daraus folgt:
ATp - q=0. ‘ (2.1.1-1)
(2) Die Varianz der Schdtzfunktion muB minimal sein:
V(p'1) = p'D(1)p = p'C;p  —= min. (2.1.1-2)
Die Extremwertberechnung mit der Lagrangefunktion fiihrt unter Einbeziehung der Nebenbedingung

p'A = g auf folgendes Ergebnis (Koch (1980), S. 148):

T - - -
pl=q' (AT M) ATCT, (2.1.1-3)

Geht man vom Erwartungswert der Schatzfunktion auf die Schdtzung Uber, so ergibt sich aus
Gl. (2.1.1-1)

N

T T T
pl=gx=gq

I><>

Daraus folgt mit G1. (2.1.1-3)

q'% = a'(aTc7 1A " TATer 1
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und
% = (ATCHA)'1ATCH]_ . (2.1.1-4)

Diese BLU-Schdtzung der festen, unbekannten Parameter x ist identisch mit dem bekannten Ergebnis
der LS-Schdtzung. Um die geschatzten Genauigkeiten der Parameter g zu beschreiben, bendgtigt man
neben der Erwartungstreue E(g) = x auch deren Dispersion:

D(X) = E((X - E(R))(X - E(X))T

TP PR _
) = (A C]]A) = Cor s (2.1.1-5)
Damit lassen sich die geschdtzten Parameter in der Momentenschreibweise darstellen:
i(‘ ~ M(X, C)?)’i) .

Um ein Modell auf Grund der Schdtzungsergebnisse beurteilen zu kinnen, benotigt man die Schdtzung
des Fehlervektors e. Die Schatzung £ entspricht in der Ausgleichungsrechnung dem negativen Vektor
der Verbesserungen v. Sie ergibt sich als Differenz aus Beobachtung und ausgeglichener Beobach-
tung: '

[—>

2=1-

=1 - AR (2.1.1-6)

und damit der Erwartungswert

E(e) = E(1 - AX) = E(]) - AE(R) =0 .

Die Dispersion von € ergibt sich nach dem Fehlerfortpfianzungsgesetz:

D(&) = D(1) - b(1) = ¢, - A(ATC1A) AT = Can (2.1.1-7)

1

mit dem Rang r(ng) = n-u (vgl. Koch (1980, S. 151)).

Ein wichtiges Kriterium zur Beurteilung eines Modells mittels Hypothesentests bildet die aus der
quadratischen Form der Schdtzung € abgeleitete erwartungstreue Schdatzung der Varianz der Ge-
wichtseinheit (Varianzfaktor nach Baarda):

- =2 ATA=14 ~n - -
118) = o %E(2'Q7,8) = sp(E(2e")C))) = sp(Q:Q))) -

Mit dem Ubergang vom Erwartungswert auf die Schatzung erhdlt man:

a=2~T =14 -1
QOEQ]]_E_:SP(QEE:QII)=n'u
und damit AT 1w
~=2 E‘Q]]E
O T —/— - (2.1.1-8)
n-u ,

Aus der geschdtzten Varianz der Gewichtseinheit ergibt sich fiir die geschdatzte Genauigkeit der
ausgeglichenen Beobachtungen:

fo»

Q7 -

do,

i1
Die Schdtzung in den nachfolgenden Modellen wird sich auf diese Darstellungen beziehen, so daB
dort die Beschreibung der Schatzung auf die wesentlichen Gesichtspunkte beschrdankt sein wird.

Das in Definition II.2-1 vorgestellte GM-Modell wird nun die Grundlage fiir alle weiteren Modelle
bilden. Sie ergeben sich durch Erweiterungen im funktionalen und stochastischen Teil des Modells
und werden in den folgenden Abschnitten ausfiihrlich diskutiert.
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2.1.2 Das erweiterte univariate GauB-Markoff-Modell

a) Definition und Anwendung

Das erweiterte univariate GauB-Markoff-Modell erhdlt man durch die Einfiihrung zusdtzlicher
fester, unbekannter Parametergruppen im Funktionalteil des Modells A. Diese Modellstruktur
kommt Uberwiegend bei der Bestimmung und Erfassung sogenannter systematischer Einflisse durch
zusdtzliche Parameter vor. Bei der Bilindelmethode in der Aerotriangulation hat sich dieses Mo-
dell bereits fest etabliert, wobei die zusdtzlichen Parameter sowohl global, d.h. nur eine wei-
tere Parametergruppe, als auch lokal in mehreren Gruppen Anwendung finden. Bei den geoddtischen
Netzen werden durch Einfiihrung zus@tzlicher Parameter unter anderem Refraktionskoeffizienten,
Additionskonstanten und zyklische Fehler bestimmt.

Im folgenden wird die Erweiterung der Ubersichtlichkeit wegen auf eine einzelne zusdtzliche Pa-
rametergruppe beschrinkt; weitere Gruppierungen kionnen analog behandelt werden (siehe additive

Zerlegung der Koeffizientenmatrix bei Modell A). Das erweiterte univariate GM-Modell ist eben-

falls ein Modell vom Typ SFF und 18Rt sich wie folgt definieren:

Definition II.2-2: Erweitertes univariates GauB-Markoff-Modell (Modell B)

1=Ax+By+ g X ~ M(x, 0)

1~ M(Ax + By, C

ce)

Hierbei bedeutet:

1 = Zufallsvektor der n Beobachtungen (o(1) = nx1)

A = Koeffizientenmatrix der ersten unbekannten Parametergruppe (o(A) = nxu, r(A) = u)
B = Koeffizientenmatrix der zweiten unbekannten Parametergruppe (o(B) = nxk, r(B) = k)
x = Vektor der ersten unbekannten (festen) Parametergruppe (o(x) = uxl)

y = Vektor der zweiten unbekannten (festen) Parametergruppe (o(y) = kx1)

e = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(e) = nxl)

Cce = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors e (o(C..) = nxn, r(C__) = n)

€€

Dieses Modell B 14t sich durch Zusammenfassen der Koeffizientenmatrizen zur Matrix A = [A B]
und der Parametervektoren zum Vektor RT = [xT yT in die Form des Modells A lberfiihren.

b) Schatzung

Die BLU-Schdatzung im erweiterten GM-Modell ist formal identisch mit der Schdatzung im Modell A.
Die Schatzung der unbekannten Parameter ergibt sich somit zu

Ta=1 Ta-1,1"1 TA=1

A C]]A A C]]B A C]]l
= . (2.1.2-1)

Ta-Tp Tp-1 Ta-1
B'CT,A B'Cy Bl |B'C)1

| >

Je>
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Die Dispersion der geschdtzten Parameter lautet

! N“+N"ATC;}BM"BT6;}AN" —N"ATCHBM'1

= e 1 (2.1.2-2)
~ To=1, oTe-1 VSR I PR e -
y B'C],A B'C],B M B CT AN M

- Ta=Ty aTe=Tgo|"
X ATCIA ACTB

)
"
I

mit N= ATCTIA und M = 87c77B - BTCTIANTTATCTIB  (vgl. Koch (1980), S. 34), wobei die Inversion
auf einer Reduktion des Gleichungssystems (2.1.2-1) um den Parametervektor y beruht.
Die Schdtzung des Fehlervektors e ergibt

=1-1=1-m-8y (2.1.2-3)

e

und dessen Dispersion

<> >

-1
D(&) =¢Cpy - [A B}D[ } BBl . (2.1.2-4)

Die geschdtzte Varianz der Gewichtseinheit lautet analog zu G1. (2.1.1-8)

AT =1a

L2 &0y

3 =-————~E . (2.1.2-5)
n-u- :

c¢) Modelidiskussion

(1) Das Modell B bietet sich von seiner Struktur her als Erweiterung des Modells A fiir die Dis-

kussion von Fehlern im Funktionalteil der Modellannahme an (vgl. Koch (1980), S. 164ff und Pelzer
(1982)). Fehler im stochastischen Teil werden im Abschnitt 2.1.3 besprochen. Drei migliche Typen

von Modellfehlern sollen hier im einzelnen behandelt werden:

i.) Im Modell werden zu wenige feste Parameter angesetzt
(richtiges Modell: E(1) = Ax + By).

2.) Im Modell werden zu viele feste Parameter angesetzt
(richtiges Modell: E(1) = Ax).

3.) Im Modell wird aus Unkenntnis die Gruppe Bzy2 von zusdtzlichen Parametern angesetzt
(richtiges Modell: E(1) = Ax + B]y]).

Der erste Fall, bei dem zu wenige Parameter angesetzt werden, tritt zum Beispiel ein, wenn sy-

stematische Fehler v1 = By die Beobachtungen beeinflussen und dennoch die Beobachtungen ledig-
lich als Funktion der Unbekanntengruppe x modelliert werden. Dies flihrt zu einer Verzerrung der
Schdtzung um den Vektor

vx = (ATC;1A)TTATC] By (2.1.2-6)
Als skalares MaB fiir diese Verzerrung fiihrt Forstner (1982b) in einer Verallgemeinerung des
Begriffs X von Baarda (1976) die Bezeichnung 52 ein mit

=2 _ Ta=loov _ TpTp=ty, 7 Tam1ay=1,Ta1 )
§° = E(vx'Cox) = y'BICTIAGRTCT M) TTATCT 1By , (2.1.2-7)

das zum Beispiel die gesamte Deformation eines Netzes durch nicht im Modell erfaBte systemati-
sche Einfliusse beschreibt. Diese Deformation ist nur dann gleich Null, wenn ATCJ:B = 0 ist,
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so daR folgt
F(v1) =0 <=>ATC]|B=0. (2.1.2-8)
Die vernachldssigten Parameter y haben somit keinen Einflu auf die Schdtzung der Unbekannten x,

wenn x orthogonal zu y ist.

Neben der verzerrten Schdtzung flr die unbekannten Parameter x ergeben sich bei diesem Modell-
fehlertyp flir die Dispersion D(g)]) zu kleine Werte. Das bedeutet, die Kovarianzmatrix der ge-
schdtzten Parameter wird zu optimistisch gegeniiber der Realitdt angegeben, denn es wird, wie
aus G1. (2.1.2-2) ersichtlich, der additive Anteil

Voo = NATC TBM 1T AN (2.1.2-9)
XX 11 11

vernachldssigt. Die Schatzung der Varianz der Gewichtseinheit ergibt sich ebenfalls verzerrt
und zwar zu pessimistisch:

1

E(2'0]12) = o(n - u) + E(1)'D'0} DEQD) = oi(n - u) + y'8D'Q; | DBy (2.1.2-10)

mit D = (I - A(ATC]1A)T'ATCT]) und E(1) = Ax + By .

Gilt die Bedingung (2.1.2-8), so ist die Kovarianzmatrix ng richtig, aber nicht die Schdtzung
von cé.

Werden im zweiten Fall zu viele Parameter angesetzt, so hat dies keinen EinfluB auf die Erwar-

tungstreue der Schdtzung dieser Parameter, denn mit E(1) = Ax gilt:

E(X)

(V1w TaTer e BTe N ATeTE(D)
- N TATeTTeme T TE() (2.1.2-11)

=X .

Der Modellfehler hat zwar keinen Einfluf auf die Erwartungstreue, aber auf den Betrag der
Schatzung. Dieser EinfluB 183t sich analog zu G1. (2.1.2-6) angeben, wobei hier geschdtzte,
d.h. stochastische, GroBen verwendet werden miissen:

vk = -N"'ATCT By (2.1.2-12)
Damit ergibt sich das skalare MaB 52,

5= E(vR7c3vR) = sp(8TcTanTTaTe len ) (2.1.2-13)
Die Bedingung der G1. (2.1.2-8) gilt auch in diesem Fall.

Die Dispersion der geschdtzten Parameter wird bei diesem Modellfehler zu pessimistisch angege-
ben, denn es wird der Anteil der G1. (2.1.2-9) hinzuaddiert. Die tatsdchlich erreichte Genauig-
keit wird also verzerrt angegeben.

Die Schdtzung der Varianz der Gewichtseinheit ergibt sich in diesem Fall unverzerrt, denn

}é) = og(n-u—k) + E(l)TﬁTQ]-]TUE(l) (2.1.2-14)

LT

1) theoretische Genauigkeit: D(X) = C.y = 0°Q..
e XX



25

mit D= (I - [AB]([a8]Tc;;[a8])"[a8]TcT]) und E(1) = Ax, wobei wegen D[A B[= 0 gilt:
£(1) D10 DE(1) = 0 .

Wird im dritten Fall bei der Modellformulierung eine unrichtige Parametergruppe v, eingefiihrt,

so entspricht dies einer Kombination aus dem ersten und dem zweiten Fall. Die richtige Para-
metergruppe x wird verzerrt geschdtzt:

oy “1,Ta-1 =1 Tr=Tg 5= 1aTp=1 an= 1,71
E(X) = x + NATC) By, + NATCT B, 1B, CT (AN TATC -1)B, y,

I T eTemln  pTamlay=1,T a1
mit N = A C]]A und M = BZCIIBZ BZC]]AN A C”B2 .

Das skalare MaB der EinfluBgrofe auf die Parametergruppe x lautet:

3_2

fl

T.-1
E(vx CQQVX)

1]

T.T = TaT rye=Tn =TTy =T a1 2 o
Y4By (I+(CT AN A -1)C B 1B, )C AN TATC,

PRI L DU I
« (148, 'B,CT (AN 'A'CT -1)) (2.1.2-15)

Die Dispersion der geschdtzten Parameter X kann sowohl zu groBe oder auch zu kleine Werte anneh-
men, was sich aus der Mischung der Fehlerfdlle 1 und 2 ergibt:

T aTe T n v TeT - r v taTye=Tay-1 )
Voo = NT'ATCT (M3 - B MBI )CT N (2.1.2-16)
mit M. =8¢ 's. - BTcTlANATC B, , i=1, 2.
i i i i711 117

11

Fiir die Schatzung der Varianz der Gewichtseinheit, die ebenfalls verzerrt ist, gilt:

T To-1
E(1)T0]Q D, E(]
2 () P%15E ) (2.1.2-17)

vog = E(3) - E(5,) -

a
-0

Néq

n-u- k2

mit k2 = Anzahl der Parameter in Gruppe 2, E(1) = Ax + B]y1 und

Ta-1 -1 Te-1
D, = (I - [AB)]([AB,)] C”[A BJ) T [AB,]CT)) -
Die Varianz der Gewichtseinheit wird somit zu pessimistisch, bzw. im Extremfall, wenn die Para-
metergruppe Y eine Teilmenge von ¥y ist, sogar unverzerrt geschdtzt.

(2) Die numerische Betrachtung innerhalb der Modelldiskussion beim erweiterten GM-Modell soll,
ghnlich der Modellfehlerdiskussion, auf der Partitionierung des Gleichungssystems zur Bestimmung
der unbekannten Parameter (G1. (2.1.2-1)) aufbauen. Die Partitionierung, bedingt durch die Para-
metergruppen, gestattet es, eine Reduktion des Gleichungssystems vorzunehmen, um numerische
Vorteile bei der Ldsung auszuniitzen. Die Reduktion, oder auch Teilreduktion bei mehr als 2 Para-
metergruppen, hdngt vorrangig von der Struktur und der Ordnung der zu invertierenden Matrizen
ab, d.h. dieser Gesichtspunkt entscheidet u.a. welche Parametergruppe eliminiert, bzw. auf wel-
che Gruppe reduziert werden soll. Vorteilhaft sind Matrizen mit Bandstruktur, flir die eine Viel-
zahl von Inversionsalgorithmen zur Verfiigung stehen. Die Bandbreite einer Bandmatrix hdngt hdu-
fig, wie zum Beispiel bei geodatischen Netzen und auch bei photogrammetrischen Bildverbdanden,
von den Punktnumerierungsschemata der zu bestimmenden Neupunkte ab. Weiteren EinfluB auf die Art
der Reduktion hat auch die Zielsetzung der Schdtzung, d.h. ob der volle Umfang der Schatzergeb-
nisse gewiinscht ist oder ob man sich zum Beispiel nur auf die Dispersion einer geschdatzten Para-
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metergruppe zur Beurteilung des Ergebnisses beschranken will. An dieser Stelle sei noch auf die
in jlngster Zeit entwickelten Verfahren zur Losung dinnbesetzter Gleichungssysteme (sparse tech-
nique) verwiesen (Steidler (1980), Stark (1983)).

Eine ausfiihrliche numerische Betrachtung hat Bahr (1978) im Hinblick ‘auf die Eliminierung einer
Gruppe von unbekannten Parametern ausgefiihrt, wobei er allerdings keine Gleichungssysteme mit
Bandstruktur berlicksichtigt hat.

(3) Die in diesem Abschnitt definierte Form des erweiterten univariaten GM-Modells soll nun re-
prasentativ flir alle Erweiterungen im Funktionalteil des mathematischen Modells stehen, unab-
hangig von der Anzahl der gewdhlten Parametergruppen. Auf die Erweiterung des Funktionalteils
wurde in der Vergangenheit sowohl in der Geoddsie als auch in der Photogrammetrie der Schwerpunkt
der Entwicklung gelegt, da hier die Zusammenhdnge Uberschaubar und die Schdtzungen numerisch ver-
hdltnismdBig einfach waren. Erst seitdem die von der Anwendung geforderten oder mdglich geworde-
nen Genauigkeiten einen Stand erreicht haben, bei dem das Funktionalmodell sehr aufwendig wird,
hat man sich in der Forschung der Erweiterung des stochastischen Modells zugewandt.

2.1.3 Das gemischte Modell

a) Definition und Anwendung

Das gemischte Modell ergibt sich durch die Erweiterung des stochastischen Teils des univariaten
GM-Modells. Man flhrt wie bei Modell B eine Gruppe zusdtzlicher unbekannter Parameter ein, die
aber jetzt stochastische Eigenschaften aufweisen, etwa orts- oder zeitabhdngig miteinander kor-
reliert sind. Somit erhdlt man ein Modell vom Typ SFF-SFS, das bedeutet eine Mischung des
GM-Modells (SFF) mit den SFS-Modellen aus der Theorie der stochastischen Prozesse.

Der entscheidende Unterschied zu den vorangegangenen Modellen besteht in der notwendigen zusdtz-
Tichen a priori Information statistischer Art iiber die Gruppe der stochastischen unbekannten
Parameter, wogegen in den Modellen A und B lediglich die stochastischen Eigenschaften der Beob-
achtungsfehler bekannt sein muBten.

Definition I1.2-3: Gemischtes Modell (Modell C)

1=Ax+Cz+c¢e

=

~ M(x, 0)

IN
N
o

- €€

1~ M(Ax + Cz_, CC._C' +¢C )
—_ (8] 2z £e

Hierbei bedeutet:

t

Zufallsvektor der n Beobachtungen (o(1) = nx1)
Koeffizientenmatrix der festen unbekannten Parametergruppe (o(A) = nxu, r(A) = u)
Koeffizientenmatrix der stochastischen unbekannten Parametergruppe (o(C) = nxk, r{(C) = k)

Vektor der festen unbekannten Parametergruppe (o(x) = uxl)

it

IN %X O = |—
i

Vektor der stochastischen unbekannten Parametergruppe (o(z) = kx1)
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z, = Vektor der Erwartungswerte des Zufallsvektors g_(o(zo) = kx1)

e = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(e) = nxl)

C,, = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors g_(o(CZZ) = kxk, r(CZZ) = k),
C88 = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors 5-(°(Cee) = nxn, r(CeS) =n)

Korrelationen zwischen den Zufallsvektoren ¢ und z werden nicht angenommen (CZE = 0).

Das Modell C 18Rt sich wie das erweiterte univariate GM-Modell in die Form des Modells A iiber-
fiihren, indem man den Zufallsvektor z in den festen Anteil (Erwartungswert) und den zufdlligen
Anteil aufgliedert:

z=z +t mit E(t) =0 und D(t) =C

o zz

FaBt man noch den Funktionalteil und den stochastischen Teil des Modells zusammen, so ergibt
sich mit 1 = Gk + y das Modell

T
1~ M(ek, cC, '+ C_ ) (2.1.3-1)

mit 6= [Ac], k"= [ 2] und y = Ct + ¢ (vgl. Grafarend (1978b), 5. 45).

Das gemischte Modell findet in der Geoddsie und der Photogrammetrie unter den Begriffen
"Pradiktion" und "Filterung" seine Anwendung, wobei der funktionale Teil Ax + Cz_ als Trend und
der stochastische Teil mit Signal Ct und Rauschen e bezeichnet wird. Der direkte Bezug des ge-
mischten Modells zur Kollokation ist in Schwintzer (1984) hergestellt. Entscheidend fiir die An-
wendung, gleichgiiltig, ob mit Hilfe der Prddiktion zwischen Stiitzwerten interpoliert, von Stiitz-
werten aus extrapoliert oder ob die Stuitzwerte selbst gefiltert werden, ist die Kenntnis der
Kovarianzmatrix C,,» d.h. die stochastischen Eigenschaften der zusdtzlichen Parameter. Beispiele
flir die Anwendung dieses Modelltyps sind die Interpolation nach kleinsten Quadraten bei digita-
Ten Geldndemodellen (Kraus (1971)), die Bestimmung der Verzeichnungskorrektur in MeRbildern
(Kraus und Stark (1973)) oder das umfassende Modell der integrierten Geoddsie, bei dem jede geo-
ddtische Beobachtung als Funktion von Punktkoordinaten (fest) und des Schwerepotentials (stocha-
stisch) ausgedrickt wird (Hein (1983)).

In der Aerotriangulation werden fiir die zusdtzlichen Parameter im allgemeinen aus numerischen
Griinden fiktive zusdtzliche Beobachtungsgruppen mit zugehdriger Kovarianzmatrix eingefiihrt (vgl.
Ebner (1977)). Dies entspricht der Struktur des GM-Modells, 1dBt sich aber in das GauR-Helmert-
Modell (Ebner (1973)) und mit E(z) = O in das gemischte Modell Uberfiihren (vgl. Abschnitt 2.1.4).

Da in der Anwendung hdufig keine oder nur geringe statistische Informationen iiber die stochasti-
schen Parameter vorliegen, geht man oftmals dazu lber, die bendtigte Kovarianzmatrix CZZ aus den
Beobachtungen zu schatzen (Koch (1980), S. 227) oder durch Kovarianzfunktionen zu approximieren
(vgl. Abschnitt 3.1).

b) Schidtzung

Das Schdtzverfahren der unbekannten festen Parameter ist identisch mit dem der Modelle A und B,
denn das Modell C ist, wie in Gleichung (2.1.3-1) gezeigt, in die Form des GM-Modells iiberfihr-
bar. Da der Erwartungswert Z, des Zufallsvektors z in der Regel nicht bekannt ist, muB er als
unbekannter fester Parameter im Funktionalteil mitgeschatzt werden:
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T-1

ps ACA ACHC ACT
= (2.1.3-2)
R Ta-1 Te-1 Te-1
2, CCHA TG C CCl
mit C]] = CCZZCT + CEE. Beziiglich der Dispersion der unbekannten Parameter x und z_ siehe
Gl. (2.1.2-2).

Die BLU-Schdtzung fir die stochastischen Unbekannten t mit E(t) = O erhdlt man (Grafarend (1978a),
S. 272) mit

$ o -1 _AS _ 5 -
tecCrl-ax-ca), (2.1.3-3)

wobei Ctl = E((t - E(t))( - E(l))T) = CZZCT ist. Die Dispersion D(i) ergibt sich durch Einsetzen

der Schdtzungen X und in Gleichung (2.1.3-3) nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz zu

oy -1.T 1 Taml =1, Ta=1.T }
D(E) = €,,C]1Cy; - C,qCy16(G C],6)7'6 ¢l C, (2.1.3-4)

mit 6 = [A C]. Die Matrix D(t) ist singuldr mit dem Rangdefekt n-(u+k). Moritz (1973) gibt zur
Beurteilung des geschdtzten Signals die Dispersion der Differenz zwischen "wahrem" Signal und
geschatztem Signal an.

Die Schdtzung des Fehlervektors g ergibt

. N 5 Ty-1ns ' '
e = 1-M-ci -ct=c_(cc,c)lck (2.1.3-5)

- - £

und dessen Dispersion

b(&) = p(1) - (i)
-c . - : T > .
=c, - [Acc] e, c;(io Coe | [ A (2.1.3-6)
T
G320 Cas Gl |C
o] o 0 o]

CE; C££O Crt C

Csp = C5 ¢ = 0, wobei i in der Kollokation als gefilterte Beobachtung bezeichnet wird.
Die Schdtzung der festen Parameter x und z, ist orthogonal zur Schatzung der stochastischen Para-
meter t, was sich aus der Orthogonalitétsbeziehung zu den geschdtzten Beobachtungsfehlern € er-

gibt.

mit

Die geschdtzte Varianz der Gewichtseinheit Tautet:

———— (2.1.3-7)

c) Modelldiskussion

(1) Die Erweiterung des stochastischen Teils des mathematischen Modells bietet nun die Grund-
lage, um Fehler in diesem Teil diskutieren zu konnen. Modellfehler kinnen hier wie im Funktional-
teil durch Vernachlassigung oder durch unrichtigen Ansatz von stochastischen unbekannten Para-
metern verursacht werden. Dies hat die gleiche Wirkung wie ein Fehler in der Kovarianzmatrix der
Beobachtungen. Denn vernachldssigt man zum Beispiel beim Modell C die stochastischen Unbekannten
t, so hat dies auf die Erwartungstreue der Schdtzung der festen Parameter x und z, keinen Ein-
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fluB, aber die damit fehlerhafte Dispersionsmatrix D(1) = C€€ fihrt zu Veranderungen in der
Parameterschatzung.

Den EinfluB einer fehlerhaften Gewichtskoeffizientenmatrix auf die Schdtzung X gibt Forstner
(1982b) mit

_ T =1,T T -1,T )
vx = (AP ,A)ATR, Py (T-ACATR, (A)TTATR T (2.1.3-8)

an, wobei P]] = Q;: (Gewichtsmatrix der Beobachtungen), VQ‘] der nicht notwendigerweise positiv
definite Fehler der Gewichtskoeffizientenmatrix Q]] und (P]]VQ]]P]]) =Py, ist (vgl. Koch (1980),
S. 166f). Die Auswirkung unrichtiger Annahmen liber Gewichte und Korrelationen der Beobachtungen
auf die Genauigkeit der geschdtzten Parameter geben bereits Linkwitz (1961), Wolf (1961) und
Gotthardt (1962) an.

Rao zeigte 1967 in seinem Satz iliber LS-Schdtzer (Lemma 5a), daB eine Kovarianzmatrix der Beob-
achtungen mit der Struktur

C., = ACIAT +UC

T 2
n U + ooI

II
unter der Bedingung uTA = 0 bei beliebigem CI s CII und oi im GM-Modell 1~ M(Ax, C]]) auf die
gleiche LS-Schdtzung flihrt wie im Modell 1~M(Ax, oiI). Hierbei ist A die Koeffizientenmatrix
im GM-Modell und U' die Koeffizientenmatrix im Modell der Ausgleichung mit bedingten Beobach-
tungen UT(l_—E) = Uy mit u, = const., die unter Einhaltung der o.g. Bedingung ineinander Uber-
fiihrbar sind (Koch (1980), S. 201).

Dieser Satz bedeutet, daB ein Fehler in der Kovarianzmatrix der Beobachtungen, der die geometri-
schen Eigenschaften des Funktionalteils beinhaltet, keinen EinfluR auf die Schdtzung der unbe-
kannten Parameter hat. Geometrisch interpretiert haben zum Beispiel vernachldssigte stochasti-
sche Parameter keinen EinfluB auf die Schatzung der festen Parameter, wenn sie bereits im Funk-
tionalteil des Modells als Linearkombination entweder der Bedingungsgleichungen zwischen den
Beobachtungen oder der festen Parameter enthalten sind.

Damit 1iefert der Satz von Rao auch die indirekte Erkldrung fiur die heuristischen Ausfiihrungen
von Ackermann (1965) und fiir das empirische Ergebnis von Schilcher (1980) lber den Dualismus,
d.h. die Austauschbarkeit von stochastischem und funktionalen Teil des mathematischen Modells.

Forstner (1982b) gibt, wie im Abschnitt 2.1.2 bereits fir feste Parameter gezeigt (G1.(2.1.2-7)),
ein skalares MaB fiir den zu erwartenden EinfluB eines Fehlers im stochastischen Medell aufbauend
auf G1. (2.1.3-8) an, wobei er im Gegensatz zu Rao (1967) von einer sehr kleinen Anderung 0y,
ausgeht:

=2 _ Tp-1
87(vQy ) = E(VXCorvX) = sp(Py,vQy 1Py 1Q55P 79 1P Qz) (2.1.3-9)

mit Qpq = A(ATQ;}A) AT und Q. = Q) - Qqf-. Er zeigt weiterhin, daB die GréBe 52(vQ,,) nur
unter den folgenden Bedingungen zu Null wird, wobei er den Fehler im stochastischen Mcdell als

einen vernachldssigten Einfluf von systematischen Fehlern VQ]] = CCZZCT betrachtet:

T.-
1 (2.1.3-10)
2. vlc = 0

T (vQ,,) =0 == 1. A
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Die Matrix U ist wiederum die Koeffizientenmatrix im Modell der Ausgleichung nach bedingten Be-
obachtungen. Die Bedingungen stimmen mit den von Rao (1967) allgemein abgeleiteten vollstdndig
uberein.

Damit gibt die Beziehung (2.1.3-10) die vollstdndigen Bedingungen fiir feste und stochastische
zusdtzliche Parameter unabhdngig von ihrem Wirkungsgrad an, unter denen sie keinen EinfluB auf
die Schdtzung haben, wenn sie im mathematischen Modell vernachldssigt werden. Erfiillen die Para-
meter x und zZ, die zweite Bedingung, so ist die Normalgleichungsmatrix [A CJTCY}EA C] flr das
gemischte Modell singuldr, da die Matrix C Element des Spalten- oder Rangraumes der Matrix A
ist, die Beziehung ATu =0 gilt und die Matrix [A U] vollen Rang hat.

Flir empirische Untersuchungen sind die Bedingungen der G1. (2.1.3-10) von besonderer Bedeutung,
wenn man zum Beispiel eine Trennung des Einflusses physikalischer Effekte auf das Ergebnis er-

reichen mdchte.

(2) Die numerische Betrachtung des gemischten Modells zeigt deutlich die Zweiteilung in die
Schatzung der festen und der stochastischen Parameter. Fiir die festen Parameter gelten die glei-
chen Beziehungen wie bei den Modellen A und B, nur daB der Aufbau der Kovarianzmatrix Cl]abhéngig
ist von der geometrischen Struktur der zusdtzlichen Parameter z und der Struktur der Matrizen

C__ und CEE. Aber selbst wenn die Parameter z zueinander orthogonal und die Kovarianzmatrizen

C__ und CEe Diagonalgestalt besitzen, erhdlt man die Matrix C]]dennoch als voll besetzte Matrix.
Die Schdtzung der stochastischen Parameter erfordert neben der Kenntnis ihrer Kovarianzmatrix

C__ auch die Schatzung der festen Parameter.

2.1.4 Das erweiterte gemischte Modell und seine Modifikationen

a) Definition und Anwendung

Das erweiterte gemischte Modell stellt sich als Kombination des erwéiterten univariaten GM-
Modells (Modell B) und des gemischten Modells (Modell C) dar. Es ergibt sich aus dem Modell A
durch Erweiterung des Funktionalteils und des stochastischen Teils, womit sich ein sehr allge-
meines mathematisches Modell zur Parameterschdtzung formulieren 1dRt. Die relativ aufwendige
Struktur des Modells bedingt in der Anwendung eine Einschrankung auf Spezialfdlle. In der Aero-
triangulation kann dieses Modell zum Tragen kommen, wenn bei der Biindelblockausgleichung neben
den Parametern aus den perspektiven Beziehungen und den stochastischen zusdtzlichen Parametern
zur Beschreibung von Bilddeformationen noch Parameter aus Hilfsdaten, z.B. systematische Anteile
bei APR- oder Statoskopmessungen (Ackermann und Schneider (1983)), bestimmt werden miissen. Ein
anderer Anwendungsfall flir dieses Modell ist die zusdtzliche Bestimmung der Parameter der inne-
ren Orientierung beim Einsatz nicht-metrischer Kameras flir Nahbereichsaufnahmen mit analytischer
Auswertung (Fraser (1982)).

Das erweiterte gemischte Modell kann mit drei gleichwertigen Formulierungen dargestellt werden,
die im Modellraum ineinander Uberfiihrbar sind und damit auch auf die gleichen Schdtzungsergeb-
nisse fiihren. Das folgende Modell vom Typ SFF-SFS stellt das eigentliche erweiterte gemischte
Modell dar, die beiden anderen Modellformulierungen werden auf dieses zurlickgefiihrt (siehe

Teil ¢) dieses Abschnitts).

Im erweiterten gemischten Modell werden p einzelne stochastische Parametergruppen

Z(i) =Z] +£(i) s 1'=1,---,D s O(E(i)):m1XI ? mlp:m
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(i)

geschdtzt, die um einen gemeinsamen unbekannten Erwartungswert variieren und den p Gruppen 1
von Beobachtungen zugeordnet sind.
(i)

handelt. Gruppenweise formuliert stellt sich das Modell wie folgt dar:

In der ersten Formulierung wird z* “als stochastische Variable mit unbekanntem Mittelwert be-

Definition II.2-4: Erweitertes gemischtes Modell (Modell D), komponentenweise

TORNONNNG

(i), ), () x ~ M(x, 0)

X+B 'y +C

€€

Es 1dBt sich in eine kompaktere Form bringen, wenn man die indizierten GroBen zusammenfaBt:

1=Ax+By+Cz+¢e X ~ M(x, 0)°

1 ~M(Ax + By + Cz_, CC._C' +C_ )
- (e} zZ €€

Hierbei bedeutet:

1 = (l(i)) = Zufallsvektor der n Beobachtungen (o(1) = nxl)

A = (A(i)) = Koeffizientenmatrix der ersten festen Parametergruppe (o(A) = nxu, r(A) = u)

B = (B(i)) = Koeffizientenmatrix der zweiten festen Parametergruppe.(o(B) = nxk, r(B) = k)

C = diag(C(i)) = Koeffizientenmatrix der stochastischen Parametergruppe (o(C) = nxm, r(C) = m)

¢, = (C(i)) = Koeffizientenmatrix der Erwartungswerte der stochastischen Parametergruppe
(O(C]) = nxm,, r(C1) = m])

X = Vektor der ersten festen Parametergruppe (o(x) = uxl)

y = Vektor der zweiten festen Parametergruppe (o(y) = kx1)

z = (E(i)) = Vektor der stochastischen Parametergruppe (o(z) = mx1)

z, = 1le z, = Vektor der Erwartungswerte des Zufallsvektors 5‘(0(20) = mx1)

B = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(e) = nx1)

C, = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors 5-(0(622) = mxm, r(CZZ) =m)

Cee = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors 5_(0(CE€) = nxn, r(CEe) =n)

Korrelationen zwischen den Zufallsvektoren g und z werden nicht angenommen (CZ€= 0). Der Zufalls-
vektor z 1dRt sich so in den festen Anteil z, (Erwartungswert) und den stochastischen Anteil t
mit E(t) = 0 und D(t) = CZZ zerlegen.
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b) Schédtzung

Flr die Schatzung im Modell D werden die Koeffizientenmatrizen und die festen Parameter der liber-
sichtlicheren Darstellung wegen zusammengefaBt, wobei der (unbekannte) Erwartungswert z, = 1@21

des Zufallsvektors z im Funktionalteil berlicksichtigt werden muf. Damit ergibt sich mit

G = [A B CIJ und k' = [xT yT ZT] die BLU-Schatzung der festen Parameter wie im GM-Modell zu

k= (e'cr1e) et (2.1.4-1)
und deren Dispersion

p(k) = (6'cjje)" . (2.1.4-2)

Die Schatzung der stochastischen Unbekannten t erhdlt man wie im Abschnitt 2.1.3 mit
t=c,,C10 - ck) . (2.1.4-3)
Die Dispersion D(i) 1Bt sich nach G1. (2.1.3-4) bestimmen. Sie hat den Rangdefekt von n-(u+k+m).

Die Schdtzung des Fehlervektors e ergibt

o>

1
—

1
o)
=

I
o
P

1

C

- ~ - ee(

T\-Tnz
ccc'y et (2.1.4-4)

und dessen Dispersion

Ay I b T
D(E) = C__ - [A B C c] Cx Cag Cis] o 1 [A'] . (2.1.4-5)
Can Can O | |BT
Y24
;s 0 ||
217
[sym. Coq) ']

Die geschdtzte Varianz der Gewichtseinheit lautet:

o (1-6k)T) 1 (1-6k)
9, = o) . (2.1.4-6)

¢) Modellmodifikationen

(1) Eine Modifikation des erweiterten gemischten Modells ist das Modell D1 (Typ SFF), welches
man durch die Zusammenfassung der stochastischen Komponenten zu

y=Ct+e ud C_=C_+ cc, ¢’ (2.1.4-7)

erhdlt (vgl. G1. (2.1.3-1)). Somit 1dRt sich das Modell D in ein gleichwertiges erweitertes
GM-Model1l Uberfiihren und kann wie folgt definiert werden:
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Definition I1I.2-5: Modell D1

1=Ax+By+Cz+y X ~ M(x, 0)
oy~ My, 0)
oz~ Mz, 0)
x ~ MO, C )
1~ M(Ax + By + C,z,, CC_CT +C_)

Hierbei bedeutet:

¥ Konsistenzparameter des Modells (o(y) = nx1)

C Kovarianzmatrix des Zufallsvektors y (o(C__) = nxn, r(C__) = n)
YY YY YY

Die librigen Komponenten sind gleichbedeutend mit denen des Modells D.

Die Schdtzung der festen Unbekannten und deren Dispersion ist identisch mit G1. (2.1.4-1) und
Gl. (2.1.4-2) von Modell D. Alle Ubrigen Schétzungsergebnisse sind ebenfalls auf die Ergebnisse
des Modells D zuriickfiihrbar.

(2) Eine weitere Modifikation des Modells D, die ebenfalls auf den SFF-Typ des GM-Modells
filhrt, erhdlt man, indem fiir die stochastischen Parameter t zusdtzliche Beobachtungen einge-
fiihrt werden. Als Beobachtung fiir diese Parameter nimmt man deren Erwartungswerte E(t) = O an
und behandelt diese wie die eigentlichen Beobachtungen 1 als stochastische GroBen. Die unbe-
kannte Parametergruppe t wird nun als feste GroBe behandelt, da ihre stochastischen Eigenschaf-
ten Uber die zusdtzlichen Beobachtungen eingefiihrt werden. Diese Modellvariante kann wie folgt
definiert werden:

Definition II1.2-6: Modell D2

1=Ax+By+Ciz;, +Ct+e X ~ M(x, 0)
y ~ My, 0)
0= It+5t ————————————————
IR
t ~ M(t, 0)

It 0 C

Hierbei bedeutet abweichend von Modell D:

o
n

Zufallsvektor der zusdtzlichen Beobachtungen, alle Elemente gleich Null (0(0) = mx1)
t = Vektor der festen Parametergruppe t (o(t) = mxl)

&)
i

Konsistenzparameter der zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen (o(g{) = mx1)
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Diese Modellvorstellung ist sehr plausibel, denn stochastische GroRen, deren statistische Eigen-
schaften bekannt sind, besitzen die gleichen charakteristischen Merkmale wie Beobachtungen und
Tassen sich somit auch als solche behandeln.

Das Modell D2 1dBt sich im Modellraum in das erweiterte gemischte Modell (Modell D) Uberfihren,
indem die Gleichungen der zusdtzlichen Beobachtungen in die Gleichungen der Beobachtungen 1 ein-
gesetzt werden:

1

Ax + By + C,z, +C(0 - g

te

H

AX+By+C1Z]~C§t+§:

mit t = -g und z =z +t ergibt sich das Modell D:
1 =Ax +By +Cz +e mit D(1)=C__ +CC_C' .
- - = - €E zz

Die Schdtzung im Modell D2 fiihrt auf identische Ergebnisse wie im Modell D. Mit G = [A B C1] und
k' = [x" y" 2] 14t sich das Modell D2 wie folgt schreiben:

| —
[
o
=~
fo
| —
o
(e]

- ST, b= | EE . (2.1.4-8)

k| |6'cle 6'cle et offch o |1

Tle| e ee e (2.1.4-9)
. Ta-1 Ta-1p o1 T -1

g cfele  cTellewc)| et orfjo cll o

und man erhalt

T

£=(G(C “1aT

+cc._c) ey MeT(c +cc_chy™
€€ zZ €€ 2z -_—

(2.1.4-10)
c.c'c_ +cc.cy
€€ zz

zZ

1

t (1 - k)
(vgl. G1. (2.1.4-1) und G1. (2.1.4-3)). Die Identitdt der Schdtzungen im Modell D und Modell D2
wurde von Schwarz (1974 und 1976) nach einem Vorgang von Rao (1965) gezeigt.

(3) Im folgenden soll ergdnzend eine Erweiterung des Modells D2 behandelt werden, die aber nicht
mehr auf die Form des Modells D zurlickgefiihrt werden kann. Flihrt man an Stelle des Nullvektors
flir die zusdtzlichen Beobachtungen fiktive oder auch wirkliche Beobachtungswerte s mit o(s) =mxl
ein, so 1dRt sich das Modell D2 in erweiterter Form schreiben:
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Definition 11.2-7: Modell D2 (erweiterte Form)

1 =AX + By + C]z1 +Ct +¢e X ~ M(x, 0)

s = It+§t —————————————————

€
—t zz

—

Ax + By + C]z] + Ct C 0

It 0 C

|
N
N

Die Komponenten sind gleichbedeutend mit denen der Modelle D und D2.

Dieses Modell ist identisch mit dem GauB-Helmert-Modell, was durch Einsetzen der beiden Beob-
achtungsgleichungen gezeigt werden kann (vgl. Ebner (1973)):

]:ABC]]X+[-IC]l—£=O Dl=ceao
y S-e s| |0 Cp
4

1

Es kann zum Beispiel beim Vorliegen von Beobachtungswerten aus Kalibrierungen zur Anwendung ge-
Tangen, oder wenn bei einer geoddtischen Netzausgleichung die Genauigkeitseigenschaften der Fest-
punkte mit berlicksichtigt werden sollen (v. Mierlo (1981)). Ausfiihrlich behandelt wurde das Mo-
dell in Schmid, H. H. und Schmid, E. (1965), Brown et al. (1964), Ebner (1973) und Forstner (1980).
Eine Gegeniiberstellung mit der Kollokation zeigte Wolf (1977). Die Anwendung der zusdtzlichen
Beobachtungen als fingierte oder Pseudobeobachtungen zur Beseitigung von Rangdefekten in singu-
laren Systemen ist in Kriiger (1980) beschrieben.

Beim Modell D2 in der erweiterten Form wird direkt das Signal beobachtet, wdhrend beim gemisch-
ten Modell das Signal aus den Beobachtungen 1 geschdtzt wird. Eine Uberflhrung in das gemischte
Modell ist nur mdglich, wenn der Beobachtungsvektor s mit Null angenommen wird.

d) Modelldiskussion

Da das erweiterte gemischte Modell (Modell D) in die bereits vorgestellten Modelle C bzw. A und

B eindeutig riickfiihrbar ist, gelten auch die in den vorangegangenen Abschnitten aufgeflihrten Be-
merkungen iiber Modellfehler und numerische Betrachtungen. Neu hinzugekommen ist der Aspekt, daB
man fiir die stochastischen Parameter zusdtzliche Beobachtungen einflihren kann (Modell D2). Das
hat zwar auf das Ergebnis der Schdtzung im gemischten Modell keinen EinfluB, gestattet aber eine
einfachere Handhabung und Ubersichtlichere Darstellung, da es die Struktur des einfachen GM-Modells
(Mode11 A bzw. B) annimmt. Auch numerisch bzw. rechentechnisch bietet die Schatzung im Modell D2
eindeutige Vorteile. Die LOsung des Gleichungssystems (2.1.4-9) ist, vor allem im Fall, daB CEE
und CZz Diagonalmatrizen darstellen, rechentechnisch einfacher als die Losung mit den Gleichungen
(2.1.4-1) und (2.1.4-3). Denn die Matrix (C'C_'C + C_!) hat im allgemeinen eine deutlich kleinere
Dimension als die Matrix (C88 + CCZZCT), d.h. die Anzahl der zusdtzlichen Parameter ist geringer
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als die Anzahl der Beobachtungen, da sonst die Schdtzung an Prdzision verliert (zu kleine Stich-
probe) und im Extremfall das Gleichungssystem numerisch instabil bzw. singuldr wird.

Das erweiterte gemischteModell stellt gewissermaBen einen AbschluB bei den Modellen mit bekann-
ten zweiten Momenten dar. Es vereinigt die Modellerweiterungen im funktionalen und stochasti-
schen Teil des Modells. In den folgenden Ausfiihrungen dieser Arbeit wird dieses Modell, speziell
in der Form D2 und dessen Erweiterung (Def. II.2-6 und Def. II.2-7), als Grundbaustein fiir ein
neues Modell in der Aerotriangulation Verwendung finden.

Alle vorangegangenen Modelle setzten die vollstdndige Information Uber die Dispersion voraus.

Da aber gerade hierliber in der Regel nur selten ausreichende Kenntnisse vorliegen, soll der fol-
gende Abschnitt 2.2 Modelle aufzeigen, in denen neben der Schatzung der Erwartungswerte auch die
Dispersionen geschdtzt werden kinnen. Diese Modelle sind u.a. geeignet fiir empirische Untersu-
chungen Uber das stochastische Verhalten von Parametern und deren Strukturen, bevor man sie in
kiinftigen Modellen durch einfache Funktionen (z.B. Kovarianzfunktionen) modelliert.

2.2 Modelle mit unbekannter Dispersion

Die in diesem Abschnitt vorgestelltenModelle ermoglichen es, neben den unbekannten Parametern
des Funktionalteils (Schatzung der 1. Momente) auch Parameter der 2. Momente des stochastischen
Teils zu bestimmen. Eine Modellerweiterung findet somit dahingehend statt, daB die folgenden
Modelle im Gegensatz zu den Modellen der vorangegangenen Abschnitte nicht nur auf die Schdtzung
der Erwartungswerte beschrankt sind. Dabei nimmt das multivariate GauB-Markoff-Modell eine
Zwischenstellung ein, denn es kann durchaus auch als Modell mit bekannten, bzw. vorgegebenen
Dispersionen definiert werden. Da es sich in seiner einfachsten Form auch als univariates GM-
Modell, allerdings mit einer speziellen Dispersionsstruktur, definieren 14Bt, soll es in diesem
Abschnitt als Vorstufe zu den Varianz-Kovarianzkomponenten-Modellen eingefiihrt werden. Kompli-
ziertere Strukturen dieses Modells, wie das unvollstdndige multivariate GM-Modell mit unter-
schiedlichen Beobachtungsplanen zwischen den MeRepochen (vgl. Koch (1980), S. 226f und Koch
(1983)) oder das multivariate GM-Modell mit Parameteransitzen lber mehrere Epochen (vgl. Buck
(1977)), sollen hier nicht diskutiert werden.

Die im Abschnitt 2.1 gefiihrte Diskussion der Modellfehler ist auf die in diesem Abschnitt be-
sprochenen Modelle vollstédndig iibertragbar (vgl. Lindner (1983)).

2.2.1 Das multivariate GauB-Markoff-Modell

a) Definition und Anwendung

Das multivariate GauB-Markoff-Modell setzt sich aus mehreren univariaten GM-Modellen mit glei-
chem Design 1. und 2. Ordnung zusammen, d.h. aus sich in zeitlichen Abstdnden (Epochen) wieder-
holenden Beobachtungsabldufen mit gleicher geometrischer Anordnung und gleicher Gewichtskoeffi-
zientenmatrix der Beobachtungen pro Epoche. Die Parameter der verschiedenen Epochen sind nicht
durch Beobachtungen miteinander verkniipft. Sind die Becbachtungen zusdtzlich zu ihren Fehler-
eigenschaften pro Epoche auch zwischen den Epochen korreliert, z.B. durch einseitige Refraktions-
einflisse wie sie bei Beobachtungen an Staumauern auftreten kdnnen, so wird die Autokorrelation
zwischen zwei beliebigen Epochen als konstant flr alle Beobachtungen pro Epoche angenommen. Der
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wesentliche Zweck des multivariaten Ansatzes ist neben der simultanen Ausgleichung aller Epochen
die Mdglichkeit der Schatzung im stochastischen Teil des Modells, d.h. der Kovarianzmatrizen der
Beobachtungen zwischen den Epochen oder in der einzelnen Epoche, was eine Uberpriifung von zeit-
Tichen Verdnderungen erlaubt.

Zur Anwendung kommt dieses Modell Uberwiegend bei der Auswertung und Analyse von Deformations-
messungen mit Hilfe von Lage- und Hohennetzen (Niemeier (1978), Lindner (1983)). Im Bereich der
Photogrammetrie verwendete Buck (1977) das multivariate Modell, allerdings mit funktionalen Be-
ziehungen zwischen den Epochen, fiir photogrammetrische Deformationsmessungen. Zur Schatzung von
Kovarianzmatrizen aus aufeinanderfolgenden Reseauaufnahmen setzten Forstner und Schroth (1982)
ebenfalls dieses Modell an. Auch die Schdtzung der Kovarianzmatrizen im photogrammetrischen Ein-
zelmodell bzw. Einzelbild von Stark (1973) und Schilcher (1980) muB zur multivariaten Analyse
gerechnet werden, obwohl sie nicht unter diesem Gesichtspunkt angewendet wurde.

Da sich das multivariate GM-Modell aus mehreren univariaten GM-Modellen flir verschiedene Epochen
zusammensetzt, gibt die folgende Definition das univariate GM-Modell flir die i-te Epoche an
(vgl. Modell A):

Definition I1.2-8:

(D) ] Ly )

)~ mo, ¢!y

- €€

FaBt man mehrere univariate Modelle mit identischen Koeffizientenmatrizen und keinen gemeinsamen
Parametern zwischen den Epochen zusammen, so ergibt sich

L] ) 1 [l T.m]

1 ) e

10 - A MIRI NG (2.2.1-1)
: 0 : » )

(p) p (p)

e i ATl 2T

und man kann das Modell wie folgt definieren:

Definition II.2-9:

L=MA+E X ~ M(X, 0)

mit
L=[l(”,-.,1(‘), ,l(p)J . o(L) = nep
[ A A N R R
[

. x(i), e x(pﬂ s 0(X) = uxp

>
I
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(n = Anzahl Beobachtungen pro Epoche, p = Anzahl Epochen, u = Anzahl Unbekannte pro Epoche,
o(A) = nxu).

Mit Benutzung des "vec" Operators (vgl. Henderson und Searle (1979)) und des Kroneckerprodukts
(vgl. Rao (1973), S. 29) ergibt sich aus Definition (1I1.2-9):

vecL = (Ip @ A)vecX + vecE . (2.2.1-2)

Im multivariaten GM-Modell werden die stochastischen Eigenschaften der Beobachtungen innerhalb
einer Epoche filir jede Epoche als identisch angenommen:

vy =va @y = avp® = ¢ (2.2.1-3)
Damit ergibt sich die spezielle Dispersionsstruktur dieses Modells:
- -
D(vecL) = C]] r]ZC]} r]pC]] = Reo CII =IeQ
C . . r, C )
1 2p11 (2.2.1-4)
sym. C]]

Mit den o.g. Einschrankungen im funktionalen und stochastischen Teil kann das vollstdndige multi-
variate GM-Modell wie folgt in der Form des univariaten GM-Modells definiert werden:

Definition II1.2-10: Vollstdndiges multivariates GauB-Markoff-Modell (Modell E)

vecl = (Ip ® A)vecX + vecE vecX ~ M(vecX, 0)

vecE ~ M(0, R e Cll)

vecl ~ M((Ip ® A)vecX, R @ C]])

Hierbei bedeutet:

vecL = Zufallsvektor aller Beobachtungen der p Epochen (o(veclk) = npx1)
A = Koeffizientenmatrix der unbekannten Parameter einer Epoche (o(A) = nxu, r(A) = u),
flur alle Epochen gleich
vecX = Vektor der unbekannten Parameter (o(vecX) = upxl)
veckE = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(vecE) = npxl)
R = bekannte oder unbekannte Korrelationsmatrix zwischen den Epochen (o(R) = pxp, r(R) = p)

C = bekannte oder unbekannte Kovarianzmatrix der Beobachtungen einer Epoche (o(C = nxn,

)
11
r(C]]) = n), flir alle Epochen gleich

b) Schdtzung und Diskussion

(1) Die Schdtzung im Modell E ist vol1ig analog zum univariaten GM-Modell. Fiir die Schdtzung
der unbekannten Parameter erhdlt man:
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1 -1

o T - T -1
vecX = ((Ip e A) (Re C‘]) (Ip e A)) (Ip @ A) (Rs C‘]) veclL
:<Ip®(ATC;}A)“ATCJ})vegE (2.2.1-5)
oder in Matrizen dargestellt
X = (Al ML (2.2.1-6)

=

Die Dispersion der geschatzten Parameter lautet

D(veck) = Ra (ATCTIM)™" . (2.2.1-7)

Die Schatzung der Beobachtungsfehler E ergibt

vecE = vecl - veq; = vecl - (Ip ® A)(Ip ® (ATC§}A)']ATc;:)veq£
~ Ta=Tpy =1, Ta=1 -1 -1
= (Ip @ (I - A(AC,A) A C‘]))veq£ = CEE(R @ C]’)vqu (2.2.1-8)
mit
To=1,\~1 T
CE@ = (Rs Cll) - (Ip @ A)(Re (A C]‘A) )(Ip e A)
=R (C;, - AGATC;A)TAT) . \ (2.2.1-9)

Ein wesentlicher Vorteil des multivariaten GM-Modells besteht in der Unabhdngigkeit der Schatzung
der unbekannten Parameter von den Korrelationen der Beobachtungen zwischen den Epochen (vgl.
Gl. (2.2.1-6)).

(2) Das multivariate GM-Modell bietet dariiber hinaus die Moglichkeit, die Kovarianzmatrix
(oder R) zwischen den Epochen bzw. die Kovarianzmatrix C]](oder Qll) der einzelnen Epochen

zu schatzen. Normalverteilte Beobachtungen vorausgesetzt, erhdlt man die beste erwartungstreue
Schdtzung der Kovarianzmatrix r nach Koch (1980, S. 219) aus der quadratischen und bilinearen
Form der Verbesserungen V = ﬁE mit

1

- 11 s
=qog (M- L) Q) (AX - L) . (2.2.1-10)

[Exckd

Diese Schdtzung ist mit Wahrscheinlichkeit eins positiv definit (vgl. Koch (1980), S. 239), vor-
ausgesetzt die Anzahl der Epochen ist kleiner als die Anzahl der Beobachtungen je Epoche (p<n).
Die Gewichtskoeffizientenmatrix Q; muB bekannt sein.

Verfahren zur Schatzung der Kovarianzmatrix C]]sind in Fdrstner und Schroth (1982) und Koch
(1983) angegeben. Koch bestimmt die geschdtzte Kovarianzmatrix mit Hilfe der Varianz-Kovarianz-

komponenten-Schatzung, wobei er die Gewichtskoeffizientenmatrix Q; zerlegt in:

) T T T T
Quy = 9y18.8) +applee, +ejey) + oo g ee

Mtei: @,.” ,0,},0,.” ,@Tlmdnip.
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Damit ergibt sich die Dispersion der Beobachtungen zu

_ _ T T T T
D{vecL) =z e Q=94 @ ee; t gl @ (e]e2 + e2e1) ..ot q T eee

= q11v] gVt gV (2.2.1-11)

nn k
. _ _ T po o T Ty e oy
mit k = n{n+l)/2 und V] =z e eiej fir i=j und Vl =% e (eiej + ejei) fir i#].

Die Elemente q; . lassen sich mit Hilfe der Varianz-Kovarianzkomponenten-Schdtzung bestimmen,
die im Abschnitt 2.2.2 dieses Kapitels diskutiert wird. Nach dem Verfahren von Koch ist die posi-
tive Definitheit der geschdtzten Matrix QJI nicht garantiert.

Im Gegensatz hierzu liefert das Schdatzverfahren nach Forstner und Schroth, welches fir eine spe-
zielle Anwendung entwickelt wurde, von der Konstruktion her in jedem Fall eine positiv definite
Kovarianzmatrix §J|. Auf dieses Verfahren wird im Kapitel IV ausfiihrlicher eingegangen werden.

Beide Verfahren erlauben keine gleichzeitige positiv definite Schatzung aller Elemente der Ko-
e da die Matrix der Verbesserungen i.a. eine Rechteckmatrix ist, deren
Rang von der Anzahl der Epochen p, bzw. der Anzahl der Beobachtungen n je Epoche bestimmt wird,
und der somit fiir den Fall n#p kleiner dem Rang von & oder C]] ist, d.h. ioderﬁH wdre singu-
ldr. Fir den Fall n=p liegt keine Redundanz mehr vor und die Schatzung ist nicht mehr zuver-

varianzmatrizen % und C

1dssig. Eine simultane Schatzung ist nur mdglich, wenn nicht alle Elemente der Kovarianzmatrizen
geschdatzt werden missen und Strukturinformationen vorliegen bzw. plausibel angenommen werden
konnen. Solche Annahmen kdnnten zum Beispiel bei der Matrix R Toplitzstrukturen mit, durch den
zejtlichen Abstand zwischen den Epochen bedingt, abnehmenden Korrelationsfunktionen, oder bei
der Matrix C]] entfernungsabhangige Bildungsgesetze sein. Unter diesen Voraussetzungen lassen
sich beide Matrizen nur iterativ schdtzen, da die Schdatzung flir die Matrix £ auf der Matrix Q;}
aufbaut und umgekehrt.

(3) Das multivariate GM-Modell kann gleich dem univariaten GM-Modell sowohl im funktionalen als
auch im stochastischen Teil im Modellraum erweitert werden, was hier nicht weiter vertieft wer-
den soll. Eine spezielle Erweiterung fir eine bestimmte Aufgabenstellung wird im Kapitel IV be-
sprochen.

2.2.2 Das Varianz-Kovarianzkomponenten-Modell

a) Definition

Bei der Beschreibung des multivariaten GM-Modells wurde bereits angedeutet, daB unbekannte Para-
meter nicht nur im Funktionalteil des mathematischen Modells sondern auch im stochastischen Teil
eingeflihrt werden kdnnen. Die besprochenen Modelle A bis D setzen alle die stochastischen Eigen-
schaften der Beobachtungen als bekannt voraus. Aber gerade iiber diesen Teil des mathematischen
Modells Tiegen im allgemeinen die geringsten Informationen vor, weshalb bereits von Helmert
(1907) ein Verfahren zur Bestimmung unbekannter Parameter des stochastischen Modells vorgeschla-
gen wurde. Unter dem Begriff der Varianz-Kovarianzkomponenten-Schdtzung wurde die Theorie der
Bestimmung und Analyse des stochastischen Modells in der mathematischen Statistik und der Geo-
ddsie entwickelt und ausfiihrlich diskutiert. Stellvertretend fiir eine Vielzahl von Publikationen
auf diesem Gebiet sollen die Arbeiten von Harville (1977), Grafarend und d'Hone (1978), Searle
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(1978) und Persson (1980) genannt werden, da sie einen Uberblick liber diesen Themenbereich geben.
In diesem Abschnitt sollen vor allem die Bezlige zu den vorangegangenen Modellen aufgezeigt werden.

Das Varianz-Kovarianzkomponenten-Modell (VCC = variance covariance components) 1dBt sich als eine
Erweiterung des univariaten GM-Modells im stochastischen Teil definieren, indem &hnlich wie im
Funktionalteil die Dispersion des Beobachtungsfehlervektors e in additive Anteile zerlegt wird.

Definition II.2-11: Varianz-Kovarianzkomponenten-Modell (Modell F)

u
T=w+e W~ M( ) xa,, 0)
i=1
k
~ M(0, V.
e~ M( J_er“)
R
1 ~M() x.a., ©.V.)
— =1 [ j=1 JJ

Hierbei bedeutet:

1 = Zufallsvektor der Beobachtungen (o(1) = nxl)

w = Vektor der funktionalen Beziehungen (o(w) = nxl)

a; = i-ter Spaltenvektor der Koeffizientenmatrix A (o(ai) = nx1)

X, = i~tes Element des unbekannten Parametervektors x (o(x) = uxl)

e = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(e) = nx1)

T s unbekannte Varianz-Kovarianzkomponente j

Vj = bekannte Strukturmatrix der Kovarianzmatrix C]] (o(VJ) = nxn, r(Vj) <n, Vj = V})

Die unbekannten Varianz-Kovarianzkomponenten, auch Dispersionsparameter genannt, werden in dieser
Arbeit ausschlieBlich als feste Grofen behandelt.

b) Modellbeziehungen

Das VCC-Modell kann als das allgemeinste aller zuvor genannten Modelle betrachtet werden. Es be-
inhaltet neben den Modellen A bis E nach Harville (1977) auch die Varianzanalyse, die multi-
variate Analyse, die Zeitreihen- und Faktorenanalyse. Im folgenden werden die Beziehungen zu

den Modellen C und E im Modellraum aufgezeigt.

(1) Das gemischte Modell (Modell C) 1&dRt sich sehr einfach durch Zerlegung des Fehlervektors e
in eine Linearkombination Bn unbekannter stochastischer Parameter n in das VCC-Modell liberflhren
(vgl. Rao (1973), S. 302 und Koch (1980), S. 205):

1=Ac+By=Ax+Ug, +Ue, + ... +UE (2.2.2-1)

1-=1

mit E(g.)

; 0 und C(gd,gj) = OijQij . Dabei bedeuten Ui die Koeffizientenmatrizen (o(Ui) = nxri)
Qij die Kovarianzmatrizen (o(Q.J

und o5 | ) = rixrj) der Zufallsvektoren &; und é,j~ Somit 18Rt
sich die Dispersion der Beobachtungen 1 nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz angeben:
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i T T T T
D(1) = oy UsQy4Uy + 0q (U1 Qp05 + UpQyyUp) + oo 0y U304 U,

]

oV FogVy b oYy

oder

i 1%

D(1) =

TV,omit k=1(01+1)72
1

was direkt der Form des Modells F entspricht.

(2) Der Bezug des VCC-Modells zum multivariaten GM-Modell wurde bereits in Abschnitt 2.2.1 an-
gedeutet und die Moglichkeit der Darstellung der Gewichtskoeffizientenmatrix Q]] der einzelnen
Epochen mit Hilfe der Varianz-Kovarianzkomponenten aufgezeigt (vgl. G1. (2.2.1-11)). Koch (1980)
Teitet auch die Kovarjanzmatrix r zwischen den Epochen mit Varianz-Kovarianzkomponenten durch
eine Zerlegung in Dispersionsparameter T, und die zugehdrigen Strukturmatrizen ab:

k

i e Q= L e gy -

.V,

D(vecL) =z @ Q]I = ;

Il 1%
Il e~1%

i i=1
mit k = p(p+l)/2 und Vi = wi ® Qll' Damit 1dBt sich auch das multivariate GM-Modell ohne weite-
res als VCC-Modell definieren. ‘

¢) Anwendung

Zur Anwendung kam das VCC-Modell bisher iiberwiegend bei wissenschaftlichen Untersuchungen. Es
ermgglicht neben der Bestimmung der Genauigkeitsstruktur geoddtischer oder photogrammetrischer
Beobachtungen, d.h. die Schdtzung von Gewichtsverhdltnissen verschiedener Beobachtungsgruppen
(Ebner (1978), Forstner (1979), Koch (1981)), auch die Approximation von Kovarianzmatrizen
(Pukelsheim und Styan (1979), Forstner und Schroth (1982)). In neueren Untersuchungen zur Suche
grober Datenfehler hat die VCC-Schdtzung ebenfalls Eingang gefunden (Li (1983)). In der Praxis
wird die VCC-Schdtzung vor allem in der geodatischen Neztausgleichung angewandt. So werden dort
bereits in einigen Programmen streckenabhdngige MeBfehler bei EDM-Gerdten oder Gewichtsverhdlt-
nisse zwischen Richtungs- und Streckenmessungen bestimmt.

d) Schdatzung und Diskussion

(1) Die Schdtzung der VCC erfolgt wie die Schdtzung der unbekannten Parameter des Funktionalmo-
dells aus den Beobachtungen 1. In Analogie zur Schdtzung der Varianz der Gewichtseinheit wird die
quadratische Form der Beobachtungen verwendet. Um eine beste quadratische erwartungstreue Schat-
zung]) der VCC zu erhalten, missen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1. Die Tineare Funktion qTr ist erwartungstreu quadratisch schdtzbar, falls eine symmetrische
Matrix M existiert, so daB

E(1ITMI) = q'<

mit o(q) = kx1, o(t) = kx1 und k = 1(1+1)/2 .

Damit ist.lTMl ein erwartungstreuer quadratischer Schatzer von qTr. Flir den Erwartungswert der
quadratischen Form (2. Moment) gilt (vgl. Koch (1980), S. 125):

1)

quadratisch, da aus quadratischer Form abgeleitet
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E(1'MI) = sp(ie, ) + E(1)TME(]) = sp(MC, ) + x'ATMAX .

2. Die Varianz der quadratischen Form sei minimal:
VM) = min.
Flir die Varianz der quadratischen Form (4. Moment) gilt (vgl. Koch (1980), S. 126):

V(1TMI) = 2sp(MC, MC, ) + 4E(1)TM C MEQ1) = 2sp(MC, MC, ) + 4x ATMC, MAx .

Diese Darstellung der Varianz der quadratischen Form setzt voraus, daB der Zufallsvektor 1

(quasi-) normalverteilt ist. Es wird dabei angenommen, daf
1.) die 3. Momente gleich Null sind: E(1,, lj, 1) =0
2.) die 4. Momente als Funktion der 2. Momente darstellbar sind:

EQL, 1, 1,5 1) =

J, 2k I + o,

% 5%m * %ik%m t %Ki
Fordert man zusdtzlich eine Translations-Invarianz der quadratischen Form, d.h. eine von den un-
bekannten Parametern x unabhdngige Schdtzung der VCC, dann ist es notwendig und hinreichend, wenn

MA =0
gilt. Damit ergibt sich fiir die beste invariante quadratische erwartungstreue Schatzung (vgl.

Grafarend und d'Hone (1978)):

1. Die quadratische Form lTMlAist ein invarianter quadratischer erwartungstreuer Schitzer fiir

th, wenn gilt:

T

M=M , MA =0 und sp(MV,) = a, miti=1, ..., k.

2. Die quadratische Form lTMl_ist zusdtzlich noch ein bester Schdtzer fir qTr, wenn
va'm) = 2sp(MC, MC, ) = min.

Geht man von guten Ndherungen flir die VCC aus, d.h. die Komponenten T werden gleich eins ange-

nommen, dann kann (C = Vi gesetzt werden und es gilt:

]])i

Damit ergibt sich eine von den Naherungswerten abhidngige Tokal beste invariante quadratische er-
wartungstreue Schdtzung der VCC. Diese Schdtzung flihrt nach Koch (1980, S. 210) auf folgendes
Gleichungssystem:

ST =u (2.2.2-2)
wobei gilt

S = (Sij) mit sij = sp(wViWVJ)

u=(u) mit u o= 1w

und

T P AP IS U IS e SO
W= 0= CyCaplyy = G (T - AGATCHA) TATC )
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mit C,, = ) V, an der Ndherungsstelle. Diese Schatzung baut direkt auf dem Verfahren nach Helmert
(1907) auf'(vgl. Kelm (1978), Grafarend, Kleusberg und Schaffrin (1980)) und soll im folgenden
als "Helmert-Verfahren" bezeichnet werden.

Ist die Matrix S in G1. (2.2.2-2) reguldr, kionnen die VCC eindeutig bestimmt werden. Um die VCC
unabhdngig von den Ndherungswerten zu erhalten, ist die Schdtzung iterativ durchzufiihren. Dieses
Schatzverfahren gestattet es, zur Beurteilung die Varianzen der Schdatzwerte (4. Momente) zu be-
stimmen.

(2) Ein Verfahren mit getrennter Schdtzung der VCC wurde von Forstner (1979) vorgestellt. Es be-
sitzt nach Schaffrin (1983) im Konvergenzpunkt dieselben statistischen Eigenschaften wie das
Helmert-Verfahren. Das Gleichungssystem zur Lésung der VCC weist Diagonalgestalt auf:

St=aw (2.2.2-3)
wobei gilt
S = di < it 5. = = ~~CTly ¢!
diag (Si) mit s sp(wvi) sp(CgeC]]ViC]])
w= () mit w o= &7C)V,ChE = WV

Dieses Verfahren besitzt zwar eine niedrigere Konvergenzgeschwindigkeit als das Helmert-Verfah-
ren, ist aber numerisch nicht so aufwendig, da selbst im Falle einer voll besetzten Kovarianz-
matrix der Beobachtungen das Gleichungssystem lediglich Diagonalgestalt aufweist und die Be-
stimmung der Matrix S weniger Multiplikationen als die der Matrix S erfordert. Nach Persson
(1980) ist die Schatzung nach dem von Forstner vorgeschlagenen Verfahren im Konvergenzpunkt iden-
tisch mit dem MINQUE-Verfahren zur Schdtzung von Varianzkomponenten (vgl. Rao (1973)).

Einen deutlichen numerischen Vorteil gewinnt das Verfahren nach Forstner im Fall unkorrelierter
Beobachtungen. Hier ist zur Bestimmung der‘§i lediglich die Berechnung der Hauptdiagonalen der
CEE-Matrix notwendig, wogegen beim Helmert-Verfahren alle Elemente der ng—Matrix berechnet wer-
den missen.

Mochte man jedoch die Streuungen und die Korrelationen zwischen den geschdtzten VCC, sprich die
4. Momente, bestimmen, so miissen dennoch alle Elemente der Cgé-Matrix berechnet werden. In die-
sem Fall ist der Vorteil des Verfahrens eingeschrédnkt. Man kann nach Persson (1980) zwar appro-
Xximierte Streuungen berechnen, und sie sind auch in Modellen mit geringen Korrelationen zwischen
den geschatzten VCC ausreichend, aber die GroBe der Korrelationskoeffizienten bleibt auf jeden
Fall unbekannt, wenn man auf die Berechnung der vollen Cgé-Matrix verzichten will, d.h. nur die
Matrix S bestimmen will.

(3) Das VCC-Modell schlieBt mit seiner am hochsten entwickelten Struktur die Vorstellung der
Ausgleichungsmodelle ab. Der ndchste Abschnitt gibt noch einmal einen Uberblick lber die genann-
ten Modelle und die wichtigsten Zusammenhdnge.
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2.3 Obersicht

Der Abschnitt 2 dieses Kapitels stellt einen in sich geschlossenen Themenbereich dar. Es sollen
deshalb in einer Ubersicht die Zusammenhdnge und besonderen Problembereiche der Modelldefinitio-
nen nocheinmal hervorgehoben werden, womit eine Abrundung des Komplexes der Ausgleichungsmodelie

gegeben ist.

(1) Die bisher vorgestellten mathematischen Modelle sind in Abbildung 2.1 zusammengefaPt. Es
wurden zwei weitere Modelle in die Ubersicht miteinbezogen, um die Modellentwicklung in der
Mathematik und der Ausgleichungsrechnung geschlossen darstellen zu kinnen. Die Beziehungen
zwischen den Modellen, wie sie im Abschnitt 2 aufgezeigt wurden, sind durch Verbindungslinien
gekennzeichnet. Die durchgezogene vertikale Linie stellt die Trennung zwischen mathematischen
Modellen, bei denen das stochastische Modell als bekannt angenommen werden muB (1inke Seite)

und Modellen, die eine Schatzung von unbekannten Parametern auch im stochastischen Teil zulassen

(rechte Seite), dar.

Am Anfang der Entwicklung stand gewissermafen ein triviales Modell: Man beobachtet wiederholt
bei einem Experiment ein Ereignis und ist lediglich an einem unbekannten Parameter, dem Mittel-
wert der Beobachtungen, interessiert. Dieses sehr einfache Modell ist unter der Bezeichnung
"Modell des allgemeinen arithmetischen Mittels" bekannt (Mohl (1967)). Daraus ergab sich das
univariate GM-Modell mit seinen im Abschnitt 2.1 dargestellten Erweiterungen unter Vorgabe von
vollstdndigen a priori Informationen Uber das stochastische Modell. Aus mangelnder Kenntnis

liber diese notwendigen Informationen entwickelte sich das komplexe Modell der Varianz-Kovarianz-
komponenten. In der Ausgleichungsrechnung ging man dabei den Weg liber das GM-Modell, bzw. Uber
das gemischte Modell, weil diese Modelle bereits anwendungstechnisch ausgereift waren. Im Gegen-
satz hierzu ging die mathematische Statistik, vor allem vor dem Hintergrund biologischer Ana-
lysen, den Weg liber die Varianzanalyse mit zufdlligen Effekten (analysis of variance method,
Henderon's Methods 1-3). Das Modell der Varianzanalyse setzt sich in Analogie zum GM-Modell aus
einem oder mehreren unbekannten Mittelwerten und einem in additive Anteile zerlegten Fehlervektor
zusammen (vgl. Henderson (1953), Searle (1971)). Das VCC-Modell bildet letztendlich die Synthéase
der beiden Entwicklungswege in der mathematischen Statistik (Pukelsheim (1979)) und der Ausglei-
chungsrechnung.

(2) Ein wesentlicher Gesichtspunkt bei der Modellbildung im konkreten Anwendungsfall ist die
Frage, ob man die unbekannten Parameter stochastisch oder nicht stochastisch ansetzt, insbeson-
dere wenn die mathematischen oder physikalischen GesetzmdBigkeiten zwischen den Parametern und
den Beobachtungen nicht hinreichend bekannt sind. Man muf sich zuerst Klarheit lber die Wirkungs-
weise der Parameter verschaffen. Entscheidende Faktoren hierbei sind die Zusammenhdnge der Beob-
achtungsdaten, die Art und Weise wie sie gewonnen wurden und aus welchem Milieu sie stammen,
wobei es sich im wesentlichen um nicht quantifizierbare GroBen handelt. Mdchte man SchluBfolge-
rungen aus den Daten Uber die Qualitdtsniveaus dieser Faktoren ziehen, dann sollte man die Para-
meter als feste GrdBen behandeln; formuliert man die Parameter als stochastische GroBen, so moch-
te man Folgerungen liber die zu Grunde liegende Verteilung, sprich Streuung, der Qualitdtsstufen
eines Faktors erhalten, von dem man annimmt, daf er im Datenmaterial enthalten ist. Eine ausfiihr-
liche Diskussion dieses Themas fiihrt in das Gebiet der Varianzanalyse, wobei hier nur auf die
Arbeiten von Searle (1971) und Press (1972) verwiesen werden soll. Dermanis (1979) diskutiert
die Frage der Modelle mit festen oder stochastischen Parametern im Hilbertraum und geht dabei

auf verschiedene Ldsungsvarianten ein.
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Im Hinblick auf die zusdtzlichen unbekannten Parameter spricht Ebner (1973) ebenfalls diese
Problematik an, wobei er die mdglichen Eigenschaften (konstant, fest, stochastisch) der Para-
meter rein formal diskutiert und unter dem Gesichtspunkt der photogrammetrischen Blockausglei-
chung auf den jeweiligen Ansatz eingeht. Beim Ansatz der zusdtzlichen Parameter als stochasti-
sche Unbekannte wird das Verstdndnis sicherlich erleichtert, wenn man die Parameter ebenfalls
als Beobachtungen betrachtet, denen eine Verteilung zugrunde liegt.

(3) Ein weiterer Problembereich bei der Modellbildung ist der Einflup von Modellfehlern auf die
Schatzergebnisse. Hierzu sind in Tabelle 2.1 die in den vorangegangenen Abschnitten diskutierten
Model1fehlertypen und ihre Wirkungsweise zusammengefaBt und die entsprechenden Fundstellen ange-
geben. Soweit moglich wird auch die Richtung, d.h. das Vorzeichen des Einflusses auf die ge=
schdtzten GroBen angegeben. Lediglich bei der Schdatzung der unbekannten Parameter kann keine An-
gabe Uber die Richtung der Verzerrung gemacht werden, da diese von den vernachldssigten Para-

metern abhangig ist.

Fehler FUNKTIONALTEIL STOCHASTISCHER TEIL
EinfluB auf zu wenige Parameter | zu viele Parameter |falsche Para- | falsche Gewichts-
metergruppe koeffizientenmatrix
Schédtzung der
pParameter x verzerrt unverzerrt verzerrt unverzerrt
EinfluBgroBe 32 G1. (2.1.2-7) Gl. (2.1.2-13) G1.(2.1.2-15) G1.(2.1.3-9)
Dispersion der zu optimistisch zu pessimistisch zu optimist. Ai(vQ]I) $0, ¥i: zu 3)
geschdtzten sp(C..) < sp(C,.) sp(C.,) > sp(C..) 2) oder zu pessimistisch
o . 1 33 XX X XX imist Ai(vQ. )20, wi: zu
arameter pessimist. N optimistisch
EinfluBgrofe vC, . G1.(2.1.2-9) G1.(2.1.2-9) G1.(2.1.2-16)
XX
Schatzung der verzerrt unverzerrt unverzerrt verzerrt
Varianz der Ge- (zu pessimistisch) oder zu A (vQ, ) <0, wi: zu 3)
. . R . 1 pessimistisch
wichtseinheit pessimist.
Ai(VQ]])ZO, wi: zu
optimistisch
EinfluBgroBe ch G1.(2.1.2-10) 61.(2.1.2-14) G1.(2.1.2-17)
Tabelle 2.1: EinfluB von Modellfehlern
1) theoretische Genauigkeit: C,. = onAA
XX O "XX

2) E§§ : fehlerhafte Kovarianzmatrix der geschatzten Parameter
3) Ai(vQ]]) : Eigenwerte der Fehlermatrix vQ,,, mit vQ,, # 0, d.h.

mindestens ein Eigenwert ist ungleich Null (s. Anhang Al)

Eine systematische Gliederung der Fehlermgglichkeiten bei der Modellbildung erlaubt auch die Dar-
stellung der Parameterrdume als Mengen mit Hilfe von Venn-Diagrammen (Abbildung 2.2). Eine Tren-
nung zwischen stochastischen und festen Parametern ist hierbei nicht notwendig. Fiir die Darstel-

lung werden folgende Parameterrdume definiert:



Parameterraum A: Menge der Parametervektoren, welche die Realitdt beschreiben
(streng erfiillen)

Parameterraum B: Menge der Parametervektoren, welche die Realitdt modellieren
(approximieren)

Parameterraum X: Schnittmenge von A und B, d.h. gemeinsamer Unterraum von A und B

CaD ¢

2.2a: X = AnB 2.2b: X =A =8B 2.2c: X =90
D} 1D
2.2d: X = A 2.2e: X =28

Abb. 2.2: Fehlermdglichkeiten bei der Modellbildung

In dem allgemeinen Fall, daB X eine echte Schnittmenge von A und B ist, lassen sich weitere
Spezialfdlle ableiten (vgl. Abbildung 2.2):

a)

e)

X = AnB oder ANX = Y und B\X = Z mit ZnY =@ (vgl. Abb. 2.2a)

Das Modell entspricht nur teilweise der Realitdt (vgl. Tabelle 2.1); es wird zum Beispiel
eine unrichtige Gruppe von zusdtzlichen Parametern Y angesetzt.

X=A=8B (vgl. Abb. 2.2b)

Das Modell entspricht vollkommen der Realitdt; dies ist der Idealfall, der aber nicht
erreichbar ist.

X =@ (vgl. Abb. 2.2c)

In diesem Fall hat das Modell nichts mit der Realitdt gemeinsam; dies wiirde zum Beispiel
flr eine Schdtzung von Lagekoordinaten aus Hohenbeobachtungen zutreffen.

X =A (vgl. Abb. 2.2d)

Das Modell enthdlt zu viele Parameter (vgl. Tabelle 2.1); dies fiihrt auf eine Uberpara-
meterisierung und birgt damit die Gefahr einer numerischen Instabilitdt des Gleichungs-
systems bei der Schdtzung.

X =B (vgl. Abb. 2.2)

Das Modell enthdlt zu wenige Parameter (vgl. Tabelle 2.1).

Der Fall a) ist sicherlich in der Praxis am hdufigsten existent. Hier tritt nun die Frage auf,

wie sich die brauchbaren und die unbrauchbaren Parametergruppen trennen lassen, bzw. welcher
alternative Parametersatz die Realitdt besser approximiert. Auf das Beispiel der Biindelblockaus-

gleichung mit zusdtzlichen Parametern angewandt bedeutet das, welcher der mathematischen Ansdtze
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von zusdtzlichen Parametern flr ein vorliegendes Beobachtungsmaterial am realistischsten ist.
Man muB sogar noch einen Schritt weitergehen und nach dem realistischeren Modelltyp fragen, was
auf die Trennbarkeit verschiedener Modelltypen flihrt, z.B. die Trennung zwischen den Modellen

B und C.

Das Problem der Trennbarkeit wurde von Forstner (1983b) auf der Grundlage der statistischen
Testtheorie behandelt. Forstner stellte dabei fest, da fiir die Trennbarkeit von Alternativhypo-
thesen die Korrelationskoeffizienten der TestgroBen ausschlaggebend sind. Fir den Fall, daB die
zur Auswahl stehenden Modelle <als lineare mehrdimensionale Hypothesen gegeben sind, gibt er ein
Verfahren an, mit dem der gemeinsame Bereich X der Hypothesen und die Trennbarkeit der nicht ge-
meinsamen Bereiche Y = A\X und Z = B\X bestimmt werden kann.

(4) Diese Ubersicht wies neben ihrer zusammenfassenden Funktion auf einige Problemstellen bei
der Modellbildung hin. AbschlieBend sollen nochmals die wesentlichen Gesichtspunkte des Ab-
schnitts 2 hervorgehoben werden:

a) Alle vorgestellten Modelle werden im Modellraum ohne Berlicksichtigung der Schiatzung mitein-
ander verglichen. Die Ineinanderiiberfiihrung der Modelle durch Substitution von Modellpara-
metern ist lediglich entlang der in Abbildung 2.1 gekennzeichneten Verbindungslinien moglich.

b) 1Im speziellen Fall des gemischten Modells lassen sich fiir die unbekannten stochastischen
Parameter zusdtzliche Beabachtungen mit den Beobachtungswerten Null und der zugehdrigen Dis-
persion (vgl. Abschnitt 2.1.3) formulieren. Dies bietet die Mgglichkeit, die einfache Struk-
tur des GM-Modells beizubehalten und hat dariberhinaus auch eindeutige organisatorische und
numerische Vorteile bei der Schdtzung.

c) Der theoretische EinfluB von Modellfehlern auf die Ergebnisse der Schatzung 1&Bt sich angé-
ben. Vergleiche hierzu die Ubersicht der Modellfehler und der Fundstellen ihrer Einfliisse
in Tabelle 2.1.

d) Mit den Gleichungen (2.1.2-8) und (2.1.3-10) sind Bedingungen angegeben, unter denen Modell-
fehler keinen EinfluB auf die Schdtzung der unbekannten Parameter haben, mit Ausnahme des
Falls einer unrichtigen Parametergruppe. Diese Bedingungen gelten auRerdem auch flir die Aus-
wirkung von Ansdtzen mit zu vielen oder zu wenigen Parametern auf die theoretische Genauig-
keit der geschdtzten Parameter.

3. Zur Wahl der Kovarianzstruktur

3.1 Einfihrung

Im vorangegangenen Abschnitt 2 dieses Kapitels wurde das VCC-Modell als das am hichsten ent-
wickelte Modell vorgestellt, da es die Schdtzung der unbekannten Parameter im funktionalen und
im stochastischen Teil des mathematischen Modells gestattet. Somit lassen sich auch Informatio-
nen Uber das stochastische Verhalten der Beobachtungen direkt aus dem Datenmaterial gewinnen.
Dabei ist aber in der Regel ein hoher numerischer Aufwand erforderlich. Dieser kann wesentlich
reduziert werden, wenn man Strukturen im stochastischen Modell beriicksichtigt, wie zum Beispiel
bei der elektrooptischen Entfernungsmessung einen konstanten und einen streckenabhdngigen
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Varianzanteil. Die physikalisch oder auch rein analytisch begriindete Strukturierung vereinfacht
und ermgglicht vor allem in bestimmten Fdllen erst die Schdtzung der Unbekannten im stochasti-
schen Modell (vgl. Abschnitt 2.2.1). Denn selbst wenn das stochastische Modell wirklich so kom-
pliziert sein sollte, daB man stark differenzierte Kovarianzmatrizen benotigt, so gestattet
hdufig schon der geringe Datenumfang keine Offenlegung bzw. zuverldssige Schdatzung detallierter
Strukturen. Deshalb ist es notwendig, sich von Fall zu Fall mit Hilfe von Experimenten Kenntnis
Uiber die auftretende Kovarianzstruktur zu verschaffen (vgl. hierzu Abschnitt 3.3). Die Struktu-
ren von Kovarianzmatrizen lassen sich am geeignetsten durch Funktionen beschreiben, worauf die
im folgenden Abschnitt diskutierten Verfahren aufbauen werden.

3.1.1 Strukturierung von Kovarianzmatrizen

a) Das Primdrfehlerkonzept

Ein auf vorgegebenen Informationen oder Annahmen iiber physikalische Zusammenhdnge aufbauendes
Verfahren zur Strukturierung von Kovarianzmatrizen ist das Primdrfehlerkonzept von Pelzer (1974).
Dieses Konzept versucht die Ursachen von Korrelationen und ihre Auswirkung auf die Kovarianz-
matrix der Beobachtungen mit Hilfe einer Zerlegung der "wahren" Beobachtungsfehler in einen indi-
viduellen Fehleranteil und einen durch physikalische GroBen verursachten gemeinsamen Fehleran-
teil zu beriicksichtigen. Somit 1dBt sich eine beliebige Kovarianzmatrix zerlegen in

m

. 2
Cox = d1ag(aj) + )

X i=1

o?c(i)c(i)T .

Der Diagonalanteil beinhaltet die Varianzen der Primdrfehler, die nur auf eine stochastische
Variable X; wirken. Die Elemente c}i) stellen kontinuierliche Funktionen der Korrelationen ver-
ursachenden physikalischen Einfliisse dar. In der Regel wird die Anzahl m der Summanden eher
klein sein, da die funktionale Erfassung, z.B. von meteorologischen Einfllissen, zwar relativ
komplexe Strukturen beinhaltet, sich aber auf wenige physikalische Ursachenbereiche beschranken
kann. Durch die Konstruktion des Primdrfehlerkonzepts ist die positive Definitheit der Kovarianz-
matrix garantiert.

Beispiele fur Primdrfehler in der Photogrammetrie ktnnten die durch das optische System verur-
sachten Verzeichnungen, die Refraktion, der Filmverzug oder das mechanische System des Filman-
drucks sein, sofern man diese physikalischen EinfluRgroBen als Funktionen von stochastischen
Parametern betrachtet (vgl. Abschnitt 1.2). Voraussetzung daflir ist eine detaillierte Kenntnis
Uber die wirksamen physikalischen Einfliisse, wie sie aber bis jetzt nicht vorliegt.

b) Konstruktiv definierbare Prozesse

Ein weiteres Verfahren, Strukturen von Kovarianzmatrizen zu modellieren, ist die funktionale
Konstruktion von stochastischen Prozessen, z.B. lber Differenzengleichungen. Aus dem Konstruk-
tionsprinzip lassen sich die Parameter der Verteilungsfunktion berechnen. Analog zum Primdrfeh-
lerkonzept wird die Kovarianzmatrix mit Hilfe von Funktionen beschrieben, wobei es sich bei den
konstruktiv definierbaren Prozessen um diskrete Tineare Funktionen handelt, z.B. flir den auto-
regressiven Prozef 1. Ordnung in der Form 5‘=D’]3_(vg]. G1. (A3-1b)). Dabei weist die Funktion

im Gegensatz zum Primdrfehlerkonzept sehr einfache Strukturen auf. Die additive Zerlegung erfolgt
hier bereits in der zugrundeliegenden Funktion, woraus sich der wesentliche Vorteil der konstruk-
tiv definierbaren Prozesse ergibt. Denn damit konnen die Korrelationen zwischen den stochasti-
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schen Variablen in dem Funktionalmodell integriert werden, was einer einfacheren Anwendung eines
derartigen Modells entspricht. Aus diesem Grund wird auf die konstruktiv definierbaren stocha-
stischen Prozesse im Abschnitt 3.2 besonders eingegangen.

¢) Die Kovarianzfunktion

Oftmals werden bei der Modelldefinition fiir die Struktur der Kovarianzmatrix analytische Funk-
tionen (Kovarianzfunktionen) mit der Eigenschaft der positiven Definitheit vorgegeben oder an
diskreten StUtzstellen geschdtzte Funktionswerte durch analytische Funktionen approximiert (vgl.
z.B. Kraus (1972)). Damit erfolgt im Gegensatz zu den zuerst genannten Verfahren weder eine Zer-
legung der vorgegebenen bzw. diskretisierten Funktion noch kdnnen komplexe physikalische Ur-
sachen flr Korrelationen additiv modelliert werden. Der Schdtzung der Varianzen und Kovarianzen
werden zeit- oder ortsabhdngige stochastische Prozesse zugrunde gelegt, womit sie sich als Funk-
tion der Zeit- oder Ortsdifferenzen ergibt (vgl. Koch (1980), S. 228). Auf Kovarianzfunktionen
aufbauende Strukturen mit Eigenschaften der Homogenitdt (Ortsunabhdngigkeit, Translationsin-
varianz), Isotropie (Richtungsunabhdngigkeit) und Ergodizitat (vgl. Fahrmeir/Kaufmann/Ost (1981),
S. 35) sind in Lauer und Wrobel (1972) beschrieben. Eine vom Koordinatensystem unabhdngige
Struktur mit den Eigenschaften der Isotropie und Homogenitdt ist die Taylor-Karman-Struktur, die
sich aus einem mehrdimensionalen stochastischen ProzeB ergibt (vgl. Grafarend und Schaffrin
(1979)).

Auf das mathematische Modell der Aerotriangulation angewandt ist die Taylor-Karman-Struktur
wenig plausibel. Die Eigenschaft der Homogenitdt ist sinnvollerweise nur fiir die stochastischen
Beziehungen zwischen den Bildern eines Fluges anzunehmen. Aber im photogrammetrischen Einzel-

bild kann weder Homogenitdt noch Isotropie vorausgesetzt werden (vgl. Schilcher (1980), S. 147
und Ellenbeck (1981), S. 13).

Um auf die Wahl der Kovarianzstruktur auf der Basis stochastischer Prozesse ndher eingehen zu

konnen, ist es notwendig, -diese zu definieren.

3.1.2 Stochastische Prozesse

Unter stochastischen Prozessen versteht man die Menge von Zufallsvariablen Xy die durch einen
Parameter t gekennzeichnet sind. Dabei durchlduft der Parameter t den Parameterraum T und be-
zieht sich entweder auf die Zeit oder den Ort. Der Parameterraum T ist eine Folge von Zeit-
oder Stlitzpunkten bei diskretem Parameter t. Bei kontinuierlichem Parameter t reprdsentiert T
eine Folge von Zeit- oder Stiitzpunktintervallen. Formal ist der stochastische ProzeR wie folgt
definiert (vgl. Fahrmeir/Kaufmann/Ost (1981)):

Definition II.3-1:

Ein stochastischer ProzeB ist eine Menge X = {it’ teT} von Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q,C%, M) mit dem gemeinsamen Wertebereich I.
Dabei bedeutet:

I = Zustandsraum des stochastischen Prozesses (I = {0, 1, ¥2, .. , n} oder I = {0, ¥1, 2, ...},

i

endlich oder abzdhlbar unendlich)
Q = Grund- oder Stichprobenraum
X = Sigma-Algebra
M = Menge von endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen
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Charakteristisch fiir stochastische Prozesse ist die Abhdngigkeit der Zufallsvariablen X, unter-
einander.

Eine besondere Rolle innerhalb der stochastischen Prozesse spielen die bei der Zeitreihenanalyse
angewandten konstruktiv definierbaren Prozesse mit der Ejgenschaft der Stationaritdt, was einer

Invarianz gegeniiber Zeitverschiebungen entspricht (vgl. Abschnitt 3.2).

Eine ausfiihrliche Zusammenstellung lber die Anwendung stochastischer Prozesse in der Geoddsie
gibt Grafarend (1976) an. Neuere Arbeiten iiber die Interpolation von digitalen Gelandemodellen
oder zur Beschreibung der Geldndeoberfléche ziehen konstruktiv definierte Prozesse in den Modell-
ansatz mit ein (Ebner (1979), FGrstner (1983a)). Im Bereich der Photogrammetrie finden stocha-
stische Prozesse in Form von Kovarianzfunktionen u.a. ihre Anwendung bei der statistischen Ana-
lyse zweidimensionaler Vektorfelder (Kraus (1972), Seeber (1972), Ellenbeck (1976)). Konstruktiv
definierte Prozesse werden auch bei der Entzerrung von Scanneraufnahmen in der digitalen Bild-
verarheitung angewandt (HoRler (1978)) und zur Beschreibung der Genauigkeitsstruktur im Bildver-
band von Forstner (1982b), Schroth (1982) und Schaffrin (1983) vorgeschlagen.

3.1.3 UObersicht

Aus den im Abschnitt 3.1.1 angesprochenen Moglichkeiten zur Strukturierung des stochastischen
Modells wird im folgenden speziell der konstruktiv definierbare ProzeB im Vordergrund stehen.
Denn das Konzept der konstruktiven Prozesse kommt auch den Vorstellungen in der Aerotriangulation
Uber die zeitliche Variation systematischer Bildfehler, wie sie in empirischen Untersuchungen
aufgezeigt wurden (vgl. Abschnitt I.2), sehr nahe. Die durch zusdtzliche Parameter beschriebenen
systematischen Bildfehler lassen sich durch einen stationdren ProzeB konstruktiv modellieren.
Vor diesem Hintergrund ist die gesamte Modelldefinition, wie sie im Abschnitt 3.2 beschrieben
wird, zu sehen. Als Grundlage fiir die konstruktiven Prozesse wird das autoregressive Modell ge-
wahlt, welches in der Zeitreihenanalyse auf Grund seiner einfachen Struktur zu der wichtigsten
Klasse von Prozessen gehdrt. Das autoregressive Modell wird aus dem allgemeineren autoregressi-
ven moving average-ProzeB entwickelt.

Auf das mathematische Modell der Aerotriangulation bezogen sind die stochastischen Prozesse flur
die Beschreibung zeitlicher Verdnderungen geeignet, aber fiir die Beschreibung der Genauigkeits-
struktur im Einzelbild wenig praktikabel (vgl. Bemerkung S. 51). Hier ist der Ansatz des Primadr-
fehlerkonzepts sinnvoll. Fir die hierzu notwendigen empirischen Voruntersuchungen wird im Ab-
schnitt 3.3 die theoretische Grundlage im Sinne einer Analyse von Kovarianzmatrizen angegeben,
wobei besonders auf das Verfahren der principal components-Analyse ndher eingegangen wird.

3.2 Konstruktiv definierbare stochastische Prozesse

3.2.1 Autoregressiver moving average - Proze

Die Modelle der autoregressiven moving average-Prozesse (ARMA) gehdren zur Gruppe der Markoff-
Prozesse. Mit Hilfe dieser Prozesse lassen sich Zeitreihen modellieren. Zeitreihen treten liber-
all auf, wo sich Beobachtungen oder Messungen in zeitlichem Abstand wiederholen. Dabei ist

es unabhangig, ob es sich um kontinuierliche Beobachtungen, z.B. in Form einer analogen Auf-
zeichnung, oder um diskrete Beobachtungen, wie sie in der Praxis am hdufigsten vorkommen,
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handelt. Denn selbst bei kontinuierlicher Aufzeichnung kdnnen zur digitalen Weiterverarbeitung
nur Werte zu diskreten Zeitintervallen beniitzt werden, so daB im folgenden nur eine diskrete
Betrachtungsweise in Frage kommt. Nach Anderson (1971) lassen sich Zeitreihen wie folgt definie-
ren:

Definition 11.3-2: Zeitreihenmodell

(0) o e8], (0) £ el oy

)~ o, ¢

2~ e )

- XX

Hierbei bedeutet:
(t) _

z Vektor der Beobachtungen zum Zeitpunkt t
(mit t=1, 2, 3, ..., p)

£(t) < Vektor des Funktionalmodells

1(t) = Vektor des stochastischen Modells

Den funktionalen Teil f(t) des Modells bezeichnet man als Trend, der bei Zeitreihen hdufig durch
das arithmetische Mittel oder durch den Ubergang auf Differenzen der Beobachtungen (z.B. erste
Differenzen = Neigungen) realisiert wird. Der stochastische Tei1‘5(t) reprdsentiert den eigent-
Tichen stochastischen ProzeR. Damit ergibt sich der stochastische ProzeR aus den um den Trend
reduzierten Beobachtungen.

Die Modellierung dieses in der Zeitreihe enthaltenen stochastischen Prozesses mit einem ARMA-
ProzeRl geht von folgendem Erzeugungsmechanismus aus (vgl. Fahrmeir/Kaufmann/Ost (1981)):

L (e+1) (t+1) (t)

= zur Zeit t "erwarteter Wert von x + Stérung ¢

(t)

Storung E}t) ein moving average - Proze (Prozef der gleitenden Mittel). Damit ergibt sich der
ARMA-Proze wie folgt:

Dabei ist die "Erwartung" eine gewichtete Summe von x' ’und vorhergehenden Werten und die

Definition II.3-3: Autoregressiver moving average-ProzeB (ARMA(k,r)-ProzeB)

ORI ONCHINEINORED
=1 i=0

Hierbei bedeutet:

5(t),4§(t'i)= Vektor der n Folgen von korrelierten Zufallsvariablen zum Zeitpunkt t, bzw. t-i,
mit t=k+l, ... , p (o(x®))=nx1)

E}t'i) = Vektor der n Folgen von korrelierten Zufallsvariablen zum Zeitpunkt t-i
(o) =ne1) |
Al) () < Matrizen der i-ten ProzeBkoeffizienten (o(A(')) =o(B(')) =nxn)

k, r Ordnung des Prozesses



54

Die erste Summation stellt den rekurs1ven, die zweite Summation den nicht-rekursiven Anteil des
ARMA-Prozesses dar. Geht man mit A (d1ag( J))(') und B(')=(diag(bj))(') von dem vektorwertigen
ProzeB der Definition II.3-3 auf die j-te Folge Uber, so erhdlt man

(i) (e=1) | ) (e=1) (3.2.1-1)

)

b.

() _ % (i
X _Z OJ‘“J

II ~1

bzw. wenn man den Index j vernachlassigt und die hochgestellten Klammerausdriicke als Indizes ver-
wendet die Ubersichtlichere, aber gleichwertige Darstellung

k r
X Z e L bgep s 3 #0, b= 1, b £0 (3.2.1-2)

Handelt es sich bei dem moving average-Anteil um eine Folge von unkorrelierten Zufallsvariablen
[ (bo=1, b.=0 fir r21) mit

E(e

g) =0 ‘und D(e

d.h. einen reinen ZufallsprozeB (weiBes Rauschen), dann ergibt sich aus Gleichung (3.2.1-2) der

autoregressive Prozef der Ordnung k.

3.2.2  Autoregressiver ProzeB

(1) Stellt der nicht-rekursive Anteil des ARMA-Prozesses ein weiBes Rauschen dar, so ergibt
sich der autoregressive Proze (AR) aus Gleichung (3.2.1-2) wie folgt:

Definition II.3-4: Autoregressiver ProzeR (AR(k)-ProzeR)

k
= Z X ot a;,~Ma,, 0)

mit ak#O. Die Bedeutung der Variablen ist mit Definition II.3-3 identisch. Voraussetzung fir
das Modell der AR-Prozesse ist die Reduktion der Zufallsvariablen um den Trendanteil (Forderung:
E(ﬁt)==0), um die Eigenschaft der Stationaritdt zu erfiillen.

(2) Fur den stochastischen Teil des Modells (Def. 11.3-4) soll exemplarisch flir einen AR-ProzeB
1. Ordnung, wie er auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit Verwendung finden wird, die Kovarianz-
matrix C der Zufa1lsvar1ab]en X¢ angegeben werden, die sich aus der Kovarianzmatrix C = g1
und dem Startwert o /(1 a ) nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz ergibt (Ableitung siehe Anhang

A2 und A3):
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1 a a? P!
a 1 a aP™?
52 a’ a 1 . . a3 42
c = - T, (3.2.2-1)
SO 1-a
Pl aPT2 P73 . 1

mit o(C ) =pxp, a=a, und lal]<1. Die exponentiell abfallende Kovarianzfunktion der Matrix Cox

Tautet (vgl. Abb. 3.1):

2 |-_¢!
g _alt™ih (3.2.2-2)

T T T Y T T T T Y T T T

-6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 L 5 6
Abb. 3.1: Kovarianzfunktion der Zufallsvariablen des AR(1l)-Prozesses (a=0.5)

Die Kovarianzmatrix Cxx weist immer Toplitzstruktur auf, was fur ihre weitere Verarbeitung von
Vorteil ist.

An diesem Beispiel zeigt sich deutlich, wie einfach sich die Struktur der Matrix Cxx funktional
aus einem AR(1)-ProzeB ableiten 1dBt. Aus dieser funktionalen Behandlung ergibt sich auch die
Bevorzugung der konstruktiv definierten stochastischen Prozesse gegeniiber den Prozessen, die
durch ihre Kovarianzfunktion charakterisiert sind. Die Integration eines konstruktiven Prozesses
in ein Ubergeordnetes mathematisches Modell erleichtert die Schdtzung, da sie sich im wesent-
Tichen auf das Funktionalmodell beschrinken kann und im stochastischen Modell lediglich unbe-
kannte Varianzen beriicksichtigen muB.

Das Modell des AR-Prozesses gestattet neben der Erfassung der Kovarianzstruktur im Funktional-
teil auch die Schdtzung der in der Regel unbekannten ProzefRkoeffizienten a;.

(3) Schdtzung im Modell der autoregressiven Prozesse

Das Modell der autoregressiven Prozesse mit unbekannten ProzeRkoeffizienten ist in die Klasse
der GauB-Helmert-Modelle einzuordnen, da die Rekursionsformel in Def. II.3-4 Bedingungsglei-
chungen mit unbekannten Parametern a, darstellt. Auf eine Beschreibung der Schdtzung unter der
strengen Betrachtung im GauB-Helmert-Modell wird hier verzichtet, da eine ausfiihrliche Dar-
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stellung bei Bopp, Felgendreher und KrauB (1981) zu finden ist, in der die Parameterschdtzung
flir den autoregressiven Prozef mit moving average-Anteil (ARMA-ProzefR) behandelt wird, worin als
Spezialfall der reine AR-ProzeB enthalten ist.

Zu einer weniger strengen Betrachtung und damit auch zu einem einfacheren numerischen Verfahren
gelangt man, wenn die Beobachtungen zum Zeitpunkt t als stochastische und die Beobachtungen zum
Zeitpunkt t-i als feste GroBen aufgefaBt werden, dhnlich wie dies zum Beispiel bei den Modellen
der Polynomausgleichung Ublicherweise praktiziert wird. Unter dieser Einschréankung ergibt sich
flur den AR-ProzeB mit unbekannten ProzeBkoeffizienten das wesentlich einfachere GauB-Markoff-

Modell:
Xx=7a+ec mit a~Ma, 0), e~M(0, o’I) . (3.2.2-3)

Die Vektoren und Matrizen sind dabei wie folgt definiert:

rx, .. r . B
Xt L e oy
4
_)_(_ = , a-= , €= , 7 =
&y
X € X . . . . X
=P ] P | p-1 p-k |

Die Schdtzung der unbekannten ProzeRkoeffizienten im GM-Modell ergibt sich nach G1. (2.1.1-4) zu

= (') 2% . (3.2.2-4)

Die Schdtzung der ProzeBfehler e und deren Varianz 02 lautet nach G1. (2.1.1-6) und G1. (2.1.1-8):

k
€ =x - Z& bzw. skalar é{ = X, - X-§ixt-i (3.2.2-5)
i=1
mit t=k+l, ..., p und
e : 1 P 2
52 === bzw. skalar 2 =—— ] & : (3.2.2-6)
p-2k T PR

Innerhalb des Modells (3.2.2-3) handelt es sich um eine beste lineare erwartungstreue Schdtzung.
Zieht man aber die Vereinfachungen dieses Modells in Betracht, so weist die Schdatzung unter
schwachen Voraussetzungen Konsistenz und asymptotische Effizienz als Eigenschaften auf (vgl.
Anderson (1971, S. 188) und Fahrmeir/Kaufmann/Ost (1981, S. 241)). '

Eine in der Praxis sehr hdufig angewandte weitere Vereinfachung der Schdtzung fiihrt auf die mit
der oben gezeigten asymptotisch dquivalenten Schatzung mit Hilfe der Yule-Walker-Gleichung (vgl.
Box/Jenkins (1976), S. 55):

a=k (3.2.2-7)
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mit a P und 0y 0, i . Ope
op L ey Pr-2

. P o 1 Pl
—a_: Q‘: K: 2 ] k3
EY 3 Pk=1 Pk-2 Pk-3 L]

Dabei bedeuten 0. die aus der Zeitreihe mit geschdtzten Kovarianzen berechneten Autokorrelations-

koeffizienten:
) 1 P
C(x o0 Xeai ) E:?'tz15t5t+i
o, = = = (3.2.2-8)
C(x,» x.) 1 2
S0 St 5 Z X

~t
—_

mit dem Korrelationsabstand i und der Anzahl p der Zeitpunkte.

Die weitere Vereinfachung bzw. Abweichung bei der Schatzung mit den Yule-Walker-Gleichungen
gegeniiber der strengeren Losung der Schatzung nach G1. (3.2.2-4) besteht in der homogenen Struk-
tur der Matrix K und des Vektors p, die nicht mit den differenzierten Quadratsummen in den
Matrizenprodukten ZTZ und ZTéAidentisch ist; z.B. Tautet flr den Korrelationskoeffizient Py die

zugehorige Kovarianz

~ p-2
C(x, ,

-1
=t —{+2 p-2

LXK

Das entsprechende Element der Matrix 7'z lautet

p-3

2 tht+2 ?

.
(2°7),, =
13 k-2

bzw. des Vektors ZTﬁ

p-2
(X, = t=g et

Die Identitdt der Haupt- und Nebendiagonalelemente der Matrix (ZTZ) ist nicht gegeben. Aber fiir
geniigend groBe Zeitreihen wird eine asymptotische Aquivalenz zur Schdtzung nach G1. (3.2.2-4)
erreicht (Fuller (1976), S. 334). Eine ausfiihrliche Gegeniiberstellung verschiedener Schatzver-

fahren ist in Kay und Marple (1981, S. 1391ff) angegeben.

(4) Beurteilungskriterien

Bei einer Zeitreihenanalyse mit AR-Prozessen ist neben der Mdglichkeit, die ProzeRkoeffizienten
zu schatzen, auch die Beurteilung der geschdtzten Parameter von Interesse. Fragen nach der Sta-
tionaritdt, Ordnung des Prozesses und Signifikanz der geschdtzten ProzeRkoeffizienten sind fur

die Beurteilung maBgebend.



58

Eine notwendige und hinreichende Bedingung flir die Stationaritdt ist u.a. in Box/Jenkins (1976,
S. 53f) angegeben. Danach lautet zum Beispiel flir den AR(1)-ProzeR die Stationaritdtsbedingung:

[a][ <1 . (3.2.2-9)

Signifikanztests fiir die Prozefkoeffizienten, bzw. Hypothesentests zur Oberpriifung der ProzeB-
ordnung, sind in Anderson (1971) angegeben. Allerdings erfiillen die Tests keine streng allge-
meingliltigen Kriterien, da sie sich auf ausreichend grofe Zeitreihen und auf approximierte Ver-
teilungsfunktionen stiitzen. Strenge statistische Testverfahren zu dieser Problemstellung sind
dem Verfasser nicht bekannt.

3.2.3 Wertung und Beziige

Die vorangegangenen Abschnitte sollten einen Einblick in die stochastischen Prozesse geben und
auf ihre Eignung zur Strukturmodellierung von Kovarianzmatrizen durch funktionale Konstruktion
hinweisen. Die Beschrédnkung auf die konstruktiven stochastischen Prozesse ist eng mit der Ziel-
setzung verbunden, zeitliche Verdnderungen unbekannter Parameter durch eine einfache Formulie-
rung in das mathematische Modell zu integrieren.

Bei der Anwendung konstruktiver Prozesse treten Probleme auf, die zum einen auf eine moglichst
gute Trendbereinigung zur Erfiillung der Stationaritdtseigenschaft und zum anderen auf die Wahl
des dem Datenmaterial entsprechenden ProzeRtyps zuriickzufiihren sind. Ob sich.in der Anwendung
eine Zeitfolge stochastischer Parameter zum Beispiel besser durch einen reinen AR-Prozel oder
durch einen ARMA-ProzeB modellieren 1dBt, kann nur durch empirische Untersuchungen festgestellt
werden, wofiir sich die konstruktiven Prozesse durch die Moglichkeit der Schdtzung ihrer ProzefB-
koeffizienten sehr gut eignen. In den Problembereich der Festlegung des ProzeBtyps fallt auch
die Entscheidung, ob die ProzeBkoeffizienten als feste oder stochastische Parameter behandelt
werden. Die Theorie zu den autoregressiven Modellen mit stochastischen Koeffizienten, den RCA-
Modellen (random coefficient autoregressive models), ist ausflihrlich bei Nicholls/Quinn (1982)
behandelt. Die in dieser Arbeit vorgenommene Einschrankung auf die reinen autoregressiven Pro-
zesse mit festen ProzeBkoeffizienten beruht im wesentlichen auf deren einfachem Aufbau und auf
Ergebnissen, die im Zusammenhang mit empirischen Untersuchungen liber das zeitliche Verhalten
zusdtzlicher Parameter in der Aerotriangulation festgestellt wurden (vgl. Kapitel IV).

Das Problem der Trendbereinigung ist unter Einhaltung der Stationaritdtsbedingung bei der
Schatzung mit den Yule-Walker-Gleichungen (G1. (3.2.2-7)) bzw. der Schiatzung im GM-Modell (G1.
(3.2.2-4)) nicht so schwerwiegend, da es sich hier um Niherungsldosungen handelt, die gegeniiber
Modellabweichungen weniger empfindlich sind. Dagegen ist diesbeziiglich die strenge Schatzung im
nichtlinearen Fall des GauB-Helmert-Modells, vor allem im Grenzbereich der Stationaritdt, kri-
tisch und weist, wie eigene Untersuchungen ergaben, bei unzureichender Trendbereinigung nur
schwache Konvergenz auf.

AbschlieBend sei an dieser Stelle nochmals auf die Verdffentlichung von Kay und Marple (1981)
hingewiesen, in der eine umfangreiche Zusammenfassung liber den technischen Entwicklungsstand
auf dem Gebiet der diskreten Zeitreihenanalyse dargestellt ist.

Die im Abschnitt 3.2 dieses Kapitels ausgefiihrten Grundlagen iliber die autoregressiven Modelle
bilden die Voraussetzungen fiir die Definition des speziell fiir die Anforderungen in der Aero-
triangulation entwickelten kombinierten Modells.
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3.3 Analyse von Kovarianzmatrizen

Plausibilitdtsiiberlegungen und Erfahrungswerte sind in der Anwendung oftmals die Grundlagen zur
Beschreibung des stochastischen Modells. Die Variation der Bilddeformationen in der Aerotriangu-
lation Tegt zum Beispiel ein zeitabhdngiges Verhalten, wie es im vorangegangenen Abschnitt 3.2
dargelegt wurde, nahe und kann auch durch empirische Untersuchungen auf der Basis der Schatzung
von ProzeBkoeffizienten analysjert werden. Aber hdufig besteht Unkenntnis lber die komplexen
physikalischen Zusammenhdnge, welche die Korrelationen zwischen Beobachtungen verursachen. Des-
halb sollen in diesem Abschnitt verschiedene Verfahren zur Approximation und Analyse gegebener
Kovarianzmatrizen vorgestellt werden, wobei kein Anspruch auf eine vollstdndige Darlegung aller
Verfahren erhoben wird. Wesentliche Gesichtspunkte beim Vergleich dieser Verfahren sind die Ein-
deutigkeit der Losung, der numerische Aufwand, Vorgabe bestimmter Annahmen und die Interpretier-
barkeit des Ergebnisses. Eine ausfihriiche mathematische Beschreibung wird nur fiir das Verfahren
der principal components-Analyse (PC) gegeben, auf welches bei den empirischen Untersuchungen
dieser Arbeit zurlickgegriffen wird. Bei den librigen Verfahrenwerden die entsprechenden Literatur-
stellen angegeben. Dieser Abschnitt soll somit keine tiefgehende Diskussion des Themenbereichs
der Analyse von Kovarianzmatrizen bilden, sondern lediglich die Entscheidungsgriinde und Grund-
lagen fiir das Verfahren der PC-Analyse offenlegen.

3.3.1 Vergleich verschiedener Analyseverfahren

Analyseverfahren von Kovarianzmatrizen versuchen das Korrelationsverhalten von Zufallsvariablen
(Beobachtungen) durch eine minimale Anzahl von nicht direkt beobachtbaren Parametern oder im
Hintergrund stehenden Zufallsvariablen, auch als Faktoren oder Effekte bezeichnet, zu beschrei-
ben. Die Verfahren Tassen sich in zwei Gruppen unterteilen. Die erste Gruppe geht davon aus,
daB keine Informationen liber die Faktoren vorhanden sind. Dies entspricht im allgemeinen dem am
Anfang von Untersuchungen gegebenen Kenntnisstand iber die stochastischen Beziehungen der Beob-
achtungen. Die zweite Gruppe ermdglicht eine Eingabe-Antwort-Analyse, d.h. vorgegebene Struk-
turen, mit denen die zu analysierende Kovarianzmatrix approximiert wird, werden mit Hilfe geeig-
neter Testverfahren Uberpriift. Die Anwendung dieser Gruppe von Verfahren ist nur sinnvoll, wenn
bereits aus Analysen der ersten Gruppe oder aus bekannten Zusammenhdngen Vorinformationen iiber
Faktoren oder durch diese hervorgerufenen Strukturen existieren, bzw. plausibel angenommen wer-
den konnen.

Die in diesem Abschnitt diskutierten Analyseverfahren basieren auf den Darlegungen von Forstner
und Schroth (1982) und sind in Tabelle 3.1 zusammengéfaBt. Dabei ist die Faktorenanalyse und die
PC-Analyse der ersten Gruppe, die Varianzkomponenten-Analyse und das Analyseverfahren nach Ebner
der zweiten Gruppe zuzurechnen. Die Tabelle beinhaltet zu jedem Verfahren die vorgegebenen In-

formationen, die frei wahlbaren bzw. zu schdtzenden Parameter und das Analysemodell, in dem die

Schdtzung der unbekannten Parameter erfolgt.

a) Faktorenanalyse

Die Faktorenanalyse ist das flexibelste aller vorgestellten Verfahren. Es fordert keine Vorin-
formationen und gestattet die Schdtzung der Diagonalelemente di und die Bestimmung der orthogo-
nalen Vektoren C(K)=e(K)/T; ]). Eine Beschreibung der Schdtzung im Modell der Faktorenanalyse,

1)

A = Vektor der Eigenwerte
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ohne die hier praktizierte Einschrdnkung auf orthogonale Faktoren ist in Press (1972, S. 307ff)

gegeben. Die Schdtzung hat allerdings keine eindeutige Ldsung, was die Interpretation der resul-
tierenden Faktoren und deren Struktur oftmals fragwiirdig macht. Die approximierte Matrix ist in

der Regel positiv definit.

Verfahren - vorgegebene freie Analysemodell Bemerkungen
Informationen Parameter
Faktorenanalyse —_ e(K), AK, di’ k C” = diag(di)+Ze(K)e(K)T e(K)..orthogonale Vektoren
K
Principal Components E— e('(), A,k Cyy = Z e(K)e(K)T e(K).. orthogonale Vektoren
Analyse K LRI
Varianzkomponenten- v T,k C,. = —_—
Analyse K K 11 ET Kk
2 2 9T
Analyse nach Ebner 0 9 g teers K Cyy = a(ey) + E ] g(K)g(K ) teet) —

Tabelle 3.1: Analyseverfahren von Kovarianzmatrizen (nach Forstner und Schroth (1982))
(O(Cll) =nxn; k,c'=1, ..., k; i,j=1, ..., n)

b) Principal Components-Analyse

Die PC-Analyse erfordert ebenfalls keine Vorinformationen und beruht im wesentlichen auf einer
einfachen Eigenwertzerlegung der Kovarianzmatrix mit einer eindeutigen Losung. Die Approximation
verwendet nur die dominierenden Eigenwerte Ao und die zugehdrigen Eigenvektoren e(K). Der
grofte Eigenwert entspricht dabei der Varianz der ersten Komponente, usw.. Die approximierte
Matrix ist singuldr, aber positiv semidefinit. Es besteht die Mdglichkeit, den einzelnen Kompo-
nenten physikalische Effekte zuzuordnen. Eine Beschreibung des Analyseverfahrens ist im folgen-
den Abschnitt 3.3.2 angegeben.

c) Varianzkomponenten-Analyse

Die Approximation mit Hilfe der Varianzkomponenten-Schdtzung setzt Informationen iiber die Struk-
tur- oder Basismatrizen VK voraus. Die LS-Schdtzung der Varianzkomponenten T ist in Pukelsheim
und Styan (1979) angegeben. Die approximierte Matrix ist nicht notwendigerweise positiv definit.
Die Einfilhrung einer speziellen Jordan-Algebra fiir die Basismatrizen garantiert aber die posi-
tive Definitheit und macht auch die Berechnung der 4. Momente zur Schitzung der Varianzkomponen-
ten Uberfllssig. Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Basismatrizen unter Bercksichtigung
der Jordan-Algebra ist in Fgrstner und Schroth (1982) zu finden.

d) Analyseverfahren nach Ebner

Das Analyseverfahren nach Ebner (1975), aufbauend auf der Theorie der inneren Genauigkeit nach
Meissl, zerlegt die zu approximierende Matrix in eine gewdhlte Kovarianzmatrix Ui(cij) und einen
Anteil, der die gewichteten Effekte von Filterparametern, d.h. systematische Effekte, beinhaltet.
Aus Vorinformationen ist die Matrix (Cij) und die Struktur der Filterparameter zu entnehmen.

Die Schdtzung der unbekannten Gewichte t o+ erfolgt analog zum Analyseverfahren der Varianzkom-
ponenten-Schatzung. Die getroffenen Annahmen lassen sich nach der Analyse mit statistischen Tests
auf Signifikanz iberpriifen, so daR mit diesem Verfahren ein eindeutiges und klares Hilfsmittel
flr die Kovarianzanalyse gegeben ist (vgl. Forstner und Schroth (1982)).
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Die Entscheidung fiir eines der Analyseverfahren ist primdr vom Stand der Vorinformationen ab-
héangig, d.h. man muB die Auswahl innerhalb der beiden Gruppen treffen. Bei der ersten Gruppe ist
die PC-Analyse dem zwar noch allgemeineren Verfahren der Faktorenanalyse nach operationellen
Gesichtspunkten vorzuziehen, da bei letzterem durch die Einflhrung von Bedingungen zur Losbarkeit
die Interpretation der Faktoren erheblich erschwert wird und der numerische Aufwand Uber dem der

PC-Analyse Tiegt.

Bei der zweiten Gruppe ist das Verfahren nach Ebner vorzuziehen. Denn es weist keine Schwierig-
keiten mit der positiven Definitheit der approximierten Matrix auf und 19st auch das Problem des
Datumbezuges, da die Datumsparameter direkt in der Konstruktion enthalten sind. Die Varianzkom-
ponenten-Analyse dagegen besitzt durch die Anwendung der speziellen Jordan-Algebra einen kompli-
zierten Aufbau der Basismatrizen. Die Integration physikalischer Effekte in die Basismatrizen
bereitet erhebliche Schwierigkeiten und es ist nicht immer moglich, diese im System der Jordan-
Algebra zu formulieren.

Da im Bereich der Aerotriangulation nur unzureichende Kenntnis iiber die Struktur der Kovarianz-
matrix der Beobachtungen herrscht, ist der Einsatz der PC-Analyse fiir die ersten Untersuchungen
auf diesem Gebiet aus o.g. Grinden als sinnvoll zu erachten.

3.3.2 Principal Components - Analyse

Die PC-Analyse basiert auf der Spektraldarstellung nach einer Eigenwertzerlegung von Kovarianz-

matrizen. Sie erlaubt eine Beschreibung von rein mathematischen Strukturen bzw. Effekten, welche
der Kovarianzmatrix zugrunde liegen. Deshalb nimmt man an, daB die Variation einzelner Effekte,

z.B. bestimmte Typen von Bilddeformationen, sich im Sinne der Theorie der Elementarfehler (vgl.

Pelzer (1980), S. 39) beschreiben lassen mit

1=7eMe (3.3.2-1)
i

wobei sich der Beobachtungsvektor 1 als Summe von festen Vektoren e(i), beeinfluBt durch die Ele-
mentarfehler §i~IN(O, 0?), darstellen 1dRt. Die Summe der Einzeleffekte dieser Elementarfehler
filhrt auf die "wahren" Fehler, die zum Beispiel von Bild zuBild variierende Deformationen sein
konnen. Aus G1. (3.3.2-1) ergibt sich die Dispersion der Beobachtungen zu

p(1) = JelPDelPTe2 oy T (3.3.2-2)
| ]

" Setzt man A =0? , dann ergibt sich analog zu G1. (3.3.2-2) die Eigenwertzerlegung der Matrix C]]:

¢, = EaE" = JaeVelDT oy (3.3.2-3)
i i

mit der Modellimatrix E und der Spektralmatrix A.

Die PC-Analyse ergibt bei einer gegebenen Kovarianzmatrix aus der Spektralzerlegung in dyadische
Produkte gegenseitig orthogonale Vektoren c('). Der Vektor x (A =diag(r;)) enthalt die Eigenwerte
und die Modalmatrix E die zugehtrigen Eigenvektoren.

Die eigentliche PC-Analyse ist damit abgeschlossen. Ublicherweise untersucht man das Eigenwert-
spektrum und versucht die Kovarianzmatrix durch wenige, aber dominierende Effekte zu approximie-
ren. Man kann aber auch weitergehen und die den einzelnen Eigenwerten zugehorigen Effekte analy-

sieren.
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Jedes Element ¢! des Vektors ol /f: 148t sich als eine Variation der Beobachtung lj
interpretieren, d.h. es stellt die Streuung um den Erwartungswert der Beobachtung 1. dar. Auf
das Beispiel der Bilddeformation angewandt ergibt sich aus der PC-Analyse fiir jede Bildkoordi-
nate eine dem jeweiligen Effekt zugeordnete Streuung. Die graphische Darstellung der Streuungen
bezogen auf die Bildpunkte in einem Vektordiagramm ermdglicht nun die Interpretation der einzel-
nen Effekte. Da es sich um eine rein mathematische Zerlegung der Kovarianzmatrix handelt, wird
es nicht immer mdglich sein, diese Effekte als physikalische Einflisse zu interpretieren. Das
Analyseverfahren erreicht seine Grenzen, wenn zwischen den Eigenwerten nur geringfligige Unter-
schiede im Betrag bestehen, d.n. keine dominierenden Effekte vorhanden sind. Es stellt aber eine
Moglichkeit dar, erste Strukturanalysen mit relativ einfachen Hilfsmitteln vorzunehmen, auch in
einem komplexen physikalischen Ablauf wie dem photogrammetrischen Aufnahmeprozef.

Zusammenfassend bildet der Abschnitt 3 die theoretischen Voraussetzungen fiir den stochastischen
Teil des kombinierten Modells. Bei einem sich aus mehreren MeRepochen zusammensetzenden mathe-
matischen Modell, wie es zum Beispiel in der Aerotriangulation vorliegt, lassen sich Korrelatio-
nen zwischen den Epochen mit Hilfe der Zeitreihenanalyse untersuchen und iiber stochastische Pro-
zesse modellieren. Strukturanalysen fiir die Kovarianzmatrizen in den einzelnen MeRepochen legen
die Grundlage flir die weitere Modellierung im Sinne des Primdrfehlerkonzepts.

~

Das kombinierte Modell

Das kombinierte Modell stellt eine Synthese aus den im Abschnitt 2.1.3 und 2.1.4 definierten
gemischten Modellen, den autoregressiven Modellen (Abschnitt 3.2) und gewissermafen auch aus der
multivariaten Betrachtungsweise des Modells E (Abschnitt 2.2.1) dar. Es 1dBt daher feste und
stochastische unbekannte Parameter zu und erfaBt dariiber hinaus die durch zeitliche Aufeinander-
folge von in sich abgeschlossenen MeBvorgdngen (MeBepochen) entstandenen Korrelationen zwischen
den stochastischen Parametern mit Hilfe eines stochastischen Prozesses. Den Hintergrund fur
diese Modellentwicklung bilden die unmittelbar aufeinanderfolgenden Aufnahmevorgdnge zur Erzeu-
gung eines Bildverbandes in der Aerotriangulation. Aber auch im Bereich der Deformationsiiber-
wachung oder bei anderen sich zeitlich wiederholenden MeBvorgangen kann man sich den Einsatz
dieses Modells, eventuell fir den speziellen Fall in modifizierter Form, vorstellen.

An dieser Stelle soll auch auf das Modell von Ebner und HoRler (1978) aus dem Gebiet der Ent-
zerrung von Scanneraufnahmen hingewiesen werden, bei dem dhnlich dem hier aufgezeigten Modell
stochastische Prozesse zwischen Parametern der duBeren Orientierung angesetzt werden.

Un das kombinierte Modell auch flr die Anwendung sinnvoll zu gestalten, missen einige Ein-
schrankungen und Abgrenzungen gegeniiber anderen unter gleichen Voraussetzungen formal moglichen
Modelldefinitionen vorgenommen werden. Dies widerspricht nicht den Zielsetzungen der Modeller-
weiterung im Sinne der moglichst optimalen Approximation an die physikalische Realitdt, denn
diese Anpassung muf auch Skonomischen Gesichtspunkten, wie das Arbeiten im Modell mit den zur
Verfiigung stehenden Hilfsmitteln, Rechnung tragen.

Die wesentlichste Einschrankung ist die Verwendung des autoregressiven Prozesses erster Ordnung
zur Modellierung der Korrelationen zwischen den Epochen. Die Entscheidung flir den AR-Prozef ist
in den Abschnitten 3.1 und 3.2 ausfilhrlich dargelegt worden. Die Beschrankung auf einen ProzeB
erster Ordnung ist mit bis jetzt vorliegenden empirischen Untersuchungen liber das zeitliche
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Verhalten zusdtzlicher Parameter in der Aerotriangulation mit Hilfe der AR-Prozesse zu recht-
fertigen (vgl. Kapitel IV). Danach erwiesen sich die ProzeBkoeffizienten a, flir i>1 als nicht
signifikant. Ein weiterer Grund ist die umfangreichere Struktur eines Prozesses htherer Ordnung,
wodurch die Praktikabilitat des Modells aber nicht wesentlich beeinfluft wdre, da die Toplitz-
strukturen erhalten bleiben wiirden.

Schaffrin (1983) schldgt in Bezug auf die Berlicksichtigung von Korrelationen zwischen photo-
grammetrischen Reseauaufnahmen, wie sie von Forstner und Schroth (1982) untersucht wurden, vor,
flir jede Reseaukoordinate getrennt einen stochastischen ProzeB anzusetzen. Im Gegensatz hierzu
soll beim kombinierten Modell lediglich ein ProzeB fiir alle stochastischen Parameter Verwendung
finden, da zur Zeit fiir einen allgemeineren Ansatz, eventuell sogar mit zusdtzlichen Korrela-
tionen zwischen den Zeitreihen, wie er bei der Kalmanfilterung angewandt wird, nicht geniigend
Informationen aus empirischen Untersuchungen zur Verfligung stehen.

Unter diesen Einschrénkungen wird im kombinierten Modell fiir alle unbekannten stochastischen
Parameter ein identisches Zeitverhalten zugrunde gelegt, welches sich durch einen AR(1)-ProzeB
beschreiben 1dBt, d.h. die ProzeRkoeffizienten sind flir jede Zeitreihe eines Parameters gleich.

Das kombinierte Modell wird im folgenden analog zum erweiterten gemischten Modell in zwei Ver-
sionen dargestellt. Zuerst werden in der Form des Modells D1 alle Zufallseigenschaften im sto-
chastischen Modell integriert, was auf eine komplex strukturierte Kovarianzmatrix der Beobach-
tungen flhrt. Im ndchsten Schritt werden die konstruktiven Eigenschaften des AR-Prozesses zur
Modelldefinition mit Schwerpunkt im Funktionalteil herangezogen, wodurch die Form des Modells
D2 erreicht wird. Die Identitdt der Versionen wird im Modellraum gezeigt. Die Schdtzungseigen-
schaften und die Diskussion des Modells schlieRen diesen Abschnitt ab.

4.1 Modelldefinition

Das kombinierte Modell setzt sich aus einer festen unbekannten Parametergruppe x und aus einer
stochastischen unbekannten Parametergruppe z zusammen. Die Parametergruppe z variiert um einen
Mittelwert z_, der gleichzeitig den Trend eines AR(1)-Prozesses realisiert. Die Variation ist
zum einen von den Korrelationen, die durch den AR(1)-Prozef beschrieben werden, zwischen den um
den Trend reduzierten lokalen Parametergruppen EKk)pro Epoche, zum anderen von der Zufallseigen-
schaft des einzelnen Parameters_ﬁfk) und der Korrelation zwischen den Parametern einer Epoche,
reprdsentiert durch die Kovarianzmatrix CSS, abhangig. Die Matrix CSS sei bekannt und konstant
Uber alle Epochen, ebenso die Anzahl der Parameter E‘k).

4.1.1 Das kombinierte Modell mit erweitertem stochastischen Teil

Beim kombinierten Modell mit erweitertem stochastischen Teil in der Form des Modells D1 werden

analog zu G1. (2.1.4-7) die stochastischen Komponenten zusammengefaBt:

. . T

y=Bt+e und C.=C, +BCB . (4.1.1-1)

Die Integration des AR(1)-Prozesses bestimmt die Struktur der Matrix é, die sich schreiben 1d8t
mit

8 = diag(8*) (07" & ) (4.1.1-2)
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wobei gilt:

B = Koeffizientenmatrix der stochastischen unbekannten Parameter (o(é) =nxpq)
B(k) = Koeffizientenmatrix zur Epoche k (o(B(k)) =nkxq)

diag(B(k)) = Blockdiagonalmatrix mit den Matrizen B K auf der Hauptdiagonalen

D = Koeffizientenmatrix des AR(1)-Prozesses, siehe Anhang A3 (o(D) = pxp)

N = Anzahl der Beobachtungen zur Epoche k

p = Anzahl der Epochen

q = Anzahl der Parameter E‘k) zur Epoche k (iiber alle Epochen gleich)

Das gesamte zeitabhdngige Verhalten der stochastischen Parameter t ist in der Kovarianzmatrix
sz enthalten. In der multivariaten Darstellung mehrerer Zeitreihen mit gleichem stochastischen
Verhalten zwischen den Epochen ergibt sich (vgl. Anhang Ad):

Cp = Cn® Q=0 ©C (4.1.1-3)

wobei CsS die Kovarianzmatrix der stochastischen Parameter t ohne deren zeitabhdngigen Anteil
darstellt. Die Matrix CSs entspricht der Varianz 02 des univariaten Falls (vgl. Anhang A2,
G1. (A2-3)).

Somit 18Rt sich das kombinierte Modell in der Form des Modells D1 (Typ SFF) wie folgt definieren:

Definition II1.4-1: Kombiniertes Modell (Modell G1)

T=Ax+8Bz +y X~ M(x, 0)

1~MAx +Bz, C )
L o’ “y

Hierbei bedeutet (Uber alle Epochen):

1 = Zufallsvektor der n Beobachtungen (o(1) =nxl; n=n+ .. 4n_..n )

A = Koeffizientenmatrix der festen unbekannten Parametergruppe (o(A)=nxu, r(A)=u)

B = Koeffizientenmatrix der unbekannten Parametergruppe der Erwartungswerte z 5 setzt sich
aus den Submatrizen B(k) zusammen (o(B) =nxq, r(B)=q)

x = Vektor der festen unbekannten Parametergruppe (o(x) =uxl)

z, = Vektor der unbekannten Erwartungswerte des Zufallsvektors z; entspricht dem Trend der

Zeitreihe (o(zo) = gx1)
y = Lufallsvektor der gesamten Zufallseigenschaften (o(y) =nxl)

C_ =K i tri = =
vy ovarianzmatrix des Zufallsvektors l’(O(CYY) nxn, r(CYy) n)

Die Beriicksichtigung der Zeitabh@ngigkeit, d.h. die Korrelation der Parametergruppenig(k)

zwischen den Epochen, driickt sich in der Struktur der Kovarianzmatrix der Beobachtungen
(CH =CYy) aus:
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. QT
Ciy = Cee * BC,,B (4.1.1-4)
. Kk 1 . KY\\T
= ¢ + diag(81)) (=5 TsC ) (diag(s X))
1-a
N, 1 (). T M, @1 1o )T

[ C£€)+-t;58 o Tete, S %j;_s( e 8
@), 1 @) @ 2P ) GoT
G *opB Gt Co s e

cp) 1 _glpde plP)T
S5

symmetrisch ce "1oa2

oder allgemein fiir die Epochen k und k':

ca ) 0y ), 1 e T
-~ €€ 1_a2 ss
und (4.1.1-5)

C(]_(k),l(kl)) = 128(k)CSSB(k‘)Ta1k'kI|

1-a

Dabei bedeutet:

Céz) = Kovarianzmatrix des Zufallsvektors e der Beobachtungsfehler zur Epoche k (o(Cgﬁ))= nkxnk)

CSS = Kovarianzmatrix der stochastischen Parameter t ohne zeitabhdngigen Korrelationsanteil;
konstant iiber alle Epochen (o(CSS)= gxq)
T = Toplitzmatrix (vgl. G1. (3.2.2-1))

ProzeBkoeffizient des AR(1)-Prozesses

Damit wird der zeitabhdngige Fehleranteil der stochastischen Parametergruppe t durch den Koeffi-
a!%"K'1(1-a%)" und der Tokale Fehleranteil durch das Matrizenprodukt BIc_ (KT 4
stochastischen Modell beschrieben.

zienten m

Geht man von einem gleichen Design und g1eicher MeBgenauigkeit pro Epoche aus, d.h.
B ) -5 und K- T

524 €€

so ergibt sich als Spezialisierung die Gleichung (4.1.1-4) in der Form

+

C.. = (I eC

. L2 C) (ToBC, BT) . (4.1.1-6)

1-a2

Das Modell Gl ist somit vom Aufbau her mit dem GM-Modell identisch, wobei allerdings der Ko-

varianzmatrix der Beobachtungen eine strenge Strukturierung zugrunde gelegt wird.
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4.1.2 Das kombinierte Modell mit erweitertem Funktionalteil

In Analogie zum Modell D2 soll nun durch zusdtzliche Beobachtungsgleichungen das stochastische
Verhalten der Parameter t ausgedriickt werden, womit sich wiederum die Struktur des GM-Modells

ergibt:

Definition I1.4-2: Kombiniertes Modell (Modell G2)

1= Ax + Bz, + diag(8¥))t + ¢ X ~ M(x, 0)
z,~ Mz, 0)
0= Del)t+n -2 O " |
9 t ~ M(t, 0)
€ 0 Cee 0
~ M ,
n 0 0 zz
1 Ax + Bz, + diag(B))t C o0
- €€
~ M ,
0 (D e Iyt 0 c,

Ergdnzend zum Modell G1 bedeutet:
Vektor der lokalen Parametergruppen, t= (tgk)), (o(t) = pgx1)

t -
t
e = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(e) =nxl)
n = Konsistenzparameter der zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen ({o(n) =pqxl)
CZZ = Kovarianzmatrix der zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen (o(CZZ) = pgxpq, r(sz)z pq)

Der AR(1)-ProzeR 1ist beim Modell G2 direkt in den zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen im Funk-
tionalteil integriert. Dadurch ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix C,, der zusdtzlichen Beob-
achtungsgleichungen die G1. (4.1.1-3).

4.2 Modelldquivalenz und Schdtzung:

a) Modelldquivalenz

Die Identitdt der Modelle Gl und G2 kann im Modellraum durch Substitution nachgewiesen werden.
Das Modell G2 1dBt sich in das Modell Gl Uberfiihren, indem die Gleichungen der zusdtzlichen
Beobachtungen in die Gleichungen der Beobachtungen 1 eingesetzt werden:

1= Ax + Bz - diag(B(k))(D_]®Iq)Dv+ e
Mit n = -t, é==diag(8(k))(D-1® Iq) und y = éj:+§_ ergibt sich das Modell Gl:

1 =Ax+Bz +v und D(1) = BC__B' +¢
- fe) - — zzZ €€

b) Schdtzung

Die Schatzung in den Modellen Gl und G2 ist, wie im Abschnitt 2.1.4 gezeigt, identisch. Fihrt
man eine gemeinsame Koeffizientenmatrix G = [A B] und einen gemeinsamen Parametervektor

K= [x" 2] ]ein, so 148t sich das Modell 62 wie folgt schreiben:
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1 ¢ diag(8* ] [«
= + , D = . (4.2-1)

0 0 Del t
- q

|
| —
o
o

|3
|o
o

Analog zu den Gleichungen (2.1.4-9) und (2.1.4-10) erhdlt man die Schatzung der unbekannten
Parameter mit

o T -1
N N k G 0 C 0 1
11 121 | = - “ €€ - , (4.2-2)
: . k)\T T -1
NZI sz t diag(B'"") D ®Iq 0 sz 0
wobei flr die Normalgleichungsmatrix N gilt:
N N
N = 11 12
N21 N22
(AT~ 1 Ta=1,. (k)
G CeeG G Ceed1ag(B )
diag8 N Tc s diag(B™%) ) e diag(e (K y+per )TcT! per, )
L 9 €€ 9 €€ 9 q zz q
Die Submatrix sz 1dRt sich mit C__ = Q__ e C__ schreiben als
zz mm Ss
. k) \TA=1 . k Ta-1 -1
Ny, = diag(8¥))Tc ldiag(8 ™)) + (0 Q/loecy) . (4.2-3)
Explizit ergibt sich fiir die Schatzung
k= (@'(c__+Bc 8N ey "eT(c_ +Bc__8T)1
- €e zZ ge zz —
(4.2-4)
1 (k)\T 2 2Ty -1
E_-—f?gé(l®c ydiag(B*"") (CEE-FBCZZB ) (1-Gk)

g T . (k
mit BC, B = diag(B

Die Dispersion der unbekannten festen Parameter lautet:
oy AT P _
D(k) = (G (CEE + BCB )G) s (4.2-5)
wobei eine explizite Darstellung flir die Parameter g_und go analog zur Gleichung (2.1.2-2) er-
folgt. Fur die Dispersion der geschatzten stochastischen Parameter iﬁergibt sich nach GI.

(2.1.3-4):

D(t) = cth;i IY - cth;ie(eTc;ie)"eTc;chY , (4.2-6)
mtC = C_+BC, BT und C_ - 1:;2(T®Css)diag(8(k))T
Die Schdtzung des Fehlervektors ¢ lautet:

2= 1-6k-diag8™))t = ¢ (Bc_ 8Ty Tdiaga™))t (4.2-7)

€€ ZZ
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und dessen Dispersion

Ay L . (k) T

D(8) = ¢y, - [A B diag(8")] [Cyo Cizo 0 A . (4.2-8)

C.» 0 |[|B

Z Zz

[o2e)
sym. Can diag(B(k))T
tt
Die geschdtzte Varianz der Gewichtseinheit lautet:

., (1-6k) Q] (1-6k)
o = ) (4.2-9)
-0

n-u-q

¢) Erweiterung der Schatzung auf Parameter des stochastischen Modells

(1) Das Modell G2 gestattet bei Vorgabe der Kovarianzmatrix sz eine zusdtzliche Schatzung des
ProzeBkoeffizienten a im Funktionalmodell. Dies fiihrt auf eine nicht-lineare Funktion bei den
zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen, d.h. es muB eine Linearisierung bis zu Gliedern 1. Ordnung
vorgenommen werden und der Schatzalgorithmus von Naherungswerten fiir die Unbekannten aus itera-
tiv ablaufen. Da der ProzeBkoeffizient auch im stochastischen Modell in der Matrix an auftritt,
erfolgt mit jeder Iteration eine Anpassung der Kovarianzmatrix sz. Die Schdtzung des ProzeR-
koeffizienten im Modell Gl ist nur lber die VCC-Schdtzung moglich, wobei aber der numerische
Aufwand unverhdltnismdBig hoch gegeniiber der Schdtzung im Modell G2 ist.

(2) Neben der Schatzung des Koeffizienten a 18Rt sich im Modell G2 auch verhdltnismdBig einfach
die Kovarianzmatrix CSS mit Hilfe des VCC-Modells schdtzen. Besonders gering ist der numerische
Aufwand, wenn es sich bei den lokalen Parametersdtzen E(k) um gegenseitig orthogonale Parameter
handelt, d.h. die Matrix CSS ergibt sich als Diagonalmatrix und wenn die Matrix CSE ebenfalls
Diagonalstruktur aufweist. Wendet man dann das Schdtzverfahren nach Forstner an (vgl. GI.
(2.2.2-3)), so ergeben sich die Verianzkomponenten fiir einzelne Beobachtungsgruppen direkt aus
den einzelnen Anteilen an der Varianz der Gewichtseinheit:

.2 2 2
2 EIPp T Egbp t ...t ERD,
go =
rytry + o+,
(4.2-10)
2 A2 L2
%;W1+%§Wz+‘“'+%§ﬁn
= 3
; Pig tAript et Qi

i i
wobei n die Gruppenanzahl bedeutet. Flr die einzelne Beobachtungsgruppe j gilt dann nach Forst-

ner (1979):

g = "ET———*— mit rij =1- pijgij . (4.2-11)
r.
i

Dabei bedeutet:

~

i

i-te Verbesserung der Gruppe J

€.,
Eij
i-ter Redundanzanteil der Gruppe j

r..
1
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i = i-tes a priori Gewicht der Gruppe j (pij = q;} , da Gewichtsmatrix
als Diagonalmatrix angesetzt wird)

o

|2

i - i-ter a posteriori Gewichtskoeffizient der Gruppe J

Die Gleichung (4.2-11) ergibt sich mit Vj=I und o§=l als Ndherungswert direkt aus Gleichung
(2.2.2-3), denn

ﬂj = C ]VJC” = ;Ep

und

i

S (CMCHVJCH) Z%rijpij
Mit G1. (4.2-11) lassen sich iterativ die Varianzkomponenten von Beobachtungsgruppen schdtzen,
vorausgesetzt die Kovarianzmatrix der Beobachtungen ist eine Diagonalmatrix. Man kann somit die
Varianzen der stochastischen Parameter L (i=1,...,q) zusdtzlich zu ihrem zeitabhangigen Korre-
lationsanteil (ProzeBkoeffizient a) mit vertretbarem Aufwand im Modell G2 schdtzen, wobei der
stochastische Teil folgende Struktur aufweisen muf:

|™
—

Dl | =0 =diag(c§) ) (4.2-12)
0

1=

Die Uberlegenheit des Modells G2 mit seinem erweiterten Funktionalteil gegeniiber dem Modell le

wird besonders bei der Parameterschdtzung sehr deutlich. Die Integration des stochastischen Pro-
zesses im Funktionalteil vereinfacht die Schdtzung der Parameter des stochastischen Modells er-

heblich, worauf in der folgenden Modelldiskussion nochmals eingegangen wird.

4.3 Mode]]diskussion

(1) Das kombinierte Modell in seinen dquivalenten Darstellungsformen Gl und G2 basiert auf der
Zerlegung des stochastischen Modells in einen Tokalen Anteil und einen Korrelationsanteil zwi-
schen verschiedenen MeBepochen. Diese Zerlegung gestattet es, den Korrelationsanteil durch auto-
regressive Prozesse zu beschreiben, die wiederum durch ihre Eigenschaft der funktionalen Kon-
struierbarkeit der Korrelationen eine Erweiterung des Funktionalmodells in der Form des Modells
G2 ermdglichen. Mit der Einflihrung der zusatzlichen Beobachtungsgleichungen ergeben sich die
beim Modell G2 bereits erwdhnten Vorteile flr die Schdatzung. Dariiber hinaus weist der Normal-
gleichungsanteil, der, durch die zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen bedingt, zur Submatrix N,,
(vgl. G1. (4.2-3)) hinzuaddiert werden muB, eine sehr einfache Struktur auf, vorausgesetzt die
Dispersion im Modell G2 besitzt Diagonalgestalt. Denn in diesem Fall muf lediglich auf die Haupt-
diagonale und zwei Nebendiagonalen ein Anteil addiert werden (vgl. Abbildung 4.la), der sich aus
dem Produkt (DTQ;;Dﬁac;l) ergibt. Das bedeutet filir die Anwendung des Modells, daB die Berlick-
sichtigung der Korrelationen zwischen den Epochen ohne grofen numerischen Aufwand in bestehende
Losungsalgorithmen integriert werden kann.

Erweitert man die Schdatzung um die Bestimmung des ProzeBkoeffizienten a im Modell G2, so wird
die Linearitdt der zusdtzlichen Beobachtungsgleichungen zersttrt. Somit miissen zur Losung des
Normalgleichungssystems (G1. (4.2-2)) fir jede Iteration die rechten Seiten beziiglich der zu-
sdtzlichen Beobachtungsgleichungen neu aufgebaut werden. Die Schdtzung der Varianzkomponenten
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flr Beobachtungsgruppen von orthogonalen Parametern nach G1. (4.2-11) erfordert ein ausreichend
groBes Verhdltnis zwischen Anzahl der Epochen und der Anzahl der Gruppen, um ein hinreichendes
Konvergenzverhalten zu erlangen und eine zuverldssige Schatzung zu garantieren. Sie ist im Mo-
dell G2 einfacher zu handhaben, da die Strukturmatrizen Vj als Einheitsmatrizen angenommen wer-
den konnen, wenn die Kovarianzmatrizen CEe und CsS Diagonalgestalt aufweisen. Im Modell Gl da-
gegen ist die Schatzung der Varianzen der stochastischen Parameter aufwendiger, da die Struktur-
matrizen wesentlich komplizierter aufgebaut sein missen (vgl. G1. (4.1.1-4)).

(2) Geht man im Sinne einer Erweiterung des stochastischen Modells von Korrelationen zwischen
den Zeitreihen aus, d.h. die Kovarianzmatrix CSS sei, wie im Falle nicht-orthogonaler Parameter,
voll belegt, so ergibt sich der Normalgleichungsanteil in der Form einer Bandmatrix mit einer
Bandbreite von 2q. Die Steigerung des numerischen Aufwands ist in diesem Fall iiberwiegend von
der Dimension der zu invertierenden Matrix Css abhdngig.

Ist zusdtzlich noch eine voll besetzte Kovarianzmatrix Cit) pro Epoche zu beriicksichtigen, so
verliert das Modell G2 an numerischen Vorteilen gegeniiber dem Modell Gl, da umfangreiche Inver-

sionen notwendig und eventuelle Bandstrukturen zerstort werden.

Weist die Kovarianzmatrix C€€ komplizierte Strukturen auf, dann ist eine zusdtzliche Erweiterung
des Funktionalmodells nicht mehr sinnvoll. Das Modell G2 stellt gewissermaBen den Grenzbereich

des Funktionalmodells dar. Weitere Verfeinerungen sollten nur noch im stochastischen Modell vor-
genommen werden, indem man die Kovarianzmatrix CSE durch das Primarfehlerkonzept oder durch Ko-
varianzfunktionen beschreibt. Ohne den numerischen Aufwand weiter zu steigern, Tassen sich hier

alle Arten von Korrelationen beriicksichtigen.

(3) Eine der wesentlichen Einschrankungen beim kombinierten Modell ist die Annahme eines fiir
alle stochastischen Parameter identischen AR(1)-Prozesses. Diese Einschrankung 1dBt sich ohne
zusdtzlichen numerischen Aufwand fiir die Schdtzung aufheben, wenn man das Modell G2 verwendet.
Zwar wird die Struktur des Krcneckerproduktes beim Ansatz unterschiedlicher AR(1)-Prozesse pro
stochastischem Parameter zersttrt, aber die Struktur des Normalgleichungsanteils bleibt voll-
stdandig erhalten, sofern es sich bei der Kovarianzmatrix CZZ um eine Diagonalmatrix handelt.
Lediglich die ProzeBkoeffizienten sind den einzelnen Parametern zugeordnet (vgl. Abbildung 4.1b).
Bei Beriicksichtigung von Korrelationen erhdlt man fiir die Matrix sz eine Blockdiagonalstruktur.

Eine Erweiterung des Modells auf Prozesse hoherer Ordnung ist ebenfalls ohne hohen zusdtzlichen
Aufwand méglich. Lediglich die Bandbreite der Matrix DTQ;;D erweitert sich mit Steigerung der
ProzeBordnung. Die zur Definition des kombinierten Modells eingefiihrten Einschrankungen sind in-
sofern nicht bindend, stellen aber zur Einfiihrung und Erlduterung des Modells eine wesentliche
Erleichterung dar. Inwieweit diese Einschrdnkungen aufzuheben sind, hdngt jeweils von dem gege-
benen Einsatz des Modells ab und bleibt somit dem Anwender Uberlassen.

5. Zusammenfassung

Das Kapitel II Tegt die Grundlagen fiir die Modellentwicklung der Aerotriangulation im Sinne

einer Modellerweiterung bzw. Verfeinerung des funktionalen und stochastischen Teils des bisheri-
gen mathematischen Modells fest. Die allgemeine Darstellungsweise, insbesondere im Abschnitt 2,
hebt das Kapitel aber aus dem Bereich einer Spezialanwendung hervor und macht es auch fiir Gebiete
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auBerhalb der Photogrammetrie zugdnglich. Eine weitere Zielsetzung dieses Kapitels ist die
Schaffung mathematischer Grundlagen flir empirische Untersuchungen, speziell im Bereich des sto-
chastischen Modells der Aerotriangulation. Zusammenfassend sollen deshalb die flir den weiteren
Ablauf der Arbeit wesentlichen Gesichtspunkte aufgefiihrt werden.

Der Abschnitt 2 weist neben seiner Ubersichtsfunktion im Zusammenhang mit der formalen Beschrei-
bung der Wirkungsweise von Modellfehlern insbesondere auf die Auswahlkriterien zusdtzlicher Pa-
rametergruppen hin. Damit lassen sich auch Aussagen Uber Versuchs- und MeBanordnungen fiir kinf-

tige empirische Untersuchungen treffen.

Ein weiterer Gesichtspunkt ist die mit dem multivariaten GM-Modell eingefiihrte Trennung des sto-
chastischen Modells in einen Korrelationsanteil zwischen verschiedenen MeBepochen und einen An-
teil innerhalb der einzelnen Epochen. Diese Trennung ist der Situation in der Aerotriangulation
angepaBt und ist folglich als Baustein in das am Schluf der in diesem Kapitel aufgezeigten Mo-
delTentwicklung stehende kombinierte Modell integriert.

Der Abschnitt 3 Uber die Wahl von Kovarianzstrukturen beschaftigt sich ausschlieBlich mit dem
stochastischen Modell und dessen Strukturierung. Hier sind insbesondere im Zusammenhang mit der
Aerotriangulation die Zeitreihenmodelle hervorzuheben, da sie recht plausibel der Aufnahmefolge
der Luftbilder zugrunde gelegt werden konnen. Die stochastischen Prozesse zur Beschreibung der
Zeitreihen gestatten durch ihren konstruktiven Aufbau die Integration im Funktionalmodell, was
fir ihre numerische Behandlung ein nicht zu unterschdtzender Vorteil ist.

Fiir die Analyse empirisch bestimmter Kovarianzmatrizen werden verschiedene Verfahren diskutiert,
wobei sich bei geringen Vorinformationen die principal components-Analyse als das geeignetste
Verfahren erweist. Dies entspricht dem Kenntnisstand iiber das stochastische Modell der Aerotri-
angulation, so daB ein wirksames Instrument fiir empirische Untersuchungen zur Verfiligung steht.

Der Abschnitt 4 stellt die Verbindung zwischen den vorangegangenen Abschnitten dar und schlieBt
mit dem kombinierten Modell als einer Synthese der zuvor definierten Modelle das Kapitel ab.
Womit fiir die Aerotriangulation zwar ein numerisch aufwendiges, aber die bisherigen Modelle
iiberragendes mathematisches Modell zur Verfiigung gestellt wird, welches sowohl im funktionalen
als auch im stochastischen Bereich den neuesten Entwicklungen Rechnung trdgt. Sein wesentlicher
Vorteil besteht in der einfachen Struktur und der Moglichkeit, in bestehende Ldsungsalgorithmen
zur Blockausgleichung mit Selbstkalibrierung integrierbar zu sein.

Nach der Einfiihrung der mathematischen Modelle mit ihren Erweiterungen und Spezialisierungen
soll im folgenden Kapitel der direkte Bezug zur Aerotriangulation hergestellt werden. Ein Grund-
rif der Entwicklung des mathematischen Modells in der Aerotriangulation wird einen Einblick in
die bisher erzielten Genauigkeitssteigerungen durch Modellerweiterungen geben. Die Einfiihrung
des kombinierten Modells bildet als konsequente Weiterentwicklung den Schwerpunkt des Kapitels.
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III. ERWEITERTES MATHEMATISCHES MODELL DER AEROTRIANGULATION

Das mathematische Modell der Aerotriangulation hat mit seinen im Laufe der Zeit entwickelten
Verfeinerungen einen hohen praktischen Standard erreicht und theoretische Entwicklungen zumin-
dest eingeleitet. Die Modellvorstellung der perspektiven Projektion, wie sie mathematisch streng
in der Biindelblockausgleichung und auch indirekt bei der Blockausgleichung nach der Methode der
unabhédngigen photogrammetrischen Modelle zugrunde liegt, ermdglicht eine prdzise photogrammetri-
sche Punktbestimmung. Auf dem bis jetzt am weitesten entwickelten Niveau der Anwendung, wie es
zum Beispiel in der Katasterphotogrammetrie vorliegt, reichen die bei der Blindelblockausglei-
chung inzwischen gebrduchlichen mathematischen Ansdtze mit Beriicksichtigung systematischer Bild-
deformationen aus. Dennoch bleiben die Ergebnisse empirischer Untersuchungen stets hinter den
auf diesem Modellniveau giiltigen theoretischen Erwartungen zuriick, wie bereits in Kapitel I dar-
gelegt wurde.

Um diese Differenz zu verringern und eine weitere Steigerung der Leistungsfahigkeit zu erreichen,
wird nachfolgend fur die Aerotriangulation ein erweitertes mathematisches Modell vorgeschlagen
werden, welches speziell eine Verfeinerung des stochastischen Teils beinhaltet. Dieses auf all-
gemeinen Uberlegungen und empirischen Untersuchungen basierende Modell soll die theoretische
Grundlage fiir eine hochgenaue photogrammetrische Punktbestimmung liefern, wie sie zum Beispiel
bei Deformationsanalysen gefordert wird. Vorrangig wird allerdings dieses Modell seine wesent-
liche Bedeutung zundchst in der Forschungund in allgemeinen theoretischen Untersuchungen, z.B.
bei der Abschatzung und Beurteilung einfacherer Modelle, haben.

Das Kapitel III beinhaltet neben einem AbriB liber die Entwicklung der analytischen Punktbestim-
mung im Bildverband nach der Biindelmethode die Konkretisierung des im Abschnitt II.4 vorgestell-
ten kombinierten Modells in Bezug auf die Aerotriangulation. Neben der Diskussion und Wertung

dieses Modells wird eine Abschdtzung der theoretisch moglichen Genauigkeitssteigerung angegeben.

1. Modellentwicklung in der Aerotriangulation

1.1 Entwicklung des mathematischen Modells

a) Perspektive Projektion und a priori Korrekturen

Die analytische Punktbestimmung im Bildverband nach der Biindelmethode (und auch der Methode der
unabhangigen Modelle) begann Mitte der 60er Jahre mit dem Aufkommen der elektronischen Rechenan-
lagen. Das mathematische Modell entsprach der einer idealisierten MeBkammer zugrundeliegenden
perspektiven Projektion. Das bedeutet, die einen Bildpunkt beschreibenden Bildkoordinaten werden
bei gegebener innerer Orientierung als Funktion der 3 Rotationsparameter, der 3 Translations-
parameter und der 3 Gelandekoordinaten des Objektpunktes dargestellt. Eine ausflihrliche Darstel-
lung der formalen Zusammenhdnge ist in den einschldgigen Photogrammetrie-Lehrblichern, z.B.
Schwidefsky/Ackermann, zu finden. ‘

Der perspektiven Projektion im funktionalen Teil des mathematischen Modells stand ein sehr stark
vereinfachtes stochastisches Modell gegeniiber. Da iiber die stochastischen Zusammenhdnge im Luft-
bild oder gar im Bildverband nur qualitative Informationen vorlagen, aber eine quantitative
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Formulierung nicht mogiich war, ging man von gleichgenauen und unkorrelierten Beobachtungen aus.
Das mathematische Modell entsprach dem GauB-Markoff-Modell (Modell A).

Durch die Einflihrung von sogenannten a priori Korrekturen versuchte man Einfliisse des photogram-
metrischen Aufnahme- und Auswerteprozesses zu erfassen, um damit eine Verbesserung des Ergeb-
nisses unter Beibehaltung des einfachen Modellansatzes zu erreichen, d.h. die Beobachtungen wur-

den auf ein vereinfachtes Rechenmodell reduziert. Diese "Fehler-" einfllisse, wie atmosphdrische
Refraktion, optische Verzeichnung des Linsensystems in der Aufnahmekammer, Unebenheit des Films,
Erdkriummung usw., werden vor der Ausgleichung an den MeBwerten korrigiert, was der Beriicksichti-
gung eines konstanten Anteils in den Beobachtungen entspricht. Eine ausfiihrliche Zusammenstel-
lung iber die a priori als bekannt angenommenen Fehlereinflisse und deren Diskussion einschlief-

lich reichhaltigen Literaturhinweisen ist in Haug (1980) und Schilcher (1980) zu finden.

Die a priori Korrekturen erfassen allerdings nur einen Teil der Fehlereinfliisse, die 1in der
Literatur iibTicherweise als systematische Bildfehler bezeichnet werden und im eigentlichen Sinn
Modellanpassungsfehler darstellen, da es sich in der Regel nicht um konstante sondern variieren-
de Einflisse handelt (vgl. Kapitel I). Die verbleibende Restsystematik erzeugt starke Korrela-
tionen zwischen den Bildkoordinaten, die durch das sehr vereinfachte stochastische Modell nicht
kompensiert werden.

Parallel zur Einfiihrung der a priori Korrekturen, die im eigentlichen Sinne eine Verfeinerung
des Funktionalmodells darstellen, begann die Integration stochstischer Variablen liber zusatz-
liche Beobachtungsgleichungen in das mathematische Modell, aufbauend auf der Arbeit von H. H.
Schmid und E. Schmid (1965). Das zundchst aus rein operationellen Griinden fiir die Behandlung von
stochastischen PaBpunktkoordinaten eingefiihrte Modell der Form D2 gestattet es nun, zusdtzliche
Unbekannte als stochastische GroBen zu behandeln und deren Kovarianzmatrix zu beriicksichtigen
(vgl. Definition II.2-7). Allerdings beschrankte sich diese Erweiterung des stochastischen Mo-
dells nur auf die Diagonalelemente der Kovarianzmatrizen der Bild- und PaBpunktkoordinaten (vgl.
Brown (1974), Ackermann, Ebner und Klein (1972)).

Ein wesentlicher Fortschritt in der Genauigkeitssteigerung konnte durch die Simultanbehandlung
der photogrammetrischen Aufnahmen in einem Block erzielt werden (vgl. z.B. Ackermann (1966 und
1968)). Diese Steigerung steht dabei nicht im Zusammenhang mit einer Verfeinerung des mathema-
tischen Modells, sondern beruht ausschlieBlich auf der gleichzeitigen Behandlung der Bild- bzw.
Moge11koordinaten in einem geschlossenen LS-Algorithmus, d.h. in der konsequenten Anwendung des
Modells.

b) Zusdtzliche Parameter zur Selbstkalibrierung

(1) Anfang der 70er Jahre versuchte man durch Erweiterung des Funktionalmodells die nach den

a priori Korrekturen verbleibenden systematischen Bildfehler zu kompensieren. Einen umfassenden
Oberblick iiber die einzelnen Verfahren gibt Schilcher (1980). Hier soll ausschlieBlich auf das
in der Anwendung erfolgreichste Verfahren der simultanen Selbstkalibrierung mit zusdtzlichen
Parametern eingegangen werden. Kubik (1971) und Bauer/Miller (1972) zeigten erstmals die Wirk-
samkeit der zusdtzlichen Parameter, wobei die Idee bereits auf eine prinzipielle Studie von
Schmid (1954) zurlickgeht. Danach wurde eine Vielzahl unterschiedlicher Parameteransdtze ent-
wickelt. Zu einem vorldufigen AbschluB dieses Entwicklungsprozesses kam es auf dem ISP-Kongress
1980 in Hamburg (vgl. Kilpeld (1981)). Hier soll nur, stellvertretend fiir die zwei Hauptrich-
tungen der Entwicklung, der Parametersatz von Brown (1975) und Ebner (1977) genannt werden.
Brown versucht mit seinem Ansatz die systematischen Bildfehler von ihren physikalischen Ursachen
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her zu beschreiben und nimmt dabei bewuRt Korrelationen zwischen den Parametern in Kauf. Ebner
dagegen argumentiert rein mathematisch und operationell, indem er einen heuristischen und bezlig-
lich eines bestimmten Punktschemas im Bild orthogonalen Parametersatz wahlt.

Obwoh1 fiir die Parameter der Selbstkalibrierung zusdtzliche Beobachtungswerte im Sinne des Mo-
dells D2 eingefiihrt und sie damit formal als stochastische GroBen, wie sie bereits Ebner (1977)
theoretisch definierte, behandelt wurden, beschrankte man sich in der Regel bis heute in der
Praxis bei der Vorgabe der stochastischen Information lediglich auf die Auswahimdglichkeit der
Parameter iiber die Gewichtsvorgabe, d.h. die Parameter werden als feste Unbekannte (Gewicht - 0)
oder als Konstante mit dem Wert Null (Gewicht » «) behandelt.

Eine Ausnahme hierbei bilden die im Zusammenhang mit der Working Group III/1 der ISP angestell-
ten Untersuchungen der Universitdten Aalborg und Helsinki, bei denen die zusdtzlichen Parameter
blockinvariant mit unterschiedlichen Gewichten angesetzt wurden (vgl. Kilpeld, Heikkild und
Inkild (1981)). Das heiBt, die zusdtzlichen Parameter wurden als stochastische Unbekannte mit
Erwartungswert Null angesetzt. Dies widerspricht aber der bisherigen Kenntnis Uber die systema-
tischen Bildfehler, wonach diese im Mittel von Null abweichen, sobald sie sich beim blockinva-
rianten Ansatz als signifikant erweisen. Bei einem schwach bestimmten Bildverband wirkt sich die
Gewichtung zwar positiv aus, da die numerische Instabilitdt des Normalgleichungssystems dadurch
kompensiert wird, aber eine Erfassung der systematischen Effekte ist damit nicht immer gewahr-
leistet.

Aber generell 1dBt sich fiir das stochastische Modell der Aerotriangulation sagen, daB es im Zu-
sammenhang mit den zusdtzlichen Parametern keine wirkliche Erweiterung erfahren hat und diese in
der Anwendung nur als feste Unbekannte im Sinne des erweiterten GM-Modells (Modell B) behandelt
werden.

Etwa zur gleichen Zeit ging man dazu iliber, die Kovarianzmatrix der Beobachtungen als Diagonal-
matrix mit unterschiedlichen Varianzen flir die Beobachtungen einzufiihren. Haufig wurden Varian-
zen fir einzelne Beobachtungsgruppen entsprechend der zu erwartenden Genauigkeit der Auswertung
vorgegeben. Eine Erweiterung des stochastischen Modells unter Berlicksichtigung von Korrelationen
erfolgte aufgrund mangeinder guantitativer Kenntnis und numerischer Schwierigkeiten nicht. Die
gesamte Modellentwicklung konzentrierte sich auf das Funktionalmodell der Aerotriangulation, da
dies die groBeren Fortschritte versprach und fiir die Anwendung am einfachsten zu realisieren war.

(2) Unter diesem Gesichtspunkt ist auch der Vorschlag von Moniwa (1976, 1981) zu sehen, die zu-
sdatzlichen Parameter nicht nur streifen- oder blockinvariant anzusetzen, wie es in der Anwendung
der Bilindelblockausgleichung eigentlich bis heute noch der Fall ist, sondern einen bildweisen An-
satz zu wdhlen. Im Hintergrund steht dabei der Einsatz nicht-metrischer Kameras in der Nahbe-
reichsphotogrammetrie, bei denen ein bildweiser Ansatz von zusdtzlichen Parametern zur Kalibrie-
rung notwendig ist, um eine akzeptable Genauigkeit zu erreichen (vgl. Fraser (1982)). In der
Aerotriangulation setzte sich dieser Ansatz nicht durch, da flir groBere Bildverbdnde ein hoher
numerischer Aufwand erforderlich ist. Auch kann das Problem der Uberparameterisierung auftreten,
was zur numerischen Instabilitdt des Normalgleichungssystems fiihrt, aber durch einen geeigneten
orthogonalen Parametersatz mit Konditionspriifung vermindert werden kann.

Immerhin ist die Erweiterung des Funktionalmodells durch den bildweisen Ansatz der zusdtzlichen
Parameter im Sinne der Erfassung der Variation der systematischen Bildfehler, wie sie von Klein
(1980) und Schilcher (1980) beschrieben wurde, ein erster Schritt. Die Beibehaltung der zusatz-
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Tichen Parameter als feste Unbekannte kann aber nur einen Teil der im Grunde genommen als sto-
chastische GroBen zu interpretierenden Bildfehlereinfliisse kompensieren.

¢) Variation der systematischen Bildfehler

Die im Kapitel I dargelegte, aus empirischen Untersuchungen gewonnene Erkenntnis der Variation
der systematischen Bildfehler wurde von Schroth (1982) mit Hilfe von Zeitreihen analysiert.
Forstner (1982b) stellte darauf aufbauend ein mathematisches Modell fiir die Aerotriangulation
vor, bei dem die Variation durch einen stochastischen ProzeB modelliert wird. Aus diesen Erkennt-
nissen und heuristischen Uberlegungen leitet sich das im Abschnitt 2 dieses Kapitels beschrie-
bene erweiterte mathematische Modell der Aerotriangulation als konsequente Weiterentwicklung der
Model1bildung ab.

Die Abbildung 1.1 zeigt Ubersichtlich die Entwicklung des mathematischen Modells bezogen auf die
Methode der Biindelblockausgleichung. Auf dem Gebiet der Nahbereichsphotogrammetrie ging die Ent-
wicklung des stochastischen Modells bis hin zu voll besetzten Kovarianzmatrizen fiir die Bild-
und PaBpunktkoordinaten (vgl. KrauB (1983)), was hier nicht beriicksichtigt wurde, da diese An-
sdtze auf wenige Bilder und damit flir einen Bildverband, wie er in der Aerotriangulation vor-
liegt, vom operationallen Standpunkt aus als nicht geeignet betrachtet werden muf.

Im folgenden soll die mit der Entwicklung des mathematischen Modells verbundene Genauigkeits-
steigerung aufgezeigt werden.

Mathematisches Zeitpunkt
Modell EEREEEREEE RN EERER
1965 1970 1975 1980 1985

Funktionalteil:

perspekt. Projektion

a priori Korrekturen

zusdtzl. Parameter
(blockinvariant)

zusatzl. Parameter
(bildweise)

stochast. Teil:

)
€= ot )
C,,= diag(o})

Abb. 1.1: Entwicklung des mathematischen Modells in der Aerotriangulation
bezogen auf die Methode der Biindelblockausgleichung

1.2 Genauigkeitssteigerung durch Verfeinerung des Modellansatzes

Die Verfeinerung des mathematischen Modells der Aerotriangulation in Hinsicht auf die erreich-
bare Genauigkeit der photogrammetrischen Punktbestimmung griindet sich bis heute zum einen auf
die von der Praxis gestellten Anforderungen und zum anderen auf die Diskrepanz zwischen theo-
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retischer Erwartung und praktischen Resultaten von Blockausgleichungen. Die mit der Verfeinerung
des Modellansatzes verbundene Genauigkeitssteigerung soll hier anhand vorangegangener Untersu-
chungen und Vergffentlichungen kurz zusammengefaBt werden.

(1) Die Berilicksichtigung von a priori Korrekturen an den aus einer Rahmenmarkentransformation
der Maschinenkoordinaten hervorgegangenen Bildkoordinaten und deren Auswirkung auf die Genauig-
keit der Punktbestimmung wurde u.a. von Schilcher (1980) untersucht. Er erhielt aus seinen empi-
rischen Untersuchungen mit dem Datenmaterial des Testfeldes Rheidt eine Genauigkeitssteigerung
um den Faktor 1.0 bis 1.9 bei den quadratischen Mittelwerten der Differenzen zwischen geoddtisch
und photogrammetrisch bestimmten Lagekoordinaten (“xy) an Vergleichspunkten. Dabei beriicksich-
tigte er die a priori Korrekturen flr Verzeichnung, Refraktion und Erdkrimmung und verglich
unterschiedliche PaBpunktanordnungen und Kammertypen. Flr die optische Verzeichnung yerwendete
er die Daten aus der Laborkalibrierung und einen radialsymmetrischen Korrekturansatz wegen Re-
fraktion und Erdkrimmung.

Den EinfluR einer Verfeinerung der a priori Korrekturen, wie die Beriicksichtigung der Bildneigung
auf die Korrektur wegen Erdkrimmung oder die Auswirkung des geoddtischen Bezugssystems, unter-
suchte Haug (1980) am Datenmaterial des OEEPE-Versuchs Oberschwaben. Eine signifikante Genauig-
keitssteigerung konnte allerdings nicht festgestellt werden. Die Definition des geoddtischen Be-
zugssystems wird auch von Wang (1980) als unerheblich fiir die Genauigkeit der Punktbestimmung an-
gegeben, vorausgesetzt es handelt sich um ein konformes System.

Zusammenfassend 133t sich sagen, daB die Genauigkeitssteigerung durch a priori Korrekturen fiir
den Einzelfall nicht angegeben werden kann, da zu viele Faktoren, wie zum Beispiel der Wartungs-
zustand der Kammer und die Anderung der Kammergeometrie wéhrend des Fluges, Einfluf nehmen. So
gibt Ellenbeck (1981) an, daB geeignete Hypothesen zur physikalischen Beschreibung von Bildfeh-
lern hinsichtlich einer a priori Korrektur kaum zu finden sind.

(2) Die Einflihrung von zusdtzlichen Parametern als feste GroBen in das mathematische Modell
brachte nochmals eine erhebliche Genauigkeitssteigerung. Flir die blockinvariante Korrektur der
Systematik gibt Schilcher (1980) eine Genauigkeitssteigerung um den Faktor 1.2 bis 1.3 gegeniiber
der ausschlieBlich um a priori Korrekturen verbesserten Bildkoordinaten fiir seine empirischen
Untersuchungen an, wobei er die Korrektur mit Hilfe des Testfeldes bestimmte. Klein (1980) be-
stdtigte unabhdngig davon diese Genauigkeitssteigerung mit Hilfe des blockinvarianten Ansatzes
der Selbstkalibrierung bei seinen Untersuchungen des Testfeldes Appenweier, und auch die sehr
umfangfeichen Untersuchungen der ISP-Working Group III/1 filhrten im Mittel auf das gleiche Ergeb-
nis (siehe Kilpeld (1981)).

Die Genauigkeitssteigerung im photogrammetrischen Block ist allerdings abhdngig von der Geome-
trie des Blocks (PaBpunktanordnung, Uberdeckung), von den tatsdchlich vorhandenen Deformationen
und auch vom Verfeinerungsgrad des verwendeten mathematischen Modells. So ist z.B. die Queriber-
deckung beim blockinvarianten Ansatz zusdtzlicher Parameter entscheidend flir die Erfassung zy-
Tindrischer Deformationen des Luftbildes (vgl. Ackermann (1981)).

Die Verfeinerung des Modells durch einen streifenweisen Ansatz zusdtzlicher Parameter bzw. der
Korrektur der Systematik ergibt nach den Untersuchungen von Schilcher und Klein eine weitere
Steigerung um den Faktor 1.3 gegeniiber dem blockinvarianten Ansatz. Dies konnte allerdings von
Kilpeld nicht bestdtigt werden, da es in diesem Fall zu numerischen Instabilitdten des Normal-
gleichungssystems infolge Uberparameterisierung bei den zur Verfiigung stehenden Pafpunktanord-

nungen kam.
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Eine weitergehende Verfeinerung durch eine bildweise Korrektur der Systematik ergibt bei den
Untersuchungen von Schilcher eine Genauigkeitssteigerung um den Faktor 1.5 bis 1.7 gegeniiber dem
blockinvarianten Ansatz. Insgesamt erhielt er bei diesem Ansatz eine Steigerung um den Faktor
1.9 bis 2.0 gegeniiber dem Ansatz ohne Korrektur der Systematik, womit sich deutlich die Effi-
zienz des verfeinerten mathematischen Modells zeigt.

(3) Die Erweiterung des Funktionalmodells hat somit eine beachtliche Genauigkeitssteigerung er-
reicht, wobei Schilcher mit seinem zuletzt genannten Ansatz nahe an das Niveau des seinen Unter-
suchungen zugrundeliegenden MeBrauschens von 1.4 um im Falle der Weitwinkelaufnahmen (§6:21'7“m)

herangekommen ist.

Unter der Beriicksichtigung der in diesem Fall erzielten MeBgenauigkeit bedeutet das aber, daB

" eine dariiber hinausgehende Modellerweiterung, z.B. im stochastischen Teil, keine wesentliche
Steigerung mehr bewirken wiirde. Desweiteren sind in der Anwendung die systematischen Bildfehler
nicht so vollstdndig und exakt bestimmbar, da nicht flir jedes Bild ein Testfeld, bzw. eine so
hohe Punktdichte zur Bestimmung zusdtzlicher Parameter zur Verfiigung steht. Somit miissen die Er-
gebnisse von Schilcher als Idealfall betrachtet werden, der sich nur mit einem sehr weit ent-
wickelten mathematischen Modell und unter bestimmten operationellen Voraussetzungen erreichen
18Rt.

Natiirlich sind auch die gesamten hier genannten Angaben iiber die Genauigkeitssteigérung durch
Beriicksichtigung der a priori Korrekturen und der systematischen Bildfehler relativ zu sehen,

da sie von dem im Einzelfall vorliegenden Datenmaterial abhdngig sind. Aber dennoch konnen die
Ergebnisse, da sie unabhdngig voneinander ermittelt wurden, als Anhaltspunkte flr die Leistungs-
fahigkeit der bis heute iiblichen Modellansdtze gelten.

Damit ist der Rlickblick lber die Modellentwicklung und den Leistungsstand der Aerotriangulation
abgeschlossen. Der ndchste Abschnitt stellt nun ein neues, sich aber konsequent an die Entwick-
lung anreihendes mathematisches Modell fiir die Aerotriangulation vor.

2. Das kombinierte Modell in der Aerotriangulation

Der folgende Abschnitt zeigt die Anwendung des in Kapitel II.4 besprochenen kombinierten Modells
flr die Aerotriangulation. Dabei steht die Konkretisierung des mathematischen Modells im Vorder-
grund. In der anschlieBenden Modelldiskussion wird besonders auf die Flexibilitdt des Modells
und auf seine praktischen Einsatzbereiche hingewiesen. Eine Abschdtzung der zu erwartenden Ge-
nauigkeitssteigerung gegeniiber den herkommlichen Modellen beendet den Abschnitt.

2.1 Umsetzung des kombinierten Modells

Der Ansatz des kombinierten Modells begriindet sich neben den experimentell nachgewiesenen Varia-
tionen der systematischen Bildfehler (vgl. Jaud (1980), Klein (1980), Schilcher (1980)) auch auf
das sehr erfolgreiche Verfahren zur hochgenauen photogrammetrischen Punktbestimmung beim US Na-
tional Ocean Survey (NOS), (vgl. Slama (1978) und Lucas (1983)). Das beim NOS angewandte Verfah-
ren beniitzt Reseauaufnahmen und korrigiert die gemessenen Bildkoordinaten eines Punktes um die



79

aus den umliegenden Reseaukreuzen abgeleiteten Bilddeformationen. Damit werden die lokalen Ein-
flisse systematischer Filmfehler beseitigt, und im praktischen Einsatz ergab sich die Genauig-
keit der ausgeglichenen Bildkoordinaten mit 2 um. Das Verfahren entspricht in seinem Konzept dem
lokalen Ansatz von zusdtzlichen Parametern pro Bild, wie er direkt im kombinierten Modell ent-
halten ist und im folgenden detailliert beschrieben wird.

Das kombinierte Modell in der Aerotriangulation baut sich analog zum Modell G2 (Def. II.4-2)

auf, wobei es allerdings durch zusdtzliche Beobachtungsgleichungen flir die PaRpunktkoordinaten
die erweiterte Form des Modells D2 (Def. II.2-7) annimmt, um auch deren stochastische Eigenschaf-
ten beriicksichtigen zu konnen. Somit 183t sich das Modell wie folgt definieren:

Definition III.2-1: Kombiniertes Modell in der Aerotriangulation

- . (1) :
1, = ATxT+ANxN+APxP+Bzo+d1ag(B )t+§B [ [x

1p = LXp ep X

0 = (Del )t+n 0

Zz

. (1)
ATxT+ANxN+APxP+BzO+d1ag(B )t CBB 0 0

1| ~M I %p , |0 ¢, 0

0 (Dol )t o 0 ¢

Hierbei bedeutet:

|
w
It

Zufallsvektor der Bildkoordinaten (o(JB) =nx1)

= Zufallsvektor der gegebenen PaBpunktkoordinaten (o(lp)= kx1)

= Koeffizientenmatrix der Transformationsparameter (o(AT) =nx6p, r(A

'b—.

) =6p)
= Koeffizientenmatrix der terrestrischen Neupunktkoordinaten (o(AN)=jnxu, r(AN)= u)
= Koeffizientenmatrix der terrestrischen Pafpunktkoordinaten (o(AP) =nxk, r(AP)= k)
= Koeffizientenmatrix des blockinvarianten Teils der zusdtzlichen Parameter

(o(B) =nxq, r(B)=q)

= Koeffizientenmatrix des bildweisen Teils der zusdtzlichen Parameter des Bildes i,

Submatrix von B (o(B(i)) =n.xq, r(B(i)) =q)
= Koeffizientenmatrix des AR(1)-Prozesses (o(D)=pxp, r(D)=p), siehe Anhang A3

W = > =
v =z -

w
—
=
i

= Vektor der Transformationsparameter (o(xT)= 6px1)

= Vektor der terrestrischen Neupunktkoordinaten (o(xN) = uxl)

= Vektor der terrestrischen PaBpunktkoordinaten (o(xP)= kx1)

= Vektor des blockinvarianten Anteils der zusdtzlichen Parameter, Mittelwert Uber

N X X X ©O
o wvw Zz -

gesamten Block (o(zo) = qx1)

Vektor des bildweisen Anteils der zusdtzlichen Parameter (o(t)=pgxl)
gg) =nx1)

= kx1)

ot
1

= Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (of
= Zufallsvektor der PaBpunktfehler {o(

&

p)



80

= Konsistenzparameter der zusdtzlichen Parameter (o(n) =pgxl)
) =nxn, r(Cgp) =n)

1=
|

= Kovarianzmatrix der Bildkoordinaten (o(CBB

= Kovarianzmatrix der terrestrischen PaBpunktkoordinaten (o(C

o
w

pp) = kxk, r(Cop) =K)
=paxpg, r(C,, ) =pq)

-
-

= Kovarianzmatrix der zusd@tzlichen Parameter (o(CZZ)

N
N

= Anzahl der Bildkoordinaten

Anzahl der Bildkoordinaten im Bild i

= Anzahl der Bilder im Block

= Anzahl der terrestrischen Neupunktkoordinaten

= Anzahl der terrestrischen PaBpunktkoordinaten
= Anzahl der zusdtzlichen Parameter pro Bild (liber alle Bilder konstant)

0O X € T S OS O OO
1}

Die Koeffizientenmatrizen AT, AN
tiven Projektion. Im einzelnen enthdlt die Matrix AT die partiellen Differentiale der 6 Trans-
formationsparameter pro Bild und die Matrizen AN bzw. AP die partiellen Differentiale der ter-

und AP beinhalten die linearisierten Beziehungen der perspek-

restrischen Koordinaten.

Fir die zusdtzlichen Parameter ist generell jeder Ansatz zugelassen, aber aus numerischen Griin-
den ist ein orthogonaler Ansatz, z.B. nach Ebner (1977) oder Griin (1978) vorzuziehen (siehe
(Abschnitt 2.2). Der Vektor z, enthdlt den globalen Anteil der zusdtzlichen Parameter, d.h. die
Mittelwerte lber den gesamten Block, wohingegen der Vektor t die liber den Flug um die Mittel-
werte streuenden Anteile der systematischen Bilddeformationen beinhaltet. Die Korrelation zwi-
schen den Bildern wird durch die Korrelation zwischen den zusdtzlichen Parametersatzen t(i) pro
Bild ausgedriickt und ist in der dritten Gruppe von Beobachtungsgleichungen liber den AR(1)-Prozef
modelliert.

Die Kovarianzmatrizen sind vorzugeben, wobei sich aber bei der Matrix sz=an®Css im Falle
Css=diag(c§i) das Verfahren der VCC-Schatzung, wie im Abschnitt I1.4.2 beschrieben, anbietet.
Eine ausfiihrliche Diskussion des kombinierten Modells in der Aerotriangulation, insbesondere
auch unter dem numerischen Aspekt, schlieft sich im folgenden Abschnitt an.

2.2 Modelldiskussion

2.2.1 Vergleich mit konventionellen Verfahren

Mit dem kombinierten Modell ist es erstmals gelungen, die mehrmals in der Literatur angesproche-
ne Zerlegung des stochastischen Modells in einen Korrelationsanteil zwischen den Bildern und im
einzelnen Bild auf sehr einfache und elegante Weise zu realisieren. Aber nicht nur die Erweite-
rung des herkommlichen stochastischen Teils zeichnet das kombinierte Modell aus, sondern auch
der sehr starke Ausbau des Funktionalteils durch den Ansatz bildweiser zusdtzlicher Parameter.
Natiirlich bedeutet in der Regel eine Erweiterung des mathematischen Modells auch einen erhdhten
numerischen Aufwand. Deshalb ist es in der Anwendung im einzelnen abzuschdtzen, welcher Verfei-
nerungsgrad fir die jeweilige Aufgabenstellung erforderlich oder zureichend ist.

Da das kombinierte Modell sehr allgemein gehalten ist und sich durch die Weiterentwicklung aus
den bisherigen Modellansdtzen zur Aerotriangulation ergibt, beinhaltet es auch alle vorange-
gangenen Formulierungen vom einfachsten Modell der reinen perspektiven Transformation bis hin
zum blockinvarianten oder auch bildweisen Ansatz der zusdtzlichen Parameter. Alle Modellformu-
Tierungen Tlassen sich durch geeignete Wahl der Dispersion und des ProzeRkoeffizienten reali-
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sieren. Die Definition in der Form des Modells D2 bzw. G2 erleichtert, neben seinen numerischen
Vorteilen, wesentlich die programmtechnische Realisierung und auch die Handhabbarkeit des Mo-
dells, da die Anzahl und die Eigenschaften der unbekannten Parameter lber das stochastische Mo-
dell manipuliert werden kinnen. So lieBen sich auch aus rein operationellen Griinden noch weitere
zusatzliche Beobachtungsgleichungen fiir den blockinvarianten Anteil der zusdtzlichen Parameter
anfiigen, um Uber die Dispersion eine geeignete Auswahl treffen zu konnen.

Die Realisierung des kombinierten Modells 1dBt sich innerhalb bestehender Programme zur Biindel-
blockausgleichung, vorausgesetzt sie weisen einen Strukturaufbau in der Form des Modells D2 auf
und lassen Gruppen von zusdtzlichen Parametern zu, ohne Schwierigkeiten vollziehen. In diesem
Fall ergibt sich flr die Normalgleichungsmatrix eine gerdnderte Bandstrukturmit einer von der
Anzahl der zusdtzlichen Parameter abhdngigen Randbreite. Bei einer Neukonzeption sollten aller-
dings alle bildweisen Parameter zusammengefaBt werden, da sich dadurch organisatorische und nu-

merische Vorteile ergeben (vgl. Abschnitt 2.2.3).

2.2.2 Diskussion des stochastischen Modells

Obwoh1 das kombinierte Modell in seinem funktionalen Teil sehr weit entwickelt ist und auch im
stochastischen Modell den Korrelationsanteil zwischen den Bildern mit Hilfe des AR(1)-Prozesses
funktional erfaBt, stehen beim verbleibenden stochastischen Teil noch einige Fragen zur Dis-
kussion an.

(1) Durch die Abspaltung des Korrelationsanteils zwischen den Bildern verbleibt fiir jedes Bild
i eine separate Kovarianzmatrix Cé;) der beobachteten Maschinen- bzw. Bildkoordinaten, die bei
gleicher MeBgenauigkeit pro Bild von ihrem Aufbau her als konstant iiber den Flug angenommen wer-
den kann (vgl. G1. (II.4.1.1-6)).

In der analytischen Photogrammetrie erfolgt beim Ubergang von Maschinenkoordinaten auf Bildkoor-
dinaten eine Datumstransformation. Diese wird in der Regel durch eine ebene Ahnlichkeitstrans-
formation auf die kalibrierten Rahmenmarken vorgenommen, wobei sich die Kovarianzmatrix der Bild-
koordinaten streng nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz ergibt. Die Datumstransformation der Beob-
achtungen hat aber beim Ansatz der ebenen Ahnlichkeitstransformation keine Auswirkung auf die
Ergebnisse der Schdatzung. Denn die Transformation mit den 6 Parametern der duBeren Orientierung
bei der Bindelausgleichung beinhaltet die 4 Parameter der ebenen Ehnlichkeitstransformation und
nach Rao (1967, lemma 5; vgl. S. 45f) hat ein im stochastischen Modell enthaltener Teil des Funk-
tionalmodells keinen EinfluB auf die Schdtzung. Damit ist es unerheblich, ob man mit der Ko-
varianzmatrix der Maschinen- oder der Bildkoordinaten arbeitet, vorausgesetzt die Parameter der
Datumstransformation sind auch im Modell der Ausgleichung enthalten.

Die Kovarianzmatrix Céé) flir das einzelne Bild i 18Rt sich nach ihren Entstehungsquellen in zwei
Teile aufspalten. Der erste Teil ist bedingt durch MeRfehler, die beim Messen der Maschinenkoor-
dinaten am Auswertegerdt entstehen, z.B. Kalibrierungsfehler des MeBgerdtes oder mangelhafte
Punktidentifizierung. Der zweite Teil wird durch lokale Einflisse im einzelnen Bild verursacht,
die nicht durch die bildweisen zusatzlichen Parameter erfaBt werden kinnen, wie z.B. unmodellier-
te Ortliche Verzerrungen, die Korrelationen im lokalen, kurzwelligen Bereich (Wellenldnge < 5 cm)
bewirken.

Diese Zweiteilung der Kovarianzmatrix Céé) entspricht genau dem Aufbau des Primdrfehlerkonzepts
(vgl. Abschnitt II.3.1.1). Der MeBfehler der Bildkoordinaten 1aBt sich durch den Diagonalanteil
erfassen, und die lokalen, kurzwelligen Deformationen konnen durch physikalische EinfluBgriBen,

wie z.B. Unebenheiten der Andruckplatte, UngleichmdRigkeit des Andruckmechanismus oder klimati-
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sche Einfliisse auf den Aufnahmeprozel beschrieben werden. Damit bietet sich das Primdrfehlerkon-
zept als geeignete Moglichkeit zur Strukturierung der Kovarianzmatrix Céé) an.

Inwieweit allerdings die verbleibenden lokalen Bilddeformationen iberhaupt noch auf die Ergeb-
nisse der Schdtzung EinfluB nehmen und welche physikalischen EinfluBgrdBen dabei maBgeblich sind,
bleibt in empirischen Untersuchungen zu kldaren.

(2) Die Struktur der Kovarianzmatrix sz der bildweisen zusdtzlichen Parameter wird neben dem
Anteil an aus dem AR(1)-ProzeR durch die Kovarianzmatrix CSs des gewahlten Parametersatzes be-
stimmt. Aus operationellen Griinden wird man von einem orthogonalen Parametersatz ausgehen, so
daB sich die Kovarianzmatrix CSS zumindest gendhert als Diagonalmatrix ergibt, vorausgesetzt die

Zeitreihen der Parameter sind weitgehend unkorreliert.

Die Kovarianzmatrix der PaBpunktkoordinaten ergibt sich aus den Informationen liber deren terrest-
rische Bestimmung oder aus einer globalen Genauigkeitsaussage liber das verwendete Festpunktfeld.

(3) Sollte sich anhand kiinftiger empirischer Untersuchungen herausstellen, daB die Kovarianz-
matrix Céé) der Bildkoordinaten signifikante Korrelationen aufweist und sich nicht als Diagonal-
bzw. als Blockdiagonalmatrizen mit geringer Bandbreite ergeben, dann ist der Ansatz in der Form
des Modells G2 nicht mehr von Vorteil. In diesem Fall sollte man, wie bereits in Abschnitt 1I.4.3
angegeben, aus numerischen Griinden die Struktur des Modells Gl vorziehen, um ohne zusdtzlichen
numerischen Aufwand eine weitergehende Verfeinerung des gesamten stochastischen Modells integrie-
ren zu konnen.

Allerdings 1dBt der sehr detaillierte Funktionalteil des kombinierten Modells und die Beriick-
sichtigung der Korrelationen zwischen den Bildern nicht mehr sehr viel Raum flir weitergehende
signifikante Korrelationen zwischen den Bildkoordinaten, und die verbleibenden Dispersionen wer-
den sich somit durch ein weifes Rauschen, dessen Betrag durch die MeBgenauigkeit festgelegt wird,
hinreichend beschreiben lassen.

2.2.3 Numerische Betrachtung

Die numerische Betrachtung des kombinierten Modells in der Aerotriangulation schlieBt sich an
die Ausfiihrungen des Abschnittes II.4.3 an. Die Bestimmung des Prozefkoeffizienten und der Va-
rianzkomponenten von Beobachtungsgruppen wurde dort bereits angesprochen und soll hier nicht
weiter vertieft werden. Die Schwerpunkte dieses Abschnitts sind die numerische Stabilitdt und
der Aufbau des Normalgleichungssystems, sowie eine Abschdtzung des gesteigerten numerischen Auf-
wands beim Einsatz des kombinierten Modells.

(1) Die sich proportional zur Anzahl der Bilder im Block verhaltende Anzahl der zusdtzlichen
Parameter beeinfluft die numerische Stabilitdt des Normalgleichungssystems im kombinierten Modell.
Der Gefahr einer Uberparameterisierung wirkt innerhalb des Modells die Gewichtung der zusdtzli-
chen Parameter entgegen. Die Redundanz des Systems wird durch die bildweisen zusdtzlichen Para-
meter nicht beeinfluBt, da diese als Beobachtungen mit zugehoriger Dispersion im Modell beriick-
sichtigt werden. Allerdings kann eine fdlschlicherweise angesetzte zu grofe Streuung der bild-
weisen Parameter das System destabilisieren.
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Von seiten der Projektplanung ergeben sich weitere stabilisierende Faktoren. Eine hochgenaue
Punktbestimmung mittels Aerotriangulation erfordert bereits bei den konventionellen Verfahren
eine Queriiberdeckung von 60% bzw. eine Kreuzbefliegung, so daR auch beim kombinierten Modell
praktisch nur dieser Fall in Frage kommt. Desweiteren sollte eine hinreichende Anzahl von Punk-
ten pro Bild ausgewertet werden, und zwar idealerweise in einer Anordnung, die eine gendherte
Orthogonalitdt des gewdhlten Parametersatzes gewdhrleistet, um moglichst die einfache Diagonal-
struktur im stochastischen Modell zu erhalten. Als Faustregel fiir die Anzahl der Beobachtungen
pro Bild sollte gelten, daB diese mindestens um den Faktor 2 hoher ist als die Anzahl der unbe-
kannten Parameter pro Bild. Damit ist ein hinreichendes Verhdltnis von Beobachtungen zu Unbekann-
ten im gesamten Block und in den lokalen Bereichen gewdhrleistet. Ansonsten gelten die in der
Aerotriangulation iiblichen Projektparameter einschlieBlich der PaBpunktanordnung zur Erfassung
der blockinvarianten Systematik.

(2) Oblicherweise handelt es sich bei der Blockausgleichung um Systeme mit einer grofen Anzahl
von Beobachtungen (n> 103) und Unbekannten. Deshalb baut man das Normalgleichungssystem besonders
strukturiert auf, um mit Hilfe diverser Losungsalgorithmen die Anzahl der Rechenoperationen zu
reduzieren. Dabei ist die Art der Reduktion des Normalgleichungssystems und das Numerierungs-
schema der Bilder bzw. deren Sortieren nach Verkniipfungsbeziehungen von Bedeutung (Ackermann,
Ebner und Klein (1970), Brown (1974), Grin (1976)). In der Regel ergibt sich fiir die teilredu-
zierte Normalgleichungsmatrix eine Blockdiagonalstruktur, bzw. beim blockinvarianten Ansatz zu-
sdtzlicher Parameter eine gerdnderte Bandmatrix in der reduzierten Matrix.

Auf das kombinierte Modell angewandt sollen nun drei Moglichkeiten des Normalgleichungsaufbaus
angesprochen werden, denen allen eine Reduktion auf die Transformationsparameter der duBeren
Orientierung zugrunde Tiegt. Dabei gewdhrleistet aber nur der erste Ansatz die Darstellung des
kombinierten Modells mit Hilfe des Kroneckerproduktes. Die Abbildungen 2.2 bis 2.4 zeigen schema-
tisch diesen Aufbau, wie er sich beispielhaft fiir den Bildverband nach Abbildung 2.1 ergibt.
Dieser Block, der auch im Abschnitt IV.5 (vgl. Abbildung IV.5.1) fiir die Simulationsberechnungen
Verwendung findet, besteht aus vier Streifen zu je 6 Bildern mit einer Langs- und Queriiberdeckung
von 60% und mit jeweils 25 Punkten pro Bild.

401 402 403 404 405 406
301 302 303 304 305 306
201 202 203 204 205 206
101 102 103 104 105 106

Abb. 2.1: Bildverband mit 24 Bi]dern, Langs~- und Queriliberdeckung 60%,
Angabe der Bildnummern
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Bildnummer §

53 3 5 3 8§ 838 38 8 3 8 353 83 83 83 85 858 8 8|8

< M N A4 M ™M NN +d e gt MM NN " e M N SO

X X X B X X X X X x

X & X X X & X X x X X x

X X X X X x ®& X X x x

X X X X x 8 X x

X ® X X X X X X X o

X X X X X B X X X X X :

X ® X X X X X X X X x

X %X X X X X X ® X X X x X :

X & X X X X X X x

X X X X X X X & x X X x

x @ X X x x

X X x X x & X x

x & X X X X X X X :

X X X X X 8 X X :

xmxxxxxxxx:

Abb. 2.4: XX ooxooxooxoxoowmoox o ox |X
Schematisierte Darstellung des oberen Dreiecks der XXX XX X
Normalgleichungsmatrix des Bildverbandes der Abb. 2.1 I L
(unbekannte Parameter bildweise zusammengefaBt) x @ xoxoox |
X X oxooa |

x = 6x6 Submatrizen ‘ X & X ;‘(
= 12x12 Submatrizen xoxox X
® = 12x12 Submatrizen mit durch die Korrelation zwischen den Bildern ek
verursachtem additiven Normalgleichungsanteil auf der Hauptdiagonalen * g

der Submatrix (ohne Hauptdiagonalanteil)

Flir die numerische Betrachtung ist hier von Bedeutung, daB insgesamt 1200 Beobachtungen vorliegen
und ein Satz von 6 zusdtzlichen Parametern sowohl blockinvariant als auch bildweise angesetzt
wurde.

In den Fdllen der Abbildungen 2.2 und 2.3 werden die bildweisen mit den blockinvarianten zusdtz-
lichen Parametern zusammengefaBt. Sie unterscheiden sich Tediglich im Bildnumerierungsschema bei
den zusdtzlichen Parametern. Wird das Numerierungsschema fortlaufend in Flugrichtung angesetzt,
so muB der durch die Korrelationen zwischen den Bildern bedingte Norma]g]eichungsantei], wie in
Abbildung II.4.1 gezeigt, auf die Haupt- und Nebendiagonale im Abstand q addiert werden (siehe
Abb. 2.2). Im anderen Fall ergibt sich die Positionierung des Nebendiagonalanteils aus der Ver-
kniipfung zwischen den aufeinanderfolgenden Bildern und deren Stellung im Numerierungsschema. Der
Vorteil dieser Strukturierungbesteht in der Mgglichkeit, flr statistische Betrachtungen die volle
Inverse der Submatrix fiir die zusdtzlichen Parameter zu berechnen, auch wenn lediglich ein Lo-
sungsalgorithmus, z.B. GauB'sche Elimination, flir das Gleichungssystem benutzt wird, also kein

vollstandiges Inversionsprogramm.

Im Fall der Abbildung 2.4 werden die bildweisen zusdtzlichen Parameter den Transformationspara-
metern zugeordnet, so daB alle einem Bild zugehdrigen Parameter zusammengefaBt werden und sich
die vom blockinvarianten Modellansatz bekannte Struktur ergibt. Bandalgorithmen zur Ldsung des
Normalgleichungssystems Tassen sich hier noch effektiver einsetzen als in den beiden zuvor ge-
nannten Fdllen. Die statistischen Eigenschaften der bildweisen Parameter ergeben sich allerdings
wesentlich aufwendiger, da die gesamte Inverse der Normalgleichungsmatrix berechnet werden miiRte.

(3) Ein abschlieBender Zahlenvergleich soll einen Eindruck geben von dem numerischen Aufwand,
der beim kombinierten Modell bewd1tigt werden muB. Es wird die Anzahl der Rechenoperationen
(Multiplikationen) fiir den vorliegenden Biindelblock (Abb. 2.1), zum einen fir den blockinvarian-
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ten Ansatz zusdtzlicher Parameter (Modell B) und zum anderen fur das kombinierte Modell, abge-
schatzt. Als Grundlage dienen folgende Beziehungen (vgl. Klein und Forstner (1981), S. 99):

n(vum)2/2

ub?/2 + ubd + 2ub + ud

Aufstellung des Normalgleichungssystems: Ny

n

Losung des Normalgleichungssystems : NL

Hierbei bedeutet:

n = Anzahl der beobachteten Bildkoordinaten

v = durchschnittliche Verknlpfungszahl (Mehrfachmessung) der Punkte
u = Anzahl der unbekannten Parameter, Ordnung des Systems

u, = Anzahl der unbekannten Parameter pro Bild

b,d = Band- bzw. Randbreite

Die Summe NA+NL gibt eine Abschdtzung des numerischen Aufwands im jeweiligén Modell an. Fiir den
vorliegenden Biindelblock mit 25 Punkten pro Bild und doppelter Uberdeckung ergibt sich die durch-
schnittliche Verkniipfungszahl zu 7, d.h. jeder Punkt erscheint durchschnittlich in 7 Bildern.
Beim kombinierten Modell sind die Strukturierungsfdlle der Abbildungen 2.2 und 2.3 vom numeri-
schen Aufwand gesehen nahezu identisch, so daB nur 2 Fdlle aufgefiihrt werden:

1. blockinvarianter Ansatz der zusdatzlichen Parameter

u =150 b =78 N, = 1.06 100

W= 6 d= 6 N = 0.55 - 10°
m L

_ .10

N, = 1.61 - 10

2. blockinvarianter und bildweiser Ansatz der zusdtzlichen Parameter

a) Fall der Abbildungen 2.2 und 2.3

u =29 b= 78 N, = 4.23- 10°

u= 12 d=150 N, = 4.42 - 10°
NN, = 8.65 - 10°

b) Fall der Abbildung 2.4

u =294 b= 156 N, = 4.23 - 10°

u= 12 d= 6 N, = 3.95 - 10°
N+, = 8.18 + 10°

Aus der Abschatzung der Anzahl der Rechenoperationen ergibt sich fiir das vorliegende Beispiel

des kombinierten Modells eine Steigerung um den Faktor 5.4 bzw. 5.1 gegeniiber dem konventionellen
Modell mit blockinvariantem Ansatz. Die im Abschnitt IV.5.2.1 durchgefiihrten Simulationsberech-
nungen bestatigen mit einem Steigerungsfaktor von 4.3 der realen Rechenzeit (CPU) diese Abschidt-
zung.

Allgemein 1dBt sich zur Steigerung des numerischen Aufwands gegeniiber dem konventionellen Modell
sagen, daB die Aufstellung des Normalgleichungssystems sich quadratisch mit dem Verhdaltnis Trans-
formationsparameter zur Summe aller Parameter pro Bild erhtht. Fir die Losung des Normalglei-
chungssystems geht die Steigerung mit der 3. Potenz dieses Verhdltnisses. Damit kann der nume-
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rische Aufwand des kombinierten Modells im Einzelfall abgeschdtzt und im Zusammenhang mit der
Genauigkeitsabschdtzung (vgl. Abschnitt 2.3) eine Aussage getroffen werden, ob der erhohte nume-
rische Einsatz im jeweiligen Anwendungsfall gerechtfertigt ist.

2.2.4  Anwendungsbereiche

Der Anwendungsbereich des kombinierten Modells liegt generell in der hochprdzisen photogramme-
trischen Punktbestimmung. Der Einsatz muf damit nicht unbedingt auf die Punktbestimmung mit Hilfe
der Aerotriangulation beschrénkt sein, sondern kann auch in Bereichen der Nahbereichsphotogramme-
trie liegen, in denen besonders hohe Genauigkeiten gefordert und neuerdings bereits aufwendige,
Luftbildkammern addquate Aufnahmesysteme verwendet werden (siehe z.B. Brown (1982, 1984)).

Wesentlich fiir den Einsatz des kombinierten Modells ist allerdings die Beachtung aller fiir die
photogrammetrische Prazisionsauswertung und Punktbestimmung notwendigen MaBnahmen in Bezug auf
hochste Genauigkeit und Zuverldssigkeit des Ergebnisses. Der Rauschpegel der Messung muB so nied-
rig wie moglich gehalten werden (o <1um), um einen wirksamen Einsatz des Modells zu gewdhr-
leisten.

Der vorrangige Anwendungsbereich des kombinierten Modells wird aber in der Forschung liegen. Denn
mit Hilfe dieses Modells ist es erstmals gelungen, ein Ubergeordnetes mathematisches Modell zu
prasentieren, auf dessen Grundlage einfachere Modellansdtze quantitativ und qualitativ beurteilt
werden konnen. Weiterhin bildet es auch die Basis flr kinftige wissenschaftliche Untersuchungen
im Bereich des stochastischen Modells der Aerotriangulation.

Damit ist der Anwendungsbereich eindeutig abgegrenzt. Inwieweit mit vorgegebenen Informationen
Uber das Korrelationsverhalten zwischen den Bildern und die Streuung der zusdtzlichen Parameter
gearbeitet werden kann, oder ob diese von Fall zu Fall aus dem Datenmaterial bestimmt werden
missen, ist mit Hilfe empirischer Untersuchungen (siehe Abschnitte IV.4 und IV.6) zu kldren. Zu-
mindest 18Bt sich eine Abschdtzung der zu erwartenden Genauigkeitssteigerungen beim Ansatz des
kombinierten Modells angeben, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

2.3 Abschdtzung der zu erwartenden Genauigkeitssteigerung

Nachstehend wird eine theoretische Abschdtzung der zu erwartenden Genauigkeitssteigerung gegen-
Uber den konventionellen mathematischen Modellen gegeben werden. Zumindest soll eine obere Grenze
der Genauigkeitssteigerung als Funktion der globalen Systematik, der Varianz der zusdtzlichen
Parameter, des Korrelationsanteils zwischen den Bildern und des Bildrauschens im Einzelfall be-
stimmbar sein. Die Abschdtzung basiert auf dem Vergleich unterschiedlicher stochastischer Modelle
und damit auf der Eigenwertzerlegung von Kovarianzmatrizen, weshalb diese vor der eigent]ichén
Ableitung der Funktion abgehandelt wird.

2.3.1 Abschdtzung mit Hilfe des allgemeinen Eigenwertproblems

(1) Zwei sich im stochastischen Teil voneinander unterscheidende mathematische Modelle lassen
sich mit Hilfe des allgemeinen Eigenwertproblems qualitativ beurteilen (vgl. Bouloucos, Kara-
daidis und Molenaar (1984)). Dabei muB das libergeordnete Modell das einfachere Modell beinhalten
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(vgl. G1. (2.3.1-7)). Uber das Fehlerfortpflanzungsgesetz, basierend auf dem libergeordneten Mo-
dell, werden die Kovarianzmatrizen C.o der geschdtzten Parameter % fur die verschiedenen Modell-
ansdtze berechnet:

Cop = (ATCT M) "ATCTIT, AT (2.3.1-1)

Flir das einfache stochastische Modell (C;;) wird in Gleichung (2.3.1-1) C=C;, bzw. flr das iber-
geordnete Modell (Ell) CQEI] gesetzt. Der Vergleich der beiden aus Gleichung (2.3.1-1) abge-
leiteten Kovarianzmatrizen erfolgt mit dem allgemeinen Eigenwertproblem und dessen charakteristi-
scher Gleichung:

[Cop - ACpzl =0 . (2.3.1-2)

Dabei bedeutet:

C4x = Kovarianzmatrix der geschdtzten Parameter bezogen auf das einfache Modell
E%i = Kovarianzmatrix der geschdtzten Parameter bezogen auf das iibergeordnete (erweiterte) Modell
A = Vektor der Eigenwerte

Ein MaB fiir die Genauigkeitssteigerung stellt das Verhdltnis von maximalem zu minimalem Eigen-
wert (Konditionszahl) dar:

A
Amax . (2.3.1-3)

min

k:

Da aber ein einfacher Zusammenhang fiir die Losung des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrizen
E;Q und Cgg nicht gegeben ist, geht man zweckmdBigerweise auf den direkten Vergleich der sto-
chastischen Modelle iiber, die Bestandteile der Kovarianzmatrizen der geschdtzten Parameter sind.
Damit reduziert sich das Problem auf die Losung der charakteristischen Gleichung

[C.-x,|=0 . (2.3.1-4)

11 HJ

Dies hat zur Folge, daB die Konditionszahl k nur noch eine Abschdtzung eines . oberen Grenzwertes

flir die Genauigkeitssteigerung darstellt, daB aber die stochastischen Modelle direkt verglichen
werden konnen.

Betrachtet man die Transformation Iny==AX‘mit o(A)=nxu, so ist der Rangraum von A im Rangraum
von I enthalten:

R(I,) 2R(A)
und damit gilt flr die Rayleigh-Quotienten A(Ax) < A(Yy):

T Ta-1 T,T=-1 T&-1 T

X C;;x X Cﬁgx x A C]IAx y C]ly y C]]y

= = < —
T= To-1 TTe-1,. ~ To-1. ° T~ (2.3.1-5)
X Ciﬁx X Ciﬁx x A C]IAx y C]]y y C]]y

(vgl. Zurmiihl (1964)). Womit gezeigt ist, daB die Konditionszahl k, bestimmt aus G1. (2.3.1-4),
einen oberen Grenzwert darstellt, da die Extremaleigenschaften des Rayleigh-Quotienten mit den
maximalen und minimalen Eigenwerten zusammenfallen.
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(2) Um moglichst das gesamte Spektrum der diversen Modellansdtze in der Aerotriangulation abzu-
decken, sind die Extremfdlle der verschiedenen stochastischen Modelle miteinander zu vergleichen.
Deshalb wird die Kovarianzmatrix der Beobachtungen des Ausgangsmodells als Diagonalmatrix mit
identischer Varianz definiert:

2
Cpy = ool s (2.3.1-6)

o, entspricht dem Bildrauschen. Fiir das erweiterte Modell wird der stochastische Teil des kombi-
nierten Modells nach Gleichung (II.4.1.1-6) angesetzt, welcher die einfacheren Modellansitze be-
inhaltet. Dabei gelten folgende Einschrankungen:

- die Koeffizientenmatrizen B(i) sind flir jedes Bild identisch (B(i)éﬁ)

- die Kovarianzmatrizen Cé;) sind flr jedes Bild identisch und werden durch Einheits-
matrizen beschrieben (CBB=o§In)

- die Kovarianzmatrix der zusdtzlichen Parameter ist eine Diagonalmatrix (CSS=diag(g§i)).

Damit ergibt sich die Kovarianzmatrix der Beobachtungen im erweiterten Modell mit:

T . =d%1 +
11 € n ]_—az

S )
(TeBC_BT) . (2.3.1-7)

Unter der Verwendung der Gewichtskoeffizientenmatrizen Q]‘ bzw. Q&] geht das allgemeine Eigen-
wertproblem auf die einfache Eigenwertzerlegung Ulber:

Q, - l=0 (2.3.1-8)

d.h. es miissen nur noch die maximalen und minimalen Eigenwerte von 6]] bestimmt werden.

(3) Die additive Zerlegung der Matrix 5}] in Einheitsmatrix und Restterm gestattet gleichfalls
eine additive Zerlegung der Eigenwerte der beiden Summanden, d.h. zu den maximalen und minimalen
Eigenwerten des Restterms muB noch der Wert 1 addiert werden (vgl. Zurmihl (1964), S. 163). Das
Kroneckerprodukt beim Restterm 1@t es zu, daB sich die extremalen Eigenwerte dieses Produkts
als die Produkte der maximalen und minimalen Eigenwerte der Matrizen T und ECSSET ergeben. Denn
es gilt:

TGN N DI N D

i

o =T o =T
sp(TaaBCSSB ) = sp(T) -sp(BCSSB ) =
i=1

Damit sind nur noch die extremalen Eigenwerte der Matrizen T und §055§T zu bestimmen.

(4) Da die Matrix C,, als Diagonalmatrix angenommen wurde, sind die Eigenwerte ungleich Null
des Produktes ECS;ET identisch mit den Elementen der Matrix C__, falls es sich bei der Matrix B
um eine normierte Matrix handelt, so daB alle Spaltenvektoren die Ldnge 1 erhalten. Dies ist bei
einem orthonormierten Parametersatz der Fall. Da das Produkt ECSSET einen Rangdefekt von n..-q
aufweist und eine positiv semidefinite Matrix darstellt, ist der minimale Eigenwert mit Null an-
zunehmen. Der maximale Eigenwert ist identisch mit der maximalen Varianz der zusdtzlichen Para-

meter.

Die extremalen Eigenwerte der Toplitzmatrix T werden im folgenden Abschnitt bestimmt.
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2.3.2 Eigenwertzerlegung von Toplitzmatrizen

Die in diesem Abschnitt zu behandelnde Eigenwertzerlegung beschrdnkt sich auf endliche Toplitz-
matrizen. Nach Grenander/Szegd (1958, S. 69ff) lassen sich die Eigenwerte von endlichen Toplitz-
matrizen aus unendlichen Laurent-Reihen entwickeln.

Die Funktion f(x), welche iiber ihre Fourijerkoeffizienten die Toplitzmatrix T beschreibt, sei ein
reziprokes trigonometrisches Polynom 1. Ordnung:
1-a2 ht

. el S Jlaijx
1-2a cosx+a? Z al €

J' ==00

f(x) = , O<a<l . (2.3.2-1)

Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung zu

[1-2  a at . . . aP!
1-x  a . . . aP~?
1-2 aP™3
-0 . (2.3.2-2)
| sym. 1-A i

Aus dieser charakteristischen Gleichung erhdlt man nach Grenander/Szegd (1958) gendhert die
Eigenwerte mit

: i(p-1)+
Ay f(n o+ 11%¥Tl;1) = f(x) (2.3.2-3)
mit i=1, ..., p und y-0 fir p-oe .

Die Eigenwerte ergeben sich also direkt aus der Funktion f(x) der Gleichung (2.3.2-1). Die extre-
malen Eigenwerte Tiegen im Intervall zwischen O und w, da es sich um eine trigonometrische Funk-
tion handelt. Damit Tauten die maximalen und die minimalen Eigenwerte der Toplitzmatrix T:

WMo 1 L
max  1-2a cos(0) + a2  l-a
(2.3.2-4)
T 1-32 . 1l-a
min ~ BTN

1-2a cos(m) + a2 1+a

Mit Hilfe dieser und den im vorangegangenen Abschnitt angegebenen Eigenwerte 1dBt sich nun eine
allgemeine Funktion flr die Konditionszahl k der Gleichung (2.3.1-3) angeben.

2.3.3 Eine Funktion zur Abschdtzung der mittleren Genauigkeitssteigerung

Aufbauend auf den Kenntnissen der vorangegangenen Abschnitte ergeben sich die maximalen und mini-
malen Eigenwerte aus der charakteristischen Gleichung (2.3.1-8) zu
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min

(2.3.3-1)

1
max gé 1-a2 1-a

Man erhdlt damit als obersten Grenzwert flir die Genauigkeitssteigerung zwischen den Ansdtzen mit
den stochastischen Modellen (2.3.1-6) und (2.3.1-7):

max(ci,)
I 1

k<1+ (2.3.3-2)

o?(1-a)*

Un eine realistischere Abschdtzung der Genauigkeitssteigerung zu erreichen, ist es sinnvoll, auf
die mittleren Eigenwerte liberzugehen. Damit wird in Gleichung (2.3.3-1) der Faktor aus der Tip-
litzmatrix zu eins, und flr die Varianz der zusdtzlichen Parameter ist ein iiber die gesamte Bild-
fldche gemittelter Wert anzusetzen, der sich auf die im Abschnitt 2.3.1 genannte Normierung be-
zieht. Um auch den mittleren EinfluB der blockinvarianten Systematik mit einbeziehen zu konnen,
ist dieser quadratisch zu der mittleren Varianz der zusdtzlichen Parameter zu addieren. Somit
gibt die Funktion

22 1 2,
K = Vl + o, (2, +‘3:2‘ GS) (2.3.3-3)

ginen Faktor der mittleren Genauigkeitssteigerung an, der aber nach Gleichung (2.3.1-5) immer
noch eine obere Grenze darstellt.

Dabei bedeutet:

og = Varianz des Bildrauschens

6§ = Uber die Bildfldche gemittelte Varianz der zusdtzlichen Parameter
20 = mittlerer Wert der blockinvarianten Systematik

a = Prozefkoeffizient des AR(1)-Prozesses

Mit der Gleichung (2.3.3-3) lassen sich somit Abschatzungen fiir eine mittlere Genauigkeitssteige-
rung zwischen den in der Aerotriangulation iiblichen Modellansatzen zur Biindelblockausgleichung
angeben, was anhand eines Beispiels demonstriert werden soll.

Beispiel: Genauigkeitssteigerung zwischen Modell mit blockinvariantem Parametersatz und kombi-
niertem Modell

gegeben : o 1 um, 65 =1lwm, a=0.5, 2z =0
Faktor : K =1.53

Das Beispiel bezieht sich auf Daten, die aus empirischen Untersuchungen (vgl. Abschnitt IV.4)
ermittelt wurden. Aus Simulationsberechnungen ergab sich fiir diesen Fall eine konkrete Genauig-
keitssteigerung um den Faktor 1.32 (vgl. Abschnitt IV.5.2.1).

Da die Funktion (2.3.3-3) eine obere Grenze darstellt, kann sie im Einzelfall bei der Entschei-
dungsfindung Uber den Verfeinerungsgrad des zu verwendenden ‘mathematischen Modells mit herange-
zogen werden, indem eine Abwagung zwischen zusdtzlichem Aufwand und erreichbarer Genauigkeit
moglich ist. Sie bleibt aber immer eine Abschatzung, da sie stark vom Kenntnisstand des Anwenders
Uber die zu erwartende Systematik des auszuwertenden Datenmaterials abhdngig ist.
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3. Zusammenfassung

Das im Kapitel III vorgestellte kombinierte Modell fiir die Aerotriangulation schlieBt in seiner
Konzeption an die vorangegangene Modellentwicklung der Blindelblockausgleichung an. Die eigent-
Tiche Erweiterung gegeniiber den bisher bekannten Verfahren Tiegt im stochastischen Teil des ma-
thematischen Modells. Der Ansatz der zusdtzlichen Parameter als stochastische GroBen trdgt den
neuesten empirischen Untersuchungen iiber das stochastische Verhalten von Bildkoordinaten bzw.
der systematischen Bilddeformationen Rechnung. Die Zerlegung des stochastischen Modells in einen
Anteil bezogen auf das Einzelbild und einen Anteil basierend auf den Beziehungen zwischen den
Bildern kommt der Aufnahme- und Auswertesituation sehr nahe. Korrelationen zwischen den Bildern
riihren sicherlich zu einem hohen Prozentsatz nur vom Aufnahme- bzw. vom Entwicklungsprozef her,
sofern man Einfllisse von seiten des Auswerteprozesses ausschlieft, was bei einem gut kalibrier-
ten Gerdt und einer Auswertung in klimatisierten Raumen erwartet werden kann und die man somit
eher in der Hand hat. Deshalb stellt die Beschreibung dieser Korrelationen bei der zeitlichen
Aufeinanderfolge der Aufnahmen mit Hilfe des aus der Zeitreihenanalyse stammenden autoregressi-
ven Prozesses ein geeignetes Instrument dar. '

Die in Definition IIL.2-1 realisierte Verlagerung der stochastischen Eigenschaften in das Funk-
tionalmodell 1ist fiir den operationellen Einsatz von Bedeutung. Diese Form der Modelldefinition
garantiert einen Ubersichtlichen Aufbau des Normalgleichungssystems, minimalen numerischen Auf-
wand und die Anpassungsfdhigkeit an bestehende Programmsysteme. Die Grenzen dieses Ansatzes er-
geben sich eindeutig im Fall einer sich als notwendig erweisenden komplizierten Strukturierung
der Kovarianzmatrix der Bildkoordinaten. In diesem Fall sollte das Funktionalmodell von den
stochastischen Einflissen freigehalten werden und das Hauptgewicht auf eine einwandfreie Struk-
turierung des stochastischen Modells gelegt werden (vgl. Modell G1).

Der hohe numerische Aufwand, den das kombinierte Modell erfordert, rechtfertigt seinen Einsatz
hauptsdchlich in Bereichen der hochgenauen photogrammetrischen Punktbestimmung. Das Modell eig-
net sich besonders aber auch fir wissenschaftliche Untersuchungen, um einfachere Modelle zu be-
urteilen. Durch die Moglichkeit der Schdtzung des ProzeBkoeffizienten a und der Varianzen der
zusdtzlichen Parameter mit Hilfe der Varianz-Kovarianzkomponenten-Schdtzung kann das stochasti-
sche Verhalten im Bildverband anhand empirischer Untersuchungen weiter analysiert werden. Diese
Untersuchungen sind fiir den Einsatz des Modells von groBer Wichtigkeit, da auch weiterhin einige
wesentliche Probleme und offene Fragen zum stochastischen Modell der Aerotriangulation an-

stehen:

1. Einer der zu kldrenden Gesichtspunkte ist das Korrelationsverhalten zwischen den Bildern.
Es miissen Analysen beziiglich der ProzeBordnung, des Korrelationsbetrages und des Einflusses
der Korrelation auf die Schdtzung durchgefiihrt werden. Grundlegende Informationen dariiber
und iber das Analyseverfahren liegen im Kapitel IV bereits vor.

2. Ein weiterer Problempunkt ist die Variation der systematischen Fehler. Hier ist anhand empi-
rischer Untersuchungen zu kldren, inwieweit fiir bestimmte Parameteransdtze allgemeingiltige
Aussagen getroffen werden konnen, oder ob objektabhdangige Schéatzungen in der Blockausglei-
chung mit der VCC-Schatzung durchgefiihrt werden miissen. In diesem Zusammenhang ist auch zu
klaren, mit welcher Prdzision die allgemeingliltigen Aussagen iiber die Dispersion getroffen
werden miissen, ohne die Ergebnisse der Schdatzung negativ zu beeinflussen. Dies 1dBt sich
mit Hilfe von Simulationsberechnungen, wie sie im Abschnitt IV.5.2.3 beschrieben sind, ab-
kidren.
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Auch auf dem Gebiet der unterschiedlichen Parameteransdtze zur Erfassung der systematischen
Bildfehler sind noch wesentliche Fragen zu kldren. Flir das kombinierte Modell wdre ein ortho-
gonaler Ansatz von groBem Vorteil. Aber die bisher in der Anwendung befindlichen orthogona-
Ten Parametersdtze erheben Tediglich den Anspruch einer gendherten Orthogonalitdt beziiglich
eines bestimmten Punktschemas im Bild. Dieses Schema 1dRt sich in der Anwendung hdufig nicht
streng realisieren oder es fallen Bildpunkte flr die Auswertung aus. Auch werden bestimmte
Parametertypen durch die PaBpunktanordnung und Uberdeckungsverhditnisse stark beeinfluBt.
Dies alles fiihrt zu Korrelationen zwischen den Parametern. Hier konnte das von Sarjakoski
(1984) vorgeschlagene Verfahren, welches auf einer Orthogonalisierung mit Hilfe der Eigen-
wertzerlegung beruht und keine zweite Lgsung des Gleichungssystems erfordert, die Richtung

kiinftiger Anwendungen weisen.

Desweiteren bleibt der ganze Komplex des stochastischen Verhaltens der Bildkoordinaten zu
klaren, nachdem die bildweisen systematischen Einflisse und die Korrelationen zwischen den
Bildern erfaBt sind. Zuerst sollte mit dem einfachsten Ansatz, der unkorrelierte und gleich-
genaue Bildkoordinaten unterstellt, lberprift werden, inwieweit sich die aus der Schdtzung
ergebenden Streuungen noch vom Mefrauschen abheben. Sollten sich hier signifikante Abwei-
chungen ergeben, so ist mit geeigneten empirischen Untersuchungen nach den physikalischen
Ursachen zu forschen, um mit einem moglichst einfachen und effektiven Ansatz, der aber auch
durchaus phdnomenologisch heuristischen Uberlegungen entspringen kann, basierend auf dem
Primdrfehlerkonzept, die Kovarianzmatrix der Bildkoordinaten zu modellieren.

Natirlich konnen im Rahmen dieser Arbeit nicht alle aufgefiihrten Gesichtspunkte gekldrt werden,
aber es sollen doch Mittel und Wege zur Lésung der noch anstehenden Probleme angegeben werden.
So lassen sich einige der hier aufgezeigten Aspekte zumindest ansatzweise mit den im folgenden
Kapitel beschriebenen empirischen Untersuchungen zum stochastischen Verhalten von Bildkoordina-

tenund mit verschiedenen Simulationsberechnungen beantworten.

Zusammenfassend stellt das kombinierte Modell einen weiteren Schritt in der Modellentwicklung
flir die Aerotriangulation dar. Es umfaBt von seiner Konzeption aus gesehen einen wesentlichen
Teil des in der bisherigen Modellentwicklung vernachldssigten stochastischen Modells. Inwieweit
es die theoretischen Erwartungen erfiil1t, kann nur mit Hilfe kiinftiger empirischer Untersuchungen
geklart werden.
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Iv. EMPIRISCHE UNTERSUCHUNGEN UND SIMULATIONSANALYSEN

1. Einleitung

Den Untersuchungen dieses Kapitels liegen zwei unterschiedliche Aspekte zugrundef Zum einen lie-
fern die Untersuchungsergebnisse riickwirkend die Motivation flr das in Kapitel III beschriebene
kombinierte Modell in der Aerotriangulation, und zum anderen werden mit Hilfe von Simulations-

untersuchungen unterschiedliche Modellansdtze beziiglich der erreichbaren Genauigkeit verglichen

und Aussagen Uber a priori Modellannahmen getroffen.

(1) Der erste Teil steht vollstdndig unter dem Gesichtspunkt, Informationen iiber das stochasti-
sche Verhalten von Bildkoordinaten zu erhalten und insbesondere Strukturen oder physikalische
Zusammenhdnge in diesem Bereich offenzulegen. Um aufwendige Tests zu vermeiden, wurde unter Ver-
zicht auf eine vollstdndige Erfassung des stochastischen Verhaltens Bildmaterial von Befliegungen
mit Reseaukammern fiir die empirischen Untersuchungen verwendet. Man kann dabei davon ausgehen,
daf die abgebildeten Reseaukreuze bei den Aufnahmen einen wesentlichen Teil des Fehlerbudgets
reprasentieren. Denn Ellenbeck (1981) stellte bei seinen empirischen Untersuchungen fest, daB

die systematischen Bildfehler nur wenig von duferen Einfliissen, sondern iiberwiegend von Ein-
fliissen im Bereich der Kammer, Kassetten und der Verarbeitung des Films im Labor abhdngen. Dieser
Anteil wird aber mit dem Reseau erfaBt. AuBerdem sind auch die sehr erfolgreichen Anwendungen von
Reseauaufnahmen, wie sie von Slama (1978) und Lucas (1983) beschrieben werden, eine Bestdtigung

fir diese Aussage.

(2) Ein Oberblick soll die einzelnen Untersuchungsabschnitte dieses Kapitels charakterisieren.
Der auf die Beschreibung des verwendeten Datenmaterials folgende Abschnitt stellt das Schatzver-
fahren und die Analyseergebnisse von Kovarianzmatrizen der Bildkoordinaten vor. Im Zusammenhang
mit dem Korrelationsverhalten zwischen den Bildern werden Ergebnisse der Zeitreihenanalyse mit
autoregressiven Prozessen gezeigt. Mit Hilfe von auf diesen empirischen Untersuchungen basieren-
den Simulationen von Bildkoordinaten eines photogrammetrischen Blocks wird die Effektivitdt des
kombinierten Modells analysiert. Im letzten Abschnitt werden die Konsequenzen aus diesen Unter-
suchungen und den theoretischen Betrachtungen des Kapitels II iiber die Auswirkungen von Modell-
fehlern auf kiinftige Versuchsplanungen zur méglichst vollstdndigen Erfassung des stochastischen
Verhaltens von Bildkoordinaten diskutiert.

Alle Berechnungen, die im Zusammenhang mit den empirischen Untersuchungen stehen, wurden an den
Rechenanlagen CYBER 174 und CDC 6600 des Rechenzentrums der Universitdt Stuttgart durchgefihrt.
Die Simulationsberechnungen erfolgten an dem Minicomputer HARRIS H 100 des Instituts flr Photo-
grammetrie der Universitdt Stuttgart.

2. Gewinnung des Datenmaterials der empirischen Untersuchungen

2.1 Befliegungen

Die fir die empirischen Untersuchungen notwendigen Reseauaufnahmen wurden aus den Befliegungen
der Testfelder Oberschwaben (vgl. Belzner (1973)) und Rheidt (vgl. Kupfer (1976)) entnommen.
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Bei der Auswahl der Aufnahmen wurde insbesondere darauf geachtet, daB es sich um unmittelbar auf-
einanderfolgende Bilder auf dem Film handelt, um die Korrelationsanalyse zwischen den Bildern
nicht durch Liicken in der Aufnahmefolge zu beeintrdchtigen. Die Aufnahmen zu Beginn und am Ende
der einzelnen Fliige wurden nicht verwendet.

Flr die Auswertung ist das Originalfilmmaterial (Negative) herangezogen worden, soweit es zur
Verfiigung stand. Um den EinfluR des Kopiervorgangs zu erfassen, wurden von einem Flug Kontakt-
kopien erstellt und diese zusdtzlich in zwei Durchgdngen von verschiedenen Beobachtern unabhdngig
voneinander ausgewertet. Zur Identifizierung der einzelnen Fliige bei der Beschreibung der Unter-
suchungen gelten folgende Bezeichnungen:

0776 Testfeld Oberschwaben, ZEISS-Kammer, 76 Aufnahmen (Liicken in der fortlaufenden
Bildnumerierung konnten nicht gekldrt werden, da Originalfilmmaterial nicht zur
Verfiigung stand; Langsiiberdeckung von 90% ist allerdings immer eingehalten)

RZ53 Testfeld Rheidt, ZEISS-Kammer, 53 Aufnahmen

RZK41 : 41 Kopien von RZ53; wurden von zwei verschiedenen Operateuren ausgewertet
(Fdlle a und b)

RZ72 Testfeld Rheidt, ZEISS-Kammer, 72 Aufnahmen

RW53 Testfeld Rheidt, WILD-Kammer, 53 Aufnahmen

RW71 Testfeld Rheidt, WILD-Kammer, 71 Aufnahmen

Dabei steht der erste Buchstabe fiir das Testfeld, der zweite flir den Kammerhersteller. Die Ziffer
am SchluB gibt die Anzahl der aufeinanderfolgenden Aufnahmen an. Eine detaillierte Beschreibung

der einzelnen Fliige ist in Tabelle 2.1 aufgeflihrt.

Flugnummer 0Z76 RZ53 RZK41 Rz72 RW53 RW71
Flugtag 08.04.69 13.05.74 13.05.74 13.05.74 13.05.74
Flugzeug Aero Commander | Aero Commander Aeroc Commander [Aero Commander |Aero Commander
Uberdeckung 90% 90% 90% 90% 90%
BildmaBstab 1:28 000 1:11 000 1:5 500 1:10 500 1:5 250
MeBkammer Zeiss RMK AR Zeiss RMK AR wie Zeiss RMK AR Wild RC 8 Wild RC 8
15/23 Nr.21196 | 15/23 Nr.21197 RZ53 15/23 Nr.21197 Nr.107 Nr.107
Objektiv Pleogon AR Pleogon AR Pleogon AR Aviogon Nr.15 | Aviogon Nr.15
Nr. 98222 Nr. 98222 UAg R 10 UAg R 10
Brennweite 152.03 mm 152.01 mm 152.01 mm 152.15 mm 152.15 mm
Filter B (gelb) D (simult.) D (simult.) D (simult.) D (simult.)
ausgewertetes Agfa Gevaert | Kodak Double X | Agfa Gevaert | Kodak Double X| Kodak Double X{ Kodak Double X
Material Glasdiapositiv | Film, negativ [N33p Film, pos.| Film, negativ | Film, negativ| Film, negativ
(Kopie) (Original) (Kopie) (Original) (Original) (Qriginal)
B1ildnummern 307 - 395 15 - 67 15 -~ 55 68 - 139 5171 - 5223 5224 ~ 5295
Aufnahmeobjekt| Oberschwaben Rheidt Rheidt Rheidt Rheidt Rheidt

Tabelle 2.1:

Technische Daten zu den untersuchten Bildfliigen mit ReseaumeRkammern
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2.2 Messung des Bildmaterials

Die Auswertung des Bildmaterials erfolgte ausschlieBlich monoskopisch am Stereokomparator

ZEISS PSK 2 des Instituts flir Photogrammetrie der Universitdt Stuttgart und am Monokomparator
ZEISS PK 1 der Internationalen Schule fir Photogrammetrie-Operateure (IPO) Stuttgart. Angelernte
Studenten flihrten die Auswertung selbstdndig im Rahmen von Studien- oder Diplomarbeiten durch
(siehe Lang (1978), Moser und Stlitzel (1982), Straub (1982) und Wand (1982)). Im einzelnen wur-
den in zwei voneinander unabhdngigen Durchgdngen jeweils die 4 Rahmenmarken und 25 Reseaukreuze
(5x5 Schema, Abstand 5 cm) gemessen. Die Streuungen der Mittelwerte aus Doppelmessungen varije-
ren dabei zwischen 0.7 um und 2.0 um. Die Streuungen der einzelnen Komparatormessungen (cx, cx)
sind in Tabelle 2.2 getrennt nach Rahmenmarken und Reseaukreuzen aufgefiihrt.

Flugnummer | Auswerter | Auswerte- Einstellgenauigkeit
gerdt Rahmenmarken Reseaukreuze

Anzahl o, o, Anzahl o, o,
] 1 I i
0Z76 A PSK 2 304 |2.3| 2.6 1900 (2.1} 2.8
RZ53 B PK 1 212 | 1.4 | 1.4 | 1325 |1.3 ] 1.4
RZK41 a C PK 1 164 11.8 | 1.8 | 1025 1.6 | 2.0
b B PK 1 164 | 2.0 | 2.3 1025 |2.0| 2.3
RZ72 D PK 1 288 | 1.1} 1.4 1800 (1.1 ] 1.4
RW53 C PK 1 212 1.7 { 1.7 ] 1325 |1.6 | 1.8
RW71 E PK 1 284 | 1.3} 1.5 1775 {1.0] 1.2

Tabelle 2.2: Streuung der Einzelmessung von Reseaukreuzen und Rahmenmarken am
Mono- bzw. Stereokomparator (aus Doppelmessungen abgeleitet)

Dabei fd11t besonders der Genauigkeitsunterschied zwischen den Messungen am PSK 2 und PK 1 auf,
der deutlich zu Gunsten der Prdzision des Monokomparators ausfdllt. Die Einstellgenauigkeit bei
den Rahmenmarken und den Reseaukreuzen kann jeweils als gleichwertig betrachtet werden, mit Aus-
nahme des Fluges RW71. Ein signifikanter Unterschied der Einstellgenauigkeit ist einheitlich
zwischen den x- und y-Koordinaten festzustellen. Der Genauigkeitsunterschied zwischen Original-
filmmaterial und Kopie (RZ53 «»RZK41) ist eindeutig auf die schlechtere Bildqualitdt der Kopie
zurickzufiihren.

Bemerkenswert ist folgender Aspekt, der sich bei der Analyse der Einstellgenauigkeit in Bezug
auf die Lage im Bild ergab. Berechnet man die Streuungen einzelner Reseaukoordinaten iliber alle
Bilder eines Fluges aus den Doppelmessungen, so ergibt sich eine lineare Zeitabhangigkeit fir
die Betrdge der Streuungen (vgl. Straub (1982)). Die unterschiedlichen Zeitabstdnde zwischen

1. und 2. Messung fiir die einzelnen Punkte sind durch das MeBschema in Hin- und Rlckmessung be-
dingt. Welche physikalischen Einfliisse dieses zeitabhdngige Verhalten (Zeitdifferenzen zwischen
20 sec und 20 min) der Einstellgenauigkeit (Unterschiede bis zum Faktor 2) verursachen, konnte
nicht gekldart werden, steht aber offensichtlich mit der zeitlichen Verdnderung des Gerdtes bzw.
des Bildmaterials wahrend der Messung in Zusammenhang.

Insgesamt kann die erreichte Einstellgenauigkeit als gut bezeichnet werden, insbesondere wenn
man die Ergebnisse beim Originalfilmmaterial betrachtet. Damit ist die fiir die Untersuchungen
des stochastischen Verhaltens von Bildkoordinaten erforderliche hohe MeBgenauigkeit eingehalten.
Fir die anschlieRenden Berechnungen wurden ausschlieflich die gemittelten Koordinaten verwendet.
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3. Schdatzung und Analyse von Kovarianzmatrizen

Der photogrammetrische Aufnahme- und AuswerteprozeR setzt sich aus einer Vielzahl einzelner phy-
sikalischer Vorgdnge zusammen. Ein wesentlicher Teil dieser physikalischen Zusammenhdnge wird in
der Aerotriangulation durch die funktionalen Beziehungen, wie perspektive Projektion, a priori
Korrekturen usw. beschrieben. Dennoch herrscht noch weitgehende Unklarheit lber die nicht im
Funktionalmodell erfaBten physikalischen Ursachen und deren Auswirkung auf das stochastische Ver-
halten von Bildkoordinaten. Deshalb ist es zur Beschreibung des stochastischen Modells der Aero-
triangulation sinnvoll, sich einen Einblick in die physikalischen Zusammenhdnge zu verschaffen.
Erste Untersuchungen zu diesem Themenbereich sollen hier dargestellt werden. Die hierzu notwen-
dige Theorie zur Schdtzung von Kovarianzmatrizen der Bildkoordinaten ist in Forstner und Schroth
(1982) ausfihrlich dargelegt worden und soll deshalb nur zusammenfassend, bzw. ergdnzend, prasen-
tiert werden. Das zur Analyse der geschatzten Kovarianzmatrizen verwendete Verfahren der princi-
pal components-Analyse (PC-Analyse) ist im Abschnitt 11.3.3.2 beschrieben. Aus den im Abschnitt
I1.3.3.1 genannten Griinden wurde bewuBt das Verfahren der PC-Analyse gewdhlt, da bei anderen
Verfahren, z. B. der Analyse mit Hilfe der Varianzkomponentenschdtzung, Strukturen vorgegeben
werden miissen, lber deren Existenz keine Kenntnisse vorliegen sondern erst in empirischen Unter-
suchungen nachgewiesen werden miissen. Somit wird sich dieser Abschnitt im wesentlichen mit den
Ergebnissen der Kovarianzanalyse der Re§eaubef1iegungen und den SchluBfolgerungen flir kiinftige

Untersuchungen beschaftigen.

3.1 Theorie zur Schdtzung von Kovarianzmatrizen aus Reseauaufnahmen

Die unmittelbar aufeinanderfolgenden Reseauaufnahmen des zur Verfligung stehenden Datenmaterials
lassen sich als Wiederholungsmessungen eines zu verschiedenen zeitlichen Epochen beobachteten
geoddtischen Netzes interpretieren (siehe Abbildung 3.1). Somit ist der Einsatz des vollstandi-
gen multivariaten GauB-Markoff-Modells (Modell E) zur Schdtzung der Kovarianzmatrix der beobach-
teten Reseaukoordinaten sinnvoll (vgl. Abschnitt 11.2.2.1). '

N e

+ + 4+ + +
y + 4+ + + +
+ 4+ + + +
+ 4+ + + +

+ 4+ + + +
+ 4+ 4+ + 4+
+ 4+ + + 4
+ 4+ o+ o+ o+
+ o+ o+ 4+

Punktnumerierung in x-Richtung

\

Punktnumerierung in y-Richtung

Bildnummer in Abhdngigkeit
von der Zeit t

= .
noon

Abb. 3.1: Modell fiir die Reseauaufnahmen



98

3.1.1 Erweitertes multivariates GauB-Markoff-Modell

In Erweiterung zum Modell E (vgl. Def. II.2-10) erfordert die multivariate Betrachtung der Re-
seauaufnahmen eine Erfassung der Kalibrierungsdaten der verwendeten Reseauplatten. Da aber die
Kalibrierung nur auf den zeitunabhdngigen Teil der systematischen Bildfehler von EinfiuB ist,
werden die Kalibrierungsdaten als zusdtzliche Unbekannte im Funktionalteil des mathematischen
Modells behandelt, die sich als Mittelwerte der Bildkoordinaten Uber den gesamten Flug darstel-
len lassen. Somit kann flr die Analyse der Reseauaufnahmen ein erweitertes multivariates GauB-
Markoff-Modell wie folgt definiert werden:

Definition IV.3-1: Erweitertes multivariates GauB-Markoff-Modell

vecl = (IﬁgA)vecX + (B@In)vecZ + veck vecX ~ M(vecX, 0)

vecZ ~ M(vecZ, 0)

vecE ~ M(0, R®C]])

vecL ~ M((IpsA)vecX + (B@In)vecZ, R@C]])

Hierbei bedeutet:

vecL' = Zufallsvektor aller beobachteten Reseaukoordinaten der p Bilder (o(vecL) =npxl)

A = Koeffizientenmatrix der unbekannten Parameter einer Epoche (o(A)=nxu, r(A)=u),
fir alle Epochen gleich

B = Koeffizientenmatrix der unbekannten Mittelwerte, entspricht einem zu einer Matrix verall-
gemeinerten "Eins"-Vektor (o(B) =px1)

vecX = Vektor der unbekannten Parameter (o(vecX) =upxl)

vecZ = Vektor der unbekannten Mittelwerte (o(vecZ) =nx1)

vecE = Zufallsvektor der Beobachtungsfehler (o(vecE) =npxl)

R = Korrelationsmatrix zwischen den Epochen (o(R) = pxp, r(R) =p)

C = Kovarianzmatrix der Beobachtungen innerhalb einer Epoche (o(C]]) =nxn, r(C]]) =n),
fiir alle Epochen gleich

Da es zur Bestimmung von Korrelationen verursachenden physikalischen Zusammenhdngen im photo-
grammetrischen Einzelbild notwendig ist, das Funktionalmodell mdglichst einfach zu halten, wurden
flr die empirischen Untersuchungen in der Regel lediglich 3-Parametertransformationen zur Datums-
festlegung im einzelnen Bild durchgefiihrt. Mit Hilfe des erweiterten multivariaten GM-Modells
188t sich nun in Analogie zu Gleichung (11.2.2.1-10) die Kovarianzmatrix der Beobachtungen im
Einzelbild schdtzen.

3.1.2 Schdtzverfahren

Die Schidtzung der Kovarianzmatrix der Bildkoordinaten im Einzelbild basiert auf der Schitzung
der Kovarianzmatrix der Verbesserungen (V = —E) des erweiterten multivariaten GM-Modells. Die

Verbesserungen ergeben sich aus

~ N T -
V= -D LDy (3.1.1-1)



99

mit den Projektionsmatrizen

N e TNt Py ey
D, = I -A(A'C;,A)T'AC], ,

A o(D

=nxn, r(D,)=n-r(A)

Y a)

To=1p\=15T5"1
Dy = Ip-—B(B R 'B) B'R , o(DB)= pXp, r(DB)= p-r(B)

(Beweis siehe Anhang A5). Die zugehdrige Kovarianzmatrix lautet:

oy T T _ _
D(vecV) = DjRD & D,C, Dy =R ®C . (3.1.1-2)

B vV vV

In dem speziellen Modell der Definition IV.3-1 wird die Quadratsumme der Verbesserungen minimal

(LS-Schdtzung). Eine notwendige Bedingung hierflir ist im Anhang A6 aufgefiihrt. Falls die globale
Systematik nicht durch den Mittelwert beschrieben werden kann, ist die Schdtzung nach Gleichung

(3.1.1-1) keine LS-Schdtzung (Schaffrin (1982)).

Analog zu Gleichung (I1I.2.2.1-10) ergibt sich die um den Korrelationsanteil zwischen den Bildern
reduzierte Kovarianzmatrix der Verbesserungen zu

W

L= g Mt or(E) = - (3.1.1-3)

—VV

(vgl. Forstner und Schroth (1982, S. 49)). Die geschdtzte Kovarianzmatrix évv ist Wishart-ver-
teilt mit n-u Freiheitsgraden. Mit einer bekannten Korrelationsmatrix R zwischen den Bildern
ist die Schatzung der Kovarianzmatrix der Verbesserungen im Einzelbild mdglich, die aber einen
Rangdefekt von u aufweist (vgl. hierzu Abschnitt II.2.2.1(2)). Um eine positiv definite Ko-
varianzmatrix der Bildkoordinaten im Einzelbild zu bekommen, wird bei Forstner und Schroth
(1982, S. 51) folgende Beziehung eingefiihrt:

A A Ta-14,-1,T
Gy =8, TAALHA) A (3.1.1-4)

Gleichung (3.1.1-4) ist nur eine Lgsung fiir die Schatzung der Kovarianzmatrix der Bildkoordina-
ten. Sie paBt sich aber von ihrer Konstruktion so weit wie moglich an die Kovarianzmatrix der
Verbesserungen und damit an das Datenmaterial an. Die Schdtzung muB iterativ erfolgen, da die
unbekannte Matrix EJI auf beiden Seiten der Gleichung (3.1.1-4) auftritt. Zu Beginn des Itera-
tionsprozesses wirdAQ]] mit einer Einheitsmatrix gleichgesetzt. Die Schédtzung verlduft in Ab-
folge der Gleichungen (3.1.1-1), (3.1.1-3) und (3.1.1-4). Bei den empirischen Untersuchungen
erwies sich eine Iteration als ausreichend fir die Schdtzung der Matrix §41~ Da iiber das Korre-
lationsverhalten zwischen den Bildern zum Zeitpunkt dieser Untersuchungen keine Informationen
vorlagen, wurde die Korrelationsmatrix R als Einheitsmatrix behandelt.

3.2 Analyse der geschdtzten Kovarianzmatrizen

Die nach Gleichung (3.1.1-4) geschdtzten Kovarianzmatrizen der Bildkoordinaten der Reseaukreuze
wurden flir alle gemessenen Bildreihen mit Hilfe der principal components-Analyse (PC-Analyse)
untersucht. Die im Abschnitt II.3.3.2 beschriebene PC-Analyse basiert auf einer Eigenwertzer-
legung der geschdtzten Kovarianzmatrizen. Als Ergebnis der Analyse erhdlt man das Eigenwert-
spektrum und den Eigenwerten zugeordnete Strukturtypen, die sich in Form von Vektordiagrammen
(siehe z.B. Abb. 3.3) darstellen lassen. Die einzelnen Vektoren reprdsentieren die Streuung fir
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den Struktur- bzw. Deformationstyp in dem gemessenen Bildpunkt. Somit gibt die Vorstellung eines
Pulsierens des gesamten Deformationstyps einen Eindruck von dessen Variationsverhaiten in der
untersuchten Bildreihe. Da die PC-Analyse einer rein mathematischen Zerlegung der Kovarianzmatrix
entspricht, ist eine physikalische Interpretation der variierenden Deformationstypen nicht ge-
wdhrleistet.

3.2.1 Ergebnisse der Analyse

Die dem mathematischen Modell der Definition IV.3-1 zugrundeliegenden funktionalen Beziehungen
sind in Tabelle 3.1 fir alle Fliige dargestellt. Vor der Berechnung der Verbesserungen zur Schat-
zung der Kovarianzmatrix wurden die gemittelten Maschinenkoordinaten reduziert. In der Regel er-
folgte lediglich eine Reduktion auf den Schwerpunkt der gemessenen Koordinaten (System A), um
vorhandene Deformationseffekte nicht durch Vortransformationen zu eliminieren oder zu verfdl-
schen. Um den EinfluB des Ubergangs von Maschinen- auf Bildkoordinaten erfassen zu kénnen, wurde
parallel zur Transformation ins System A auch eine Rahmenmarkentransformation mit Hilfe der
ebenen Ahnlichkeitstransformation durchgefiihrt (System B).

Der uberwiegende Teil der Untersuchungen beschriankte sich im Funktionalteil des Modells auf eine
3-Parametertransformation (Translationen Xos Yo Drehung «), um moglichst wenig Zwang auf die
Schdatzung auszuliben. Die Ubrigen Transformationen wurden zur Untersuchung spezieller Einflisse
durchgefiihrt und werden bei den einzelnen Ergebnissen diskutiert.

In den Fdllen der Bildreihen RZK4la, b wurden nur 9 Reseaukreuze (3x3 Schema, Abstand 10 cm)

zur Analyse herangezogen, da hier die Anzahl der Epochen (p=41) nicht zur Schdtzung einer Ko-
varianzmatrix der Dimension 50 ausreicht (p<n). In den Fdllen RZ53 und RW53 wurden zur Kontrolle
der Analyse mit 25 Punkten ebenfalls 9 Reseaukreuze verwendet, da eine zuverldssige Schdtzung
bei nur 3 redundanten Aufnahmen nicht gewdhrleistet ist.

Funktionalteil 0z76 | RZ53 | RZK4la | RZK41b | RZ72 | RW53 | RW71
(25) | (25)](9) (9) (9) | (25) | (25){(9) | (25)

3-Parametertransformation

(Xg» ¥ )s System A X X | X X X X X | x X

3-Parametertransformation ’
(Xgs ¥g» «)» System B X X X X | X X

4-Parametertransformation X ¥
(xo, Yor Ks m), System A

4-Parametertransformation ¥
(xo, Yoo Ko ¢), System A

4-Parametertransformation
(Xgs Ygs K» ©), System A

6-Parametertransformation X
(xo, Yor €5 M5 0, w), System A

18-Parametertransformation
(duBere Orientierung und 12
Parameter nach Ebner), System A

Tabelle 3.1: Verwendete Funktionalanteile bei der Bestimmung der Verbesserungen
(mit Angabe der Punktanzahl pro Bild)
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Als generelles Ergebnis der PC-Analyse aller geschdtzten Kovarianzmatrizen ergab sich ein sehr
rasch abfallendes Eigenwertspektrum, was sich in der Interpretierbarkeit der Vektordiagramme be-
stdtigte. In der Regel konnten lediglich die ersten 4 bis 5 Effekte interpretiert werden. Exem-
plarisch zeigen die Abbildung 3.2 das Eigenwertspektrum des Fluges 0Z76 nach einer 3-Parameter-
transformation im System A und die Abbildungen 3.3 a) bis e) die zugehdrigen ersten 5 Deforma-
tionseffekte.

un
0 1

20 -
109, Abb. 3.2:
54 Eigenwertspektrum der geschdtzten

Kovarianzmatrix €, (Flug 0776,

i 3-Parametertransformation, System A)

- R

8

Im folgenden wird eine Zusammenfassung der wesentlichen Einzelergebnisse der PC-Analyse gegeben
und anhand reprdsentativer Vektordiagramme erldutert.

a) EinfluB der MaBstabsvariation

Alle untersuchten Bildreihen weisen als ersten und damit dominierenden Deformationseffekt eine
Variation des MaBstabes auf (siehe Abb..3.3a). Hierbei treten in den Randbereichen der Bilder
Streuungen bis zu 10 um auf. Dieser Effekt ist auch bei allen Eigenwertspektren sichtbar, da der
erste Eigenwert sich um ein Vielfaches von dem zweitgroften abhebt (siehe Abb. 3.2). Als Nach-
weis, daB es sich bei diesem Haupteffekt um eine Variation des MaBstabes handeit, wurde beim
Flug 0Z76 eine 4-Parametertransformation mit dem MaBstab als zusdtzliche Unbekannte im System A
gerechnet. Es ergab sich eine Verschiebung der Haupteffekte, d.h. der 2. Effekt riickte an die
erste Stelle, usw.. Das Eigenwertspektrum reduzierte sich um den EinfluR des 1. Effektes bei der
3-Parametertransformation:

3-Parametertransformation : 7§ Af3) 137Oum2

i
4-Parametertransformation : ) Agh) = 395um2
i

975 w2 <= 13) = 981

a 1

Un den EinfluR der Rahmenmarkentransformation auf die Variation des MaBstabes zu untersuchen,
wurde die PC-Analyse auch im System B durchgefiihrt. Als erster Deformationseffekt ergab sich
wiederum eine MaBstabsvariation, aber der Betrag der Variation ging deutlich zuriick. Dies soll
am Beispiel des Fluges RW71 veranschaulicht werden.

Der maximale Betrag der Streuung geht von 10 um auf 2 um (vgl. Abb. 3.4a und 3.4b) und die Summe
der Eigenwerte von 1001 umzauf 186um2 zuriick. DaR die MaBstabsvariation dennoch dominiert, 13Rt
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15 25 35 45 55
14 24 34 44 54
Abb. 3.3:
S Strukturanalyse der QJI—Matrix;
Flug 0Z76, System A,
3-Parametertransformation
42 52
VektormaBstab —— 2 um
i 5 Flugrichtung =——=2>

a) 1. Effekt

b) 2. Effekt c) 3. Effekt

d) 4. Effekt e) 5. Effekt
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a) System A (Schwerpunktsystem) b) System B (Rahmenmarkensystem)

Abb. 3.4: Strukturanalyse der §11~Matr1x; Flug RW71, 3-Parametertransformation,
1. Effekt (MaBstab)

VektormaBstab +=— 2 um Flugrichtung =——=>

sich am Eigenwertspektrum zeigen. Subtrahiert man jeweils den ersten Eigenwert von der Gesamt-
summe aller Eigenwerte, so ergeben sich nahezu identische Differenzbetrdge:

System A : Exi = 1001um2 System B : in = 186um2
i i
-ay = 843un” A, = 30 um’
A = 158 pmz — A = 156 umz

Eine der Ursachen fiir den verbleibenden stark dominierenden Effekt der MafBstabsvariation, obwohl
der Mittelwert Uber den gesamten Flug bereits im Funktionalmodell erfaBt worden ist, ist sicher-
lich in der zeitlichen Anderung der atmosphdrischen Bedingungen im Auswerteraum zu sehen. Da die
Auswertung sich iiber mehrere Tage erstreckte und der Raumnicht klimatisiert war, sind Anderungen,
insbesondere der relativen Luftfeuchtigkeit, durchaus gegeben.

Die MaBstabsvariation hat allerdings keine Auswirkung auf die Blockausgleichung, da der MaBstab
im Funktionalmodell bildweise mit den Parametern der &uReren Orientierung erfaft wird (vgl.
4-Parametertransformation).

b) EinfluB der Kammermechanik

Die PC-Analyse ergab bei allen Bildreihen fiir die zweiten bzw. dritten Deformationseffekte eine
Variation, die durch die Drehungen ¢ bzw. w der duferen Orientierung gendhert beschrieben werden
konnen (vgl. Abbildung 3.5). Als Nachweis, daB diese Deformationstypen den wesentlichen Anteil
der 2. und 3. Effekte darstellen, wurden fiir den Flug 0Z76 im System A (Schwerpunktsystem)
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RZ53 RW53

Abb. 3.5: Strukturanalyse der §4]-Matr1x, 2. Effekte der Fliige RZ53 und RW53,
die auf Einfliisse der Kammermechanik deuten; 3-Parametertransformation
im System A

VektormaBstab +— 2um Flugrichtung ——

4-Parametertransformation gerechnet, die neben den 3 Parametern der Verschiebung und Kantung
noch die Drehung ¢ bzw. w berlicksichtigten (siehe Reustlen (1981)). Bei der anschlieBenden Ana-
lyse der Kovarianzmatrizen erschienen die Deformationstypen nicht mehr, und an ihre Stelle riick-
ten die direkt folgenden Effekte nach. Lediglich der 3. Effekt (hier als w-Drehung interpre-
tiert) konnte nicht vollstdndig erfaBt werden, da er durch starke Durchbiegungen Uberlagert war.
Dies 1dBt sich auch mit Hilfe der Eigenwertspektren zeigen (vgl. Tabelle 3.2).

Transformations- | sp(Cy;)| 1. Eigenwert | 2. Eigenwert | 3. Eigenwert
parameter [umz] [umz] Typ [umz] Typ [umq Typ
Xos Yoo K 1352 968 m 87 I 42 w
Xys Yoo Ko 0 1285 967 m 51 w 23 | —
Xos Yoo K5 @ 1335 967 m 86 0 41 —

Tabelle 3.2: Eigenwertspektren des Fluges 0Z76 bei unterschiedlichen
Transformationen im System A

Bei der Transformation (xo, Ygs ks ¢) reduziert sich die Summe der Eigenwerte um 67 umz, was
gendhert dem 2. Eigenwert der Transformation (xo, Yoo k) entspricht. Die Transformation
(XO, Yos K w) erfaBt allerdings nur einen Teil der Variation, da sich die Summe der Eigenwerte

nur um 17 umz reduziert, der 3. Eigenwert aber den Betrag von 42 umz aufweist.

Die Ursache fiir diese Deformationstypen kann im Andruckmechanismus der verwendeten Kammern Tie-
gen. Sowohl bei der Kammer der Firma ZEISS als auch der Firma WILD erfolgte der Andruck des
Films an den Kammerrahmen Uber den gleichen Mechanismus. Die Kraft, welche auf die Druckplatte
mit der Ansaugvorrichtung wirkt, greift lediglich an einem Aufpunkt (Kugel). Dies kann zur Folge
haben, daf im Moment der Belichtung die Andruckplatte nicht gleichmdBig am Rahmen anliegt und
von Aufnahme zu Aufnahme eine Variation des Betrages der dadurch entstandenen Drehungen um den
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Aufpunkt eintritt. Bei neueren Kammern hat man allerdings den Andruckmechanismus gedndert, z.B.
erfolgt bei der Kammer WILD RC 10 die Kraftiibertragung gleichzeitig durch vier in den Ecken an-
gebrachte Magnetspulen, so daB hier eine Variation der Drehwinkel ¢ bzw. w nicht mehr wahrschein-
lich ist.

Fur das mathematische Modell hat dieser EinfluB der Kammermechanik keine Bedeutung, da die
Drehungen p und w in den Parametern der duferen Orientierung der einzelnen Bilder bereits ent-
halten sind.

c) EinfluB der Rahmenmarkentransformation

Die Transformation der gemessenen Maschinenkoordinaten auf die Rahmenmarken mit Hilfe der ebenen
Ahnlichkeitstransformation (System B) sollte deren EinfluB auf die Variation der Deformationen
aufzeigen. Im wesentlichen konnte nur eine direkte Auswirkung auf die MaRstabsvariation beobach-
tet werden (siehe Abschnitt a)). Auf die folgenden Deformationstypen hat die Rahmenmarkentrans-
formation keinen wesentlichen EinfluB (vgl. Abbildungen 3.6 und 3.7). Lediglich bei der Kammer
der Firma WILD konnten, bedingt durch die Anordnung der Rahmenmarken in den Bildecken, gering-
fligige Verdnderungen in den Eckbereichen festgestellt werden.

d) EinfluB des Kopiervorgangs

Die Untersuchungen der Bildreihe RZK41 ergaben im Vergleich mit dem Flug RZ53 sehr dhnliche De-
formationstypen. Lediglich die Betrdge der Variation sind um den Faktor 2 grofer, was sich wie-
derum am Eigenwertspektrum verdeutlichen 183t. Betrachtet man die Summe der Eigenwerte fiir die
Bildreihen RZK4la,b und RZ53 und reduziert sie jeweils um den EinfluB der MaBstabsvariation

(1. Effekt), so erhdlt man folgende Betrdge:

Bildreihe %Ai
i=2
RZ53 52 um’
RZK41a 135 um?
RZK41b 118 um?

Flr die Steigerung der Variationsbetrdge ist neben den Einflissen des Kopiervorgangs auch die
verminderte Einstellgenauigkeit in den Kontaktkopien verantwortlich (vgl. Tabelle 2.2).

Zwischen den beiden Auswertern der Bildreihe RZK41 ergaben sich keine signifikanten Unterschiede
bei der Analyse. Die Deformationstypen weisen sehr gute Ubereinstimmung auf.

Un die Auswirkungen des Kopiervorgangs auf das Bildmaterial ndher zu untersuchen, wurden die
Messungen des Originalfilmmaterials des Fluges RZ53 als Bezugssystem fir die 3-Parametertrans-
formation der Bildreihe RZK41 verwendet. Bei der Kovarianzanalyse ergab sich neben dem Effekt
der Mafstabsvariation als unmittelbar folgender Haupteffekt eine Variation vom Typ einer Affini-
tdt (vgl. Abbildung 3.8). Alle weiteren Effekte sind nicht mehr interpretierbar und weisen auch
keine signifikanten Variationen auf.

Das bedeutet, daB der Kopiervorgang im wesentlichen eine affine Verzerrung des Bildmaterials
verursacht, die in diesem Beispiel eine Streuung von bis zu 5 um aufweist. Die im Abschnitt b)
gezeigten Neigungseffekte konnen somit nicht auf den EinfluB des Kopierens zuriickgefiihrt werden.
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System A System B

Abb. 3.6: Strukturanalyse der‘gll-Matrix des Fluges RZ72, 2. Effekt;
3-Parametertransformation im System A und B

VektormaBstab +— 2um Flugrichtung =—=

System A System B

Abb. 3.7: Strukturanalyse der §4]-Matrix des Fluges RW71, 3. Effekt;
3-Parametertransformation im System A und B

VektormaBstab +~— 2 um Flugrichtung =—=

Abb. 3.8:

Strukturanalyse der §4]-Matrix beim
Vergleich Original-Kopie, 2. Effekt;
3-Parametertransformation im System A
(Original = Soll)

VektormaBstab —— 2 um
Flugrichtung =——=
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e) EinfluB eines erweiterten Funktionalmodells

Die bis hierhin gezeigten Untersuchungen beschranken sich in der Regel auf einen sehr einfachen
Funktionalteil im Modell der Definition IV.3-1. Um aber auch Schdtzungen der Kovarianzmatrix C]]
zu erhalten, die der Realitdt angepaBt sind, wurden die gemessenen Reseaukoordinaten mit Hilfe
der 6 Parameter der duBeren Orientierung auf ihre Sollkoordinaten transformiert. In einer weite-
ren Verfeinerungsstufe wurde dann noch der EinfluB einer 18-Parametertransformation analysiert,
wobei neben den 6 Parametern der &uBeren Orientierung die 12 zusdtzlichen Parameter nach Ebner
in einer modifizierten Form verwendet wurden (siehe Abschnitt 4).

(1) Die Analyse der aus den Verbesserungen der 6-Parametertransformation geschdtzten Kovarianz-
matrix qu ergab Einzeleffekte, deren Interpretation nicht mehr visuell moglich ist (siehe Ab-
bildung 3.9), da lokale Deformationen den Gesamteindruck storen.. Dennoch sind die Betrédge der
Variation signifikant. Die maximalen Verbesserungen nach der Transformation und der Reduktion um
globale Systematik betragen beim Flug RZ72 6.8 um r'nd beim Flug RW71 9.2 um.

Abb. 3.9:

Strukturanalyse der EII-Matrix
des Fluges RZ72, 1. Effekt;
6-Parametertransformation

im System A

VektormaBstab +—— 2 um

Flugrichtung =——=

1" 21

(2) Die aus der Analyse der nach der 18-Parametertransformation geschdtzten Kovarianzmatrix éll
erhaltenen Effekte weisen keine Strukturierung mehr auf. Auch die lokalen Deformationen sind
weitgehend erfaBt (vgl. Abbildung 3.10). Die nach der Transformation und der Reduktion der globa-
len Systematik verbleibenden maximalen Verbesserungen sind in Tabelle 3.3 zusammengefaBt. Diese
Verbesserungen nehmen Betrdge an, die nicht unbegriindet vernachldssigt werden diirfen. Eine Sig-
nifikanzprifung der geschdatzten Kovarianzmatrix §4] soll dies bestdtigen.

Abb. 3.10:

Strukturanalyse der §1]-Matrix
des Fluges RW71, 1. Effekt;
18-Parametertransformation

im System A

VektormaBstab +—— 2 um
Flugrichtung =—
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Flug 0776 RZ53 | RZK41la | RZK41b | RZ72 RW53 RW71

max.
Verbesserung 8.4 4.1 5.1 5.1 4.7 5.6 5.7

[wm]
Tabelle 3.3: Maximale Verbesserungen (Betrag) nach 18-Parametertransformation und
Reduktion der globalen Systematik

Mit Hilfe eines statistischen Tests (Fisher-Test) 148t sich lberpriifen, ob trotz des stark er-
weiterten Funktionalmodells mit dem bildweisen Ansatz von 18 unbekannten Parametern und der glo-
balen Reduktion der Systematik noch signifikante Restfehler verbleiben. Dazu werden die aus den
Doppelmessungen abgeleiteten Beobachtungsgenauigkeiten (Streuungen der Mittelwerte) lber die x-
und y-Koordinaten gemittelt (a priori Genauigkeit):

9 = . (3.2.1-1)
Der Freiheitsgrad fiir diese Bestimmung der mittleren Beobachtungsgenauigkeit ergibt sich aus dem
Produkt der gemessenen Koordinaten pro Bild und der Anzahl der ausgewerteten Bilder. Eine Schat-
zung der Beobachtungsgenauigkeit nach der Ausgleichung (a posteriori Genauigkeit) erhdalt man aus:

2 SP(Eyy)

&t = (3.2.1-2)
n=-u

wobei n gleich der Anzahl der Beobachtungen und u gleich der Anzahl der Unbekannten pro Bild ist
und die Matrix ﬁvv sich aus der Gleichung (3.1.1-3) ergibt. Der Freiheitsgrad fir die Schdtzung
von o entspricht (n-u)<p. Die Ergebnisse der Tests fir die einzelnen Bildreihen sind in Tabelle
3.4 zusammengefaBt. Fiir die Bildreihen RZK4la,b ist ein Test nicht moglich, da bei Verwendung
von 9 Reseaukreuzen keine Uberbestimmung vorliegt und somit eine Schdtzung der a posteriori Ge-
nauigkeit nicht mehr durchfiihrbar ist. Es verbleiben in jedem Fall bei dem stark verfeinerten
Funktionalmodell mit 18 unbekannten Parametern pro Bild signifikante Restfehler gegeniiber dem
MeBrauschen.

Flug §i f 82 f TestgrofBe Kritischer Signifikant
1 =1 o2
5 Wert
2 2
[um ] [um ] T = E% F(f1, fz 3 0.01), T>F
QI |
0776 5.23 2432 3.58 3800 1.46 1.09 Ja
RZ53 1.82 1696 0.91 2650 1.82 1.11 ja
RZ72 1.55 2304 0.74 3600 2.10 1.09 ja
RW53 3.21 1696 1.42 2650 2.26 1.11 ja
RW71 2.80 2272 0.58 3550 4.81 1.09 ja

Tabelle 3.4: Test auf Signifikanz der Modellabweichung

L2 2
NulThypothese: I, D

Signifikanzniveau: 99%

Alternativhypothese: éi > 52

:g 9
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3.2.2  Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

(1) Die PC-Analyse der geschdtzten Kovarianzmatrizen der Beobachtungen gibt ein geschlossenes
Erscheinungsbild lber alle untersuchten Reseaubefliegungen wieder. Die dominierenden Variations-
effekte sind sich in ihrer Form sehr &hnlich. Die Analyse bringt an interpretierbaren Einfliissen
auf die Kovarianzmatrizen im wesentlichen physikalische Faktoren (z.B. MaBstab, Drehungen, Affi-
nitdt) zum Vorschein, die durch bjldweisen Ansatz im Funktionalteil des mathematischen Modells
der Aerotriangulation bereits erfaBt werden, bzw. sehr einfach erfaBt werden konnen. Dies bestd-
tigt auch die Ergebnisse von Schilcher (1980), der durch die bildweise Erfassung der Systematik
in den Bereich des MeBrauschens vorgedrungen jst.

Aus diesen Erkenntnissen der empirischen Analyse ergibt sich als SchluBfolgerung, in einem er-
weiterten mathematischen Modell die systematischen Deformationen als um einen globalen Mittel-
wert variierende GrofBen, d.h. als stochastische Parameter mit einem Erwartungswert ungleich Null,
zu definieren, wie es im kombinierten Modell (vgl. Abschnitt III1.2) vorgesehen ist.

(2) Obwohl die bildweise Erfassung der Systematik einen sehr hohen Verfeinerungsgrad des Funk-
tionalmodells darstellt, zeigen die Ergebnisse der 18-Parametertransformation, daB die verblei-
bendenlﬁll—Matrizen sich signifkant vom MeBrauschen abheben. Zus&tzlich schloB man bei den Unter-
suchungen Korrelationen zwischen den Bildern aus. Das bedeutet, eine Modellierung der Kovarianz-
matrix der gemessenen Koordinaten allein durch das MeBrauschen ist nicht hinreichend. Welchen
EinfluR allerdings die nach der Erfassung der Systematik durch 18 bildweise Parameter verblei-
benden Kovarianzmatrizen der Beobachtungen auf die Schdtzung unbekannter Parameter in der Aero-
triangulation haben und welche Strukturen ihnen zugrunde Tiegen, konnte im Rahmen dieser Arbeit
nicht geklart werden. Fiir kiinftige Untersuchungen konnen hier noch interessante Aspekte liegen,
besonders auch im Hinblick auf die Einbeziehung der Korrelation zwischen den Bildern, die ent-
scheiden wird, ob zur Modellierung der Kovarianzmatrix der Beobachtungen ein weifes oder korre-
liertes (farbiges) Rauschen angebracht ist.

Flir kiinftige Untersuchungen im Bereich der Strukturanalyse der Kovarianzmatrizen sollten folgen-
de Punkte beachtet werden:

- Verwendung neuerer MeRkammern, da sich im Bereich der Kammermechanik teilweise Anderungen

vollzogen haben.

- Verwendung ausreichend groBer Bildreihen, um eine statistisch gesicherte Schidtzung der Ko-
varianzmatrix flr 25 Punkte gewdhrleisten zu kdnnen (p>75).

- Messung in klimatisierten Rdumen, um atmosphdrische Einflisse bei der Auswertung auszu-
schlieBen.

- Korrelationen zwischen den Bildern beriicksichtigen. Die dadurch verursachten Anderungen
der geschdtzten Kovarianzmatrizen konnen mit dem allgemeinen Eigenwertproblem und den dar-
aus abgeleiteten Konditionszahlen analysiert werden.

- Messung und Berechnung lokaler Ausschnitte im Bild, um kurzwellige Einfliisse zu analysieren
(z.B. Reseauraster im 1cm - Abstand).

Unter Beachtung dieser Gesichtspunkte lassen sich eventuell fiir einzelne Kammertypen bestimmte
Charakteristika ableiten, auf der die Strukturierung der Kovarianzmatrix der gemessenen Koordi-
naten aufbauen kann.
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4, Zeitreihenanalyse systematischer Bilddeformationen

(1) Ein flr das stochastische Verhalten von Bildkoordinaten wichtiger Gesichtspunkt ist neben
dem Korrelationsverhalten im Bild die Beziehung zwischen den Bildern. Das im vorangegangenen Ab-
schnitt 3.1 dargestellte multivariate Modell gestattet unter Vorgabe der Kovarianzmatrix CH
auch die Schatzung der Korrelationsmatrix R (vgl. Abschnitt II.2.2.1). Dabei tritt aber wiederum
das Problem auf, die Korrelationsmatrix zu interpretieren und zugrundeliegende Strukturen zu de-
finieren, was in diesem Fall noch schwieriger ist. Um diese Problemstellung zu umgehen, bietet
sich das Verfahren der Zeitreihenanalyse zur Bestimmung der Korrelation zwischen den Bildern an.
Die in regelmdRigen zeitlichen Abstdnden erfolgenden Aufnahmen Tegen die Vorstellung einer Zeit-
reihe nahe.

Das Korrelationsverhalten der Bildkoordinaten zwischen den Bildern wird von den Korrelationen
zwischen den von Bild zu Bild variierenden systematischen Deformationen verursacht. Mit Hilfe
eines (orthogonalen) Parametersatzes, der die Deformationen pro Bild beschreibt, ergibt sich
Uber die gesamte Bildreihe flir jeden einzelnen Parameter eine Zeitreihe, d.h. die Parameter wer-
den als zeitabhdngige stochastische Variable interpretiert, aus denen sich u.a. die Autokorrela-
tionsfunktionen ableiten lassen. Damit erhdlt man eine zum Abschnitt 3 inverse Fragestellung.
Dort wurde nach bestimmten systematischen Deformationsformen gesucht, wdhrend hier ein konkreter
Deformationstyp vorgegeben wird und sein stochastisches Verhalten analysiert werden soll.

(2) Die Zielsetzung dieses Abschnitts ist es, neben der Gewinnung dieser Zeitreihen die Ergeb-
nisse der Analyse zu beschreiben. Reprdsentative Beispiele zeigen das zeitliche Verhalten der
einzelnen Deformationstypen, die durch den Parametersatz von Ebner (1977) beschrieben werden.
Die Interpretation der Zeitreihen als autoregressive Prozesse und deren Analyse beinhalten die
wesentlichen Erkenntnisse dieser empirischen Untersuchungen.

4.1 Gewinnung der Zeitreihen
Der Zeitreihenanalyse systematischer Bilddeformationen Tiegt das im Abschnitt 2 beschriebene

Datenmaterial der Reseaubefliegungen zugrunde. Um das zeitliche Verhalten systematischer Bild-
deformationen zu erfassen, wurde der Parametersatz von Ebner (siehe Abbildung 4.1) modifiziert,
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d.h. auf das gemessene 5x5 Punkteschema der Reseaukreuze orthogonalisiert. Da in diesem Unter-
suchungsabschnitt das stochastische Verhalten der systematischen Bilddeformationen im Vorder-
grund stand und keine physikalischen Ursachen erforscht werden sollten, wurde dieser rein mathe-
matisch argumentierende Ansatz gewdhlt. Analog zum Abschnitt 3.2.1 wurde flir jedes Bild eines
Fluges eine Uliberbestimmte 18-Parametertransformation gerechnet, um die Einflisse der duRBeren
Orientierung zur Gewdhrleistung einer realitdtsbezogenen Untersuchung zu eliminieren.

Formal lauten die Transformationsbeziehungen:

2 o 2
i} 10,2 b _\/10 2 b°
dxg = xg oM os ype F gy =S (G0 Gt Yty S5t Xy,

2 22 Zb2

+ (yi—z%)tS + x.(yi- %?)t7 + yi(xi——i)t9 + (x

2. 2
i i

b* , 2
2ty (4.1-1)

107, 2 b2 /10 2_ b2
Yo T ymt Xkt -7-(yi-—§9w S XY -yt Xty Xiyit3 -\ (yi Z)th

dy.
2_ b2 2_ b2 2_ b2 2_bA, 2 b2
OGPt Ty (G- R)t  xmte F (G- iR,

Hierbei bedeutet:

Xis ¥4 = gemessene Koordinaten des Punktes i

dxi, dyi = Differenzen zwischen gemessenen und Sollkoordinaten des Punktes i
Xos Yoo M = Parameter der duBeren Orientierung

Ky Wy ¢

to-t, = zusdtzliche Parameter nach Ebner (modifiziert)

b = Basis (b =100000 um)

Dieser Parametersatz (G1. (4.1-1)) ist orthogonal fiir das 5x5 Punkteschema, d.h. Korrelationen
zwischen den Zeitreihen der einzelnen Parameter sind theoretisch nicht zu erwarten. Die in den
folgenden Abschnitten angegebenen Werte fiir die geschdtzten Parameter und deren Streuungen sind
alle auf die Basis b normiert, z.B. ist der Wert des Parameters t3 mit b2 multipliziert. Sie be-
ziehen sich damit auf die Dimension um. Die hohe Redundanz von 32 pro Transformation gewdhrt die
statistische Sicherheit der geschdtzten Parameter.

Aus den Ausgleichungen mit dem funktionalen Ansatz der 18-Parametertransformation ergibt sich
flir jeden einzelnen Parametertyp eine Zeitreihe Uber den Flug. Zur Analyse werden allerdings die
3 Parameter X s Yoo K nicht herangezogen, da sie zur Festlegung des Koordinatensystems (Datum)
notwendig sind und keine Aussagekraft besitzen.

4.2 Ergebnisse der Zeitreihenanalyse

4.2.1 Zeitreihen der Parameter

Vor der Beschreibung der eigentlichen Analyse der Zeitreihen soll ein allgemeiner Eindruck von
dem zeitlichen Verhalten der geschdtzten Parameter vermittelt werden. In Tabelle 4.1 sind die
Mittelwerte liber die Zeitreihen und die Streuungen um das Mittel flir jeden Flug zusammengestellt.
Mit Hilfe einiger reprdsentativer Beispiele sollen die wesentlichen Merkmale der Zeitreihen be-
schrieben werden, wobei das zeitabhangige Verhalten der zusdtzlichen Parameter im Vordergrund
steht.
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(1) Die Vielfalt der einzelnen Zeitreihen zeichnet sich deutlich in der Tabelle 4.1 ab. Die
Mittelwerte der zusdtzlichen Parameter weichen zu ca. 30% signifikant von Null ab (siehe Abbil-
dungen 4.2 und 4.3). Damit ist nachgewiesen, daR die Erwartungswerte der zusdtzlichen Parameter
im mathematischen Modell der Aerotriangulation nicht mit Null angenommen werden diirfen.

Die Streuungen um den Mittelwert einer Zeitreihe weisen te11weise beachtliche Betrdge auf (siehe
Abbildungen 4.3, 4.4 und 4.5), unabhdngig vom Betrag des Mittelwertes. Aber es sind auch Zeit-
reihen vertreten, deren Mittelwerte nur unwesentlich von Null abweichen und nur geringfiigig vari-
ieren (siehe Abbildung 4.6). Diese Parameter kdnnen fiir den betreffenden Flug als nicht signifi-
kant bezeichnet werden.

Besonders charakteristisch fiir alle Zeitreihen sind die hochfrequenten Schwankungen. Sie deuten
auf einen stochastischen ProzeB niederer Ordnung hin.

Parameter 0276 RZ53 RZK41a RZK41b RZ72 RW53 RW71
Mittel o Mittel o | Mittel o | Mittel o | Mittel o Mittel o |Mittel o
o 44.4 | 6.2 | -15.1 |10.8 21.9 | 7.5 | -13.7 il0.2 | -12.9 | 7.6 | 107.7 | 5.7 67.4 | 5.8
L w -0.4 -5.6 | 0.8 -5.0 | 1.0 -5.7 | 1.0 -5.4 1 1.0 0.1 | 0.9 -0.3 | 0.7
< 0 -3.1 1 2.3 -4,5 1 0.9 -5.2 | 1.2 -5.2 | 1.1 -5.8 | 1.3 -3.6 | 0.6 -2.8 | 0.6
4 -0.7 | 0.8 -4.2 1 0.7 -3.3 | 1.0 -4.8 | 1.4 -5.3 | 0.7 0.8 [ 0.6 4.1 | 0.6
tz -2.1 1 1.0 -2.6 | 0.5 -1.7 1 0.9 -2.311.0 -2.1] 0.5 1.5 | 0.6 1.8 | 0.5
t3 1.8 10.9 1.2 ] 0.6 1.7 | 0.7 1.7 ] 0.8 2.1 ] 0.5 -0.5 | 0.6 -0.1 |1 0.6
tt‘ -0.7 | 1.1 -0.6 | 0.8 -0.1 | 0.8 -0.1| 0.8 -0.9 | 0.9 0.2 { 0.6 0.2 { 0.6
% t5 -4.1 ) 1.7 -3.0 | 1.0 -4.7 | 1.0 -5.2 | 1.0 -3.6 | 1.0 -2.2 | 1.0 -1.9 | 1.0
R 3 0.3 | 2.1 0.6 | 1.1 -0.0 | 1.7 -0.11] 2.0 0.6 | 1.3 1.4 10.8 2.9 1.0
S t7 -14.8 | 2.3 | -13.5 | 1.5 | -12.3 | 1.4 | -12.3 | 1.9 -14.9 | 1.7 -1.2 1 1.4 -1.2 | 1.8
z tg -1.6 | 2.1 0.7 { 1.6 0.4 | 2.6 0.2 2.4 -0.4 | 1.7 -1.0 | 1.7 -3.2 | 1.7
N t9 -1.6 | 1.5 -2.31 1.0 -2.8 | 1.4 -3.1] 1.4 -2.8 1 0.9 0.2 { 1.2 0.6 | 1.2
tig -0.9 | 1.5 -1.91 0.9 -2.1 | 1.2 -1.8 1 1.1 -1.7 1 1.0 1.6 1.4 1.4 | 1.0
t -6.0 | 2.6 -3.4 ] 1.5 -3.0 | 2.0 -3.1 ] 2.1 -4.4 ] 1.6 -2.2 | 1.7 -2.4 | 2.0
ty -3.4 | 2.8 -0.5{ 1.7 -0.5 | 2.0 0.1 2.6 -0.2 ] 1.6 1.7 1 2.5 1.2 ] 2.1

Tabelle 4.1: Arithmetische Mittel und Streuungen der Parameter in um aus den Zeitreihen
aller Flige (Werte sind normiert auf die Basis b= 100000 um)

(2) Wie schon im Abschnitt 3 zu sehen war, weist der MaBstabsparameter m die groBten Mittelwer-
te und Variationen flir alle Bildreihen auf (siehe Abbildungen 4.7 und 4.8). Bei den Zeitreihen
des MaBstabes erfaBt das arithmetische Mittel den Trend nicht vollstdndig, denn es sind deutlich
periodische Schwankungen im niederfrequenten Bereich zu erkennen, die eventuell im Zusammenhang
mit atmosphdrischen Einfliissen bei der Messung zu sehen sind (vgl. Abbildung 4.8).

(3) In der Tabelle 4.1 fd11t auch die relativ gute Ubereinstimmung der Mittelwerte und Streu-
ungen bezogen auf den gleichen MeBkammertyp auf (RZ53 <= RZ72 und RW53 <—= RW71). Dies ist mog-
licherweise auf die identischen Aufnahmebedingungen zurlickzufiihren, da die Fliige unmittelbar
nacheinander erfolgten und die Aufnahmen mit den gieichen Kassetten durchgefiihrt wurden. Auch
die Ergebnisse der Auswertung der Kontaktkopien und zwischen den beiden Auswertern sind hoch-
gradig mit denen des Originalfilmmaterials korreliert.
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Besonders charakteristisch ist der Mittelwert des Parameters t7 bei den Zeitreihen der MeR-
kammern von ZEISS. Dessen Betrag erweist sich konstant liber alle Fllige, obwohl zwei verschie-
dene MeBkammern, allerdings aus der gleichen Serie (siehe Kammer Nr. in Tabelle 2.1), verwendet
wurden (vgl. Abbildungen 4.3, 4.9 und 4.10). Auch die librigen Parameter ergeben eine gute Uber-
einstimmung zwischen den beiden Kammern von ZEISS.

Die starke Variation der Parameter um den Mittelwert legt nahe, die Zeitreihen als stochastische
Prozesse zu interpretieren und auf dieser Basis eine Analyse durchzufiihren.
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4.2.2 Autoregressive Analyse

Die Entscheidung, die Zeitreihenanalyse mit Hilfe autoregressiver Prozesse durchzufiihren, beruht
im wesentlichen auf der charakteristischen Form der Autokorrelationsfunktion (ACF). Die ACF er-
gibt sich aus den liber den Korrelationsabstand (Lag) aufgetragenen Autokorrelationskoeffizienten
der Gleichung (I11.3.2.2-8). Die berechneten Korrelationskoeffizienten konnen durchdie fiir einen
AR(1)-Prozef charakteristische Exponentialfunktion exp(-c-Lag) approximiert werden. Ebenso deu-
ten die hochfrequenten Schwankungen der Parameterwerte innerhalb der Zeitreihen auf kurze Korre-
lationsweiten und damit auf einen Prozef 1. Ordnung hin.

Bei der autoregressiven Analyse wurden fiir jede Zeitreihe mit Hilfe der Yule-Walker-Gleichungen
(G1. (II1.3.2.2-7)) die ProzeBkoeffizienten a, bis zum ProzeB 3. Ordnung geschdtzt. Als Beispiel
sind die Ergebnisse der Bildreihe RZ72 in Tabelle 4.2 aufgefiihrt. Die geschidtzten ProzeBkoeffi-
zienten und die aus den geschdtzten ProzeBfehlern g ermittelten Varianzen (siehe G1. (II.3.2.2-5)
und G1. (II.3.2.2-6)) weisen darauf hin, daB die Zeitreihen durch einen AR-ProzeB 1. Ordnung hin-
reichend erfaBt werden. Die Stationaritatsbedingung (a1<1) wurde von den um den Mittelwert
(Trend) reduzierten Zeitreihen erfiillt.

Parameter | arithmet. | Varianz ProzeBkoeffizienten
Mittel 1. Ordnung [ 2. Ordnung 3. Ordnung
[um] [gmz] a, a, 8, a, a, )
m -12.9 58.04 0.705 0.665] 0.056 0.670{.0.115(-0.088
w -5.4 1.00 0.222 0.193] 0.130 0.164| 0.087| 0.223
¢ -5.8 1.77 0.295 0.163| 0.448 0.131} 0.436} 0.071
t, -5.3 0.43 0.159 0.138{ 0.129 | 0.141| 0.132|-0.020
t, -2.1 0.28 0.054 0.044| 0.151 0.069| 0.158(-0.155
t3 2.1 0.25 -0.016 -0.013| 0:186 | -0.017| 0.186| 0.020
ty, -0.9 0.84 0.210 0.189| 0.100 0.170{ 0.062| 0.199
t5 -3.6 1.10 0.324 0.297 0.138 0.2581 0.096| 0.154
tg 0.6 1.78 0.263 0.198] 0.248 0.153| 0.212| 0.181
t7 -14.9 2.84 0.258 0.197] 0.235 0.207| 0.243{-0.039
tg -0.4 2.84 -0.290 ~0.270| 0.068 | -0.273]| 0.077| 0.032
t9 -2.8 0.79 0.059 0.059{-0.009 0.059 {-0.008{-0.008
tio -1.7 1.02 -0.022 -0.020| 0.096 | -0.023| 0.097] 0.030
t -4.4 2.46 0.007 0.006| 0.104 | -0.006| 0.103| 0.113
t, -0.2 2.44 -0.130 -0.134]-0.032 | -0.136|-0.042!|-0.075

Tabelle 4.2: Ergebnisse der Zeitreihenanalyse mit Hilfe des
autoregressiven Prozesses des Fluges RZ72

Beim AR(1)-ProzeR ist der ProzeBkoeffizient mit dem Korrelationskoeffizient identisch, was sich
direkt aus den Yule-Walker-Gleichungen ergibt. Deshalb soll die in Abbildung 4.12 gezeigte Hau-
figkeitsverteilung der ProzeRkoeffizienten einen Einblick in das Korrelationsverhalten zwischen
den Bildern geben. Zusdtzlich ist aus Tabelle 4.2 und exemplarisch auch aus der Abbildung 4.11
ersichtlich, daf die Mehrzahl der Kerrelationen zwischen zwei benachbarten Bildern zwischen 10
und 30% liegen. Die maximale Korrelation der Zeitreihen der Parameter t, bis t12 liegt bei 48%
(vgl. ACF 1in Abbildung 4.2), ohne Berlicksichtigung der Kontaktkopien. Zieht man die Kontakt-
kopien zur Untersuchung mit heran, so stellt man fest, daB die Korrelationen hier signifikant
hoher ausfallen und die maximaie Korrelation bei 69% flir den Parameter t1 liegt.
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Abb. 4.12: Hiufigkeitsverteilung der aus den Zeitreihen der
zusatzlichen Parameter geschdtzten ProzeBkoeffi-
zienten a, (ohne die Bildreihen RZK4la,b)

Wie stark das Korrelationsverhalten der zusdtzlichen Parameter sich zwischen den Zeitreihen
unterscheidet, ist aus den Autokorrelationsfunktionen der Abbildungen 4.4 und 4.11 flr niedere
Korrelationen und den Abbildungen 4.2 und 4.10 flr hohe Korrelationen ersichtlich. Die signifi-
kanten Korrelationen reichen in der Regel nicht iiber einen Abstand von 2 bis 3 Bildern hinaus.

4.3 Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

(1) Die Ergebnisse der Zeitreihenanalyse der zusdtzlichen Parameter bestdtigen die imAbschnitt 3
getroffene SchluBfolgerung iiber die stochastischen Eigenschaften der systematischen Bilddeforma-
tionen. Die starke Variation der zusdtzlichen Parameter von Bild zu Bild beweist, daB diese als
stochastische Variablen im mathematischen Modell der Aerotriangulation angesetzt werden miissen.
Die Erwartungswerte der zusdtzlichen Parameter konnen nicht zu Null angenommen werden, d.h. sie
sind im Funktionalmodell als unbekannte Parameter zu definieren. Als Trend erwies sich das arith-

metische Mittel liber die gesamte Bildreihe als ausreichend.

Bei der Analyse der Zeitreihen konnten keine signifikanten Effekte, die durch das An- und Ab-
schalten der MeRkammer beim Wechsel des Flugstreifens (Bildmaterial Rheidt) bedingt sein kdnnten,
festgestellt werden.

Das Korrelationsverhalten der zusdtzlichen Parameter zwischen den Epochen ist bei den untersuch-
ten Fliigen relativ niedrig ausgefallen. Inwieweit physikalische Einfliisse, die sich nicht mit

dem Reseau erfassen lassen, das Korrelationsverhalten zwischen den Bildern verstidrken wilirden,
bleibt offen. Bei kiinftigen Untersuchungen ist bésonders die Hdufigkeit der hier nur vereinzelt
aufgetretenen hohen Korrelationsbetrdge Uber 60% zu klaren und ihre Auswirkungen auf die Korre-
lation der Bildkoordinaten zwischen den Bildern zu analysieren. Von Bedeutung ist neben der Unter-
suchung der Auswirkungen von maximalen Korrelationen auch eine Abschdatzung der Annahme einer
mittleren Korrelation zwischen den Epochen auf die Ergebnisse der Aerotriangulation. Fiir diese
Analysen sollte aber geniigend Datenmaterial von Befliegungen jiingeren Datums beniitzt werden.
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Vielleicht ist es sogar bei einer ausreichenden Anzahl von Befliegungen mdglich, ein charakte-
ristisches Verhalten systematischer Bilddeformationen beziiglich eines bestimmten MeRkammertyps
abzuleiten, da sich bereits bei den hier durchgefiihrten Untersuchungen deutliche Obereinstim-
mungen zwischen Kammern des gleichen Typs ergaben, allerdings nur bezogen auf den Mittelwert
und die Streuung der Deformation.

(2) Die in diesem und dem vorangegangenen Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse iiber das stochasti-
sche Verhalten der Bildkoordinaten und seiner Ursachen sind, soweit es der jetzige Stand der
empirischen Untersuchungen zuldRt, in dem kombinierten Modell flir die Aerotriangulation in-
tegriert worden (vgl. Abschnitt III.2). Dabei ist die Behandlung der zusdtzlichen Parameter als
stochastische GroRen mit einem blockinvarianten Anteil (Erwartungswert) der wesentliche Bestand-
teil des Modells. Die Zusammenfassung des Korrelationsverhaltens zwischen den Epochen durch einen
flir alle zusdtzlichen Parameter gemeinsamen autoregressiven Prozef erster Ordnung beruht einmal
auf der damit verbundenen einfachen Handhabung der Korrelationen zwischen den Bildern. Aber ent-
scheidend flir diese Einschrdnkung ist doch die noch unzureichende Kenntnis iiber das Korrelations-
verhalten zwischen den Bildern. Als im wesentlichen gesicherte Kenntnis kann aus diesen Unter-
suchungen dagegen der Prozeftyp und seine Ordnung betrachtet werden. Ob flir die zusdtzlichen
Parameter jeweils ein eigener ProzeR angesetzt werden muB oder ob ein gemeinsamer Prozef aus-
reicht, ist in kiinftigen Analysen zu kldren, die dann auch das gesamte Fehlerspektrum iiber das
Reseau hinaus erfassen sollten.

Damit sind die Ergebnisse der empirischen Untersuchungen mit dem Reseaubildmaterial abgeschlos-
sen. Sie bilden eine Basis fiir viel umfassendere Versuche auf dem Gebiet des stochastischen Ver-
haltens von Bildkoordinaten und kdnnen als richtungsweisend fiir weitere Analysen betrachtet wer-
den. Inwieweit sich das auf den empirischen Untersuchungen aufbauende erweiterte mathematische
Modell der Aerotriangulation bewdhrt und ob es die in es gesetzten Erwartungen erfiillt, soll im
ndchsten Abschnitt mit Hilfe von Computersimulationen behandelt werden.

5. Simulationen mit verschiedenen Modellansdtzen

Das im Abschnitt III.2 vorgestellte kombinierte Modell fiir die Aerotriangulation soll mit Hilfe
von Simulationen auf seine Wirksamkeit untersucht werden. Dazu werden mittels unterschiedlich
simulierter Bildkoordinaten eines photogrammetrischen Blocks verschiedene mathematische Modelle
der Aerotriangulation zu Vergleichszwecken herangezogen. AuBerdem wird der EinfluB unterschied-
licher Korrelationsbetrdge zwischen den Bildern analysiert und die Auswirkungen von unrichtigen
Gewichts- bzw. Korrelationsannahmen auf die Ergebnisse der Ausgleichung beurteilt.

5.1 Grundlagen der Simulationsberechnungen

5.1.1 Simulierter photogrammetrischer Block

Als Grundlage fur die gesamte Untersuchung diente ein photogrammetrischer Block, wie er bei der
praktischen Punktbestimmung durch Aerotriangulation iiblich ist (vgl. Abbildung 5.1). Der Block
besteht aus 4 Streifen zu je 6 Bildern mit einer Langs- und Queriiberdeckung von jeweils 60%. Pro
Bild wurden die Koordinaten von 25 Bildpunkten (5x5 Schema) im MaRstab 1: 10000 fehlerfrei simu-



120

liert. Unter der Voraussetzung von ebenem Geldnde, strenger Einhaltung des Normalfalls und der
Uberdeckung ergeben sich die Koordinaten der Bildpunkte im Geldnde unmittelbar aus dem BildmaB-
stab und lassen sich somit direkt als Vergleichspunkte verwenden. Die PaBpunktverteilung richtet
sich streng nach den Angaben fiir die theoretisch optimal erreichbaren Genauigkeiten bei Biindel-
blocken. Am Blockrand, aus Grlinden der geometrischen Stabilitdt um eine Basislange nach innen
versetzt, sind VollpaBpunkte im Abstand von 1.5 Basisldngen angeordnet. Zwei zusdtzliche Hthen-
paBpunkte stilitzen die Blockmitte ab. Fiir die Auswertung mit Hilfe der Vergleichspunkte sind nur
die Punkte im Innenbereich des Blocks (schraffierte Fldche in Abb. 5.1) verwendet worden, um den
Genauigkeitsabfall zum Blockrand hin zu umgehen (1l- bzw. 2-fach bestimmte Punkte). Das Schema
der Bildnumerierung ist aus Abbildung III.2.1 iibernommen.

-

’ 5 [
® Abb. 5.1:
¢ o Simulierter photogrammetrischer Block
* mit 60% Langs- und Queriiberdeckung
L e b = Basisldnge
- « = Bild- bzw. Vergleichspunkt
A - Lage~ und HohenpaBpunkt
) ® = HohenpaBpunkt
* 7/, = Auswertebereich
L @

Die Koordinaten der PaBpunkte und der Vergleichspunkte wurden als fehlerfrei angenommen, und fiir
die Bildkoordinaten wurden unterschiedliche Fehlereinfliisse generiert. Die Grundlagen fiir die
verschiedenen Simulationen der Bildkoordinatenfehler werden im folgenden Abschnitt beschrieben.

5.1.2 Simulationsmodelle und Generierungsparameter

Die Simulation der an den fehlerfrei generierten Bildkoordinaten anzubringenden Fehlereinfliisse
erfolgte in 5 Stufen (Simulationsmodelle). Bei der niedrigsten Stufe (Modell SA) erzeugte man
lediglich mit einem Zufallsgenerator ein weifBes Rauschen mit o = 1um, was der zu erwartenden
MeBgenauigkeit an einem Prdzisionskomparator entspricht. Diese Stufe bildete die Grundlage fir
alle weiteren Simulationsmodelle. In den ndchsten Stufen wurden global fiir den gesamten Block
bzw. bildweise systematische Bilddeformationen sowohl getrennt als auch gemeinsam generiert
(Modelle SB, SC, SD). Als hochste und der Realitdt am weitesten angepaBte Stufe wurden bei der
Generierung, basierend auf dem Modell SD, mit Hilfe eines AR(1)-Prozesses Korrelationen zwischen

den lokalen Bilddeformationen integriert.

Die Tabelle 5.1 gibt einen Oberblick liber die Simulationsmodelle und deren Konstruktion. Als
Grundlage flir die Generierung der systematischen Bilddeformationen wurden die Ergebnisse der
Zeitreihenanalyse (vgl. Abschnitt 4) herangezogen. Die Auswahl der Parametertypen richtete sich
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Typ | zufdl1. Fehler systematische Fehler Korrelation
0% =1 blockinvariant |  bildweise (AR(1)-ProzeB)
E(z)=0, D(z)=C,, a=0.7

SA X e e e

SB X X —_— —_—

SC X — X —_

SD X X X —_—

SE X X X X

Tabelle 5.1: Aufbau der Simulationsmodelle Si (i=A, ..., E)

nach ihren maximalen Mittelwerten und Streuungen. So wurden 6 im Datenmaterial der untersuchten
Bildreihen dominierende Deformationseffekte fiir die Simulationen verwendet, deren Werte in Ta-

belle 5.2 zusammengestellt sind. Die Generierung der systematischen Deformationen erfolgte mit

dem modifizierten Parametersatz von Ebner (vgl. Gleichung (4.1-1)).

Parameter 1ot t6 t t8 t t

5 7 11 12
Mittelwert [ym] | -4.1] 2.9|-14.9[-3.2[-6.0-3.4
Varianz  [um’] | 2.89 [4.41] 5.29 | 4.41 | 6.76 | 7.84

Tabelle 5.2: Generijerungsparameter flir die systematfschen Fehler
(normiert auf die Basis b=,105um)

Um statistisch signifikante Aussagen iiber die Ergebnisse der sich anschlieBenden Berechnungen zu
erhalten, wurde jedes Simulationsmodell 10-fach mit unabhdngigen Datensitzen genmeriert. Insge-
samt ergaben sich somit 50 photogrammetrische Bldcke, deren gegenseitige Unabhdngigkeit wesent-
liche Voraussetzung flir die sich anschliefBende Analyse mit den verschiedenen mathematischen Mo-
dellen ist.

5.1.3 Berechnungsmodelle

Die zur Auswertung der simulierten photogrammetrischen Bldcke verwendeten mathematischen Modelle
(Berechnungsmodelle) beinhalten sowohl die herkommlichen Ansdtze als auch in Analogie zu den Si-
mulationsmodellen Ansdtze mit unterschiedlichen Methoden zur Erfassung der systematischen Defor-
mationen. Die Tabelle 5.3 gibt einen Uberblick iUber die Berechnungsmodelle und einige statisti-
sche Angaben, wie z.B. die Redundanz der Systeme. Die Informationen flir das stochastische Modell,
wie MeBgenauigkeit, Varianz der zusdtzlichen Parameter und Korrelation zwischen den Parametern,
sind den Simulationsmodellen entnommen. Dasselbe gilt flir die Auswahl der Parametertypen im Funk-
tionalteil.

Die Berechnungsmodelle RA und RB decken den Stand der bisherigen, in der Praxis verwendeten Mo-
dellentwicklung ab. Neben dem gebrauchlichsten Modell RB mit blockinvarianten zusatzlichen Para-
metern wurde auch eine Version der um den Mittelwert gleich Null streuenden Parameter hinzuge-

zogen (Modell RC), wobei die Kovarianzmatrix sz direkt der Kovarianzmatrix CSS der zusdtzlichen
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Typ Mathematisches Modell Anzahl Redundanz
funktional stochastisch Beobachtungen | Unbekannte
_ 2
RA | PP Cyy=ocl 1200 591 609
_ 2
RB | PP, BAP Cyy=ocl 1200 597 603
RC | PP, IAP C,,=0%L, C_~=diag 1344 735 609
- €—° —zz
= o2 .
RD | PP, BAP, IAP _gll—cel}.gzz=d1ag 1344 741 603
RE | PP, BAP, IAP, CORR | C,,=0%I, C_=diag, 2=0.7 1344 741 603
- €7 —z7

Tabelle 5.3: Aufbau der Berechnungsmodelle Ri (i=A, ..., E)

PP = perspektive Projektion

BAP = blockinvariante zusdtzliche Parameter.

IAP = bildweise zusdtzliche Parameter

CORR = Korrelation zwischen den Bildern (AR(1)-ProzeB)

Parameter entspricht. Das Berechnungsmodell RD stellt eine dariiberhinausgehende Weiterentwick-
lung dar, da die zusdtzlichen Parameter hier als um einen unbekannten Erwartungswert variierende
GroBen behandelt werden. Fur die Kovarianzmatrix CZZ gilt dasselbe wie im Modell RC. Das Berech-
nungsmodell RE entspricht genau dem kombinierten Modell der Definition III.2-1. Die Korrelation
zwischen den Bildern ist im Funktionalmodell beriicksichtigt, und da ein orthogonaler Parameter-
satz verwendet wurde, entspricht die Kovarianzmatrix CZZ:=an®Css einer Diagonalmatrix.

Eine Untersuchung von Berechnungsmodellen mit gewichteten blockinvarianten oder festen bild-
weisen Parametern kam nicht in Frage. Ein stochastischer Ansatz der blockinvarianten Parameter
widerspricht der Erkenntnis aus den empirischen Untersuchungen und ist nur unter dem Gesichts-
punkt der numerischen Stabilisierung interessant. Ein Ansatz mit festen bildweisen Parametern
birgt die Gefahr einer Uberparameterisierung in sich.

Un alle hier vorgestellten Berechnungsmodelle realisieren zu konnen, wurde vom Verfasser das
Programmsystem zur Biindelausgleichung mit Selbstkalibrierung PAT-B des Instituts fiir Photogramme-
trie der Universitdt Stuttgart erweitert, so daB die stochastischen Eigenschaften der zusdtzli-
chen Parameter vollstdndig beriicksichtigt werden konnten. Der AR(1)-ProzeR zur Erfassung der
Korrelation zwischen den Bildern wurde durch die Addition eines Normalgleichungsanteils (vgl.

Gl. (I1.4.2-3)) nach dem in Abbildung III1.2.2 gezeigten Verfahren integriert. Die Rechenzeiten
fiir die einzelnen Berechnungsmodelle an dem Minicomputer HARRIS H 100 sind fiir jeweils einen
Blcck in Tabelle 5.4 aufgefiihrt, um einen Eindruck von der Steigerung des numerischen Aufwands

im Verhdltnis zur Verfeinerung des mathematischen Modells zu vermitteln.

Berechnungsmodell RA 1 RB | RC | RD | RE

?§§3?$§;;§ in sec. | 115 | 205 | 650 | 780 | 785

Tabelle 5.4: Rechenzeiten fiir einen simulierten Block an
der Rechenanlage HARRIS H 100 (1 Iteration)
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5.2 Ergebnisse der Simulationsanalysen

5.2.1 Vergleich unterschiedlicher Simulations- und Berechnungsmodelle

Die 5 Simulationsmodelle der photogrammetrischen B1ocke wurden mit den verschiedenen Berechnungs-
modellen analysiert. Damit ist es moglich, die Wirksamkeit der einzelnen mathematischen Modelle
anhand unterschiedlicher Fehlereinflisse auf das Datenmaterial zu lberpriifen. Insgesamt wurden

15 Kombinationen zwischen den Simulations- und Berechnungsmodellen ausgewertet. Die Korrelation
zwischen den Bildern wurde zu 70% angenommen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.5 zusammenge-
stellt. Als Vergleichskriterien galten die quadratischen Mittelwerte der Verbesserungen an den
Vergleichspunkten (Lage: s Moo M3 Hohe: uz), die Betrdge der maximalen Verbesserungen

(Lage: €00 ey; Hohe: ez) und die geschatzte Streuung der Gewichtseinheit G und zwar jeweils Uber
10 unabhdngige Blocke quadratisch bzw. einfach gemittelt.

Die Ergebnisse der Analyse konnen wie folgt zusammengefaBt werden:

(1) Vergleicht man die Werte auf der Hauptdiagonalen der Tabelle 5.5, d.h. bei identischen Simu-
lations- und Berechnungsmodellen, so ist eine signifikante Ubereinstimmung der Ergebnisse zu er-
kennen. Die quadratischen Mittelwerte der Verbesserungen an den Vergleichspunkten variieren in
der Lage zwischen 0.58 um und 0.66 um, in der Hohe zwischen 1.17 um und 1.31 um. Damit sind sie
auch mit den von Ebner, Krack und Schubert (1977) abgeleiteten theoretischen Genauigkeiten fur
Bindelblocke identisch (uxym 0.6 um, w,~ 1.2 ym). Die geschdtzte Streuung der Gewichtseinheit §O
variiert zwischen 0.99 um und 1.01 um und ist somit identisch mit der Streuung des generierten
MeBrauschens von 1 um. Die Ergebnisse bestdtigen die Ubereinstimmung der mathematischen Modelle,
d.h. die simulierten Fehlereinfliisse werden in allen Fdllen vollstdndig erfaft.

SA SB SC SD SE
RA/SA RA/SB RA/SC RA/SD RA/SE
RA [0.56|0.61]1.23]0.59(1.281.76{8.361.54}10.73{0.84{1.63]0.79|1.31[1.84]8.51|1.601.46|1.83] 8.53| 1.66
1.4811.503.481.01}3.71{4.76(15.3312.76|2.09|2.09|4.16 {1.34]3.56 [5.19(15.64 |{2.86 |3.5914.95{15.30| 3,04
RB/SB RB/SC RB/SD  RB/SE
RB 0.5710.58| 1.17 {0.58 { 0.72 {0.851.63 {0.79|0.75{0.80| 1.64 |0.78 | 0.96 | 0.87 | 1.65| 0.92
1.56 11.55( 3,17 {1.00}2.09{2.124.17{1.33|1.98 |2.14| 4.21 |1.33]2.37|2.29| 4.21{ 1.53
RC/SC RC/SD RC/SE
RC 0.6110.66|1.27 |0.64|0.73 {0.94}2.62 {0.8410.82|0.89| 2.52| 0.85
1,74 | 1,74 | 3.57 {0.99| 2.11 | 2.48] 5.39 | 1.57 {2.28 | 2.17 | 5.02 | 1.64
RD/SD RD/SE
RD o 0.61}10.67( 1.31)0.64/0.70}0.68{ 1.30] 0.69
Beispiel 1.55 11,714 3.51 {1.00{1.79 |1.75| 3.30 | 1.06
Berechn./Simul. 1 @ Quadratischer Mittelwert der Ver-
besserungen der Vergleichspunkte; W = »/(p2 +u2/2 RE/SE
RE e DMy M2 ] Px € ! Maximale Verbesserung der Ver- Y x Y 0.67 | 0.65| 1.30| 0.66
€ € € g . gleichspunkte
Xl yjpzlwe §,: Geschdtzte Streuung der Gewichts- 1731 1]3.3711.00
einheit

Tabelle 5.5: Ergebnisse der Biindelblockausgleichungen (in um); Mittelwerte liber
10 unabhdngige Berechnungen, ProzeRkoeffizient a =0.7
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(2) Betrachtet man die Genauigkeiten des einfachen Modells RA und des Modells RB mit den block-
invarianten zusdtzlichen Parametern, so stellt man eine Steigerung in der Lage (“xy) um den
Faktor 1.8 bis 2.7 und in der Hohe (uz) um den Faktor 5.2 bis 7.2 fest (vgl. Tabelle 5.6). Ahn-
liche Verhdltnisse gelten fir die maximalen Verbesserungen. Die Werte fiir die Genauigkeitsstei-
gerung stimmen mit den aus empirischen Untersuchungen erhaltenen Faktoren im wesentlichen
liberein (vgl. Abschnitt III.1.2). Bei einem Vergleich der Faktoren der Genauigkeitssteigerung
ist interessant, daB diese mit zunehmender Komplexitdt des Simulationsmodells signifikant ab-
nehmen. Dies beruht auf einer unzureichenden Erfassung bei der Uberlagerung unterschiedlicher,
nicht globaler Fehlereinfliisse durch das mathematische Modell RB. Die Kombinationen RASC und
RBSC sind bei diesem Vergleich ausgenommen (siehe (3)).

RASB | RBSB | Faktorj RASD | RBSD | Faktor] RASE | RBSE |Faktor

in 1.28 1 0.57| 2.25| 1.31 { 0.75| 1.75 || 1.46 | 0.96 | 1.52

u 1.76 } 0.58] 3.03 || 1.84 80| 2.30 || 1.83 | 0.87 | 2.10

o

i 1.54 | 0.58| 2.66 || 1.60 .78 2.05 ) 1.66 | 0.92 | 1.80

o

n 8.36 | 1.17| 7.15) 8.51 | 1.64| 5.19 || 8.53 | 1.65 | 5.17

£ 3.71| 1.56| 2.38 | 3.56 | 1.98| 1.80 || 3.59 | 2.37 | 1.51

€ 4.76 | 1.55| 3.07 || 5.19 | 2.14| 2.43 |} 4.95 | 2.29 | 2.16

€ 15.33 | 3.17| 4.84 |l115.64 | 4.21| 3.71 ||115.30 | 4.21 | 3.63

Tabelle 5.6: Genauigkeitssteigerung durch Einflihrung von
blockinvarianten zusdtzlichen Parametern

(3) Das Simulationsmodell SC bestatigt die erwarteten Eigenschaften des Berechnungsmodells RB
mit den blockinvarianten zusdtzlichen Parametern: Die simulierten lokalen systematischen Fehler
werden nicht erfaBt, was sich aus der hohen Ubereinstimmung der Kombinationen RASC und RBSC er-
gibt (maximale Abweichung: Aey= 0.03.um). Diese Eigenschaft bleibt auch bei der UOberlagerung von
globalen und lokalen systematischen Fehlern (Modell SD) erhalten. Hier erfaBt das Berechnungs-
modell RB ebenfalls nur den blockinvarianten Anteil, denn die Ergebnisse der Kombination RBSD
sind mit denen der Fd1le RASC und RBSC nahezu identisch (maximale Abweichung: Aex==0.11 um).

(4) Das Berechnungsmodell RC erfaBt neben den lokalen auch Teile der globalen systematischen
Fehler. Dies 1dBt sich an den Kombinationen RASB und RCSD zeigen. Geht man davon aus, daB das
Modell RC nur die lokalen Fehlereinfliisse erfaBt, so miuBten die Ergebnisse der beiden Kombina-
tionen identisch sein. Der Fall RCSD ist aber in der Lage um den Faktor 1.8 (uxy: 1.54 - 0.84)
und in der Hohe um den Faktor 3.2 (uZ: 8.36 » 2.62) signifikant genauer. Dies 1dRt sich nur auf
die Bestimmung eines Teils der hier bei diesen Simulationen doch stark dominierenden globalen
Systematik zuriickfiihren.

(5) Ein weiteres Ergebnis der Simulationsuntersuchungen ist der signifikante Genauigkeitsan-
stieg vom mathematischen Modell RB mit festen zum Modell RD mit stochastischen zusdtzlichen

Parametern. Die Faktoren der Genauigkeitssteigerung sind in Tabelle 5.7 zusammengestellt und
sie variieren zwischen 1.2 und 1.4. Interessant dabei ist der deutliche Anstieg der Faktoren
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mit der Verfeinerung des Simulationsmodells. Dies entspricht dem reziproken Verhalten des
Genauigkeitsanstiegs vom Berechnungsmodell RA zum Modell RB.

(6) Eine weitere Verfeinerung des mathematischen Modells in Form der Erfassung der Korrelation
zwischen den Bildern bewirkt lediglich eine Genauigkeitssteigerung von 5% (in der Lage) gegeniiber
dem bereits hochentwickelten Berechnungsmodell RD (vgl. Tabelle 5.7). Dieser Betrag ist nicht
signifikant. Aber es ist zumindest eine Tendenz ersichtlich. Betrachtet man nidmlich die geschitz-
te Varianz der Gewichtseinheit im Fall RDSE (§§:=1.l3um2) , S0 weicht diese doch signifkant von
der des generierten MeBrauschens (c§= 1um2)ab. Das bedeutet, daB eine Verbesserung durch die
Integration des AR(1)-Prozesses durchaus realistisch (vgl. Abschnitt 5.2.2) erscheint.

RBSD | RDSD | Faktor| RBSE | RDSE | Faktor|| RDSE | RESE [Faktor

u 0.75| 0.61] 1.23 }J 0.9 | 0.70f 1.37 {/0.70 | 0.67 | 1.04

u 0.80 | 0.67| 1.19 || 0.87 | 0.68| 1.28 |{0.68 | 0.65 | 1.05

u 0.78 1 0.64| 1.22 )| 0.92 | 0.69| 1.33 ||0.69 | 0.66 | 1.05

u l.64 | 1.31} 1.25 |y 1.65| 1.30| 1.27 |[1.30 | 1.30 | 1.00

€ 1.98 | 1.55| 1.28 || 2.37 | 1.79) 1.32 || 1.79 | 1.73 | 1.03

€ 2,14 1.71| 1.25 |} 2.29| 1.75| 1.31 || 1.75 | 1.71 | 1.02

€ 4.21 | 3.51} 1.20 || 4.21 | 3.30| 1.28 || 3.30 | 3.37 | 0.98

Tabelle 5.7: Genauigkeitssteigerung beim Ubergang von festen auf stochastische
zusdtzliche Parameter mit Erwartungswert ungleich Null und bei

Beriicksichtigung von Korrelationen zwischen den Parametern

(7) Als SchluBfolgerung ergeben sich aus dem Vergleich der unterschiedlichen Simulations- und
Berechnungsmodelle im Mittel folgende Genauigkeitssteigerungen fiir die verwendeten mathemati-
schen Modelle (vgl. auch Tabelle 5.9), bezogen auf das einfache Modell der perspektiven Projek-
tion ohne zusdtzliche Parameter (RA):

- Lagegenauigkeit (uxy)
RA : RB : RC : RD : RE

1

1.0 :1.9:2.0:2.7:2.8

- Hohengenauigkeit (”z)
RA : RB : RC : RD : RE

1.0 :5.3:3.4:6.9:7.0

Das relativ niedere Genauigkeitsniveau des Modells RC (lokale zusdtzliche Parameter) gegeniiber
dem Modell RB (globale zus. Parameter) ist hier auf den dominierenden Effekt der globalen syste-
matischen Bilddeformationen gegeniiber ihren Streuungen zurlickzufiihren und insofern nicht zu ver-
allgemeinern.

Fiir die Effizienz der Modelle RD (globale und lokale zus. Parameter) und RE (globale und lokale
zus. Parameter, Korrelation zwischen den Bildern) ist in jedem Fall das Verhdltnis von der Streu-
ung der zusdtzlichen Parameter zum MeBrauschen verantwortlich, wie es auch direkt in der Funk-
tion zur Abschdtzung der Genauigkeitssteigerung (vgl. G1. (I11.2.3.3-3)) enthalten ist.
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Natirlich beziehen sich die hjer diskutierten Ergebnisse ausschlieBlich auf einen einzigen photo-
grammetrischen Block mit einer bestimmten Pafpunktverteilung und Tassen sich somit nicht unbe-
dingt verallgemeinern. Auch wurde der EinfluB der Pafpunkte vo1lig auBerachtgelassen. Aber da

die simulierten Fehleranteile aus empirischen Untersuchungen stammen und die Blockkonfiguration
durchaus realistischen Anordnungen zur genauen photogrammetrischen Punktbestimmung entspricht,
konnen die Ergebnisse durchaus als realistische Anhaltspunkte iiber die Auswirkung einer Verfei-
nerung des mathematischen Modells der Aerotriangulation gesehen werden. Nach der bisherigen Er-
fahrung diirfte die Tendenz der Aussagen reprdsentativ sein.

5.2.2 Vergleich unterschiedlichen Korrelationsverhaltens zwischen den Bildern

Im vorangegangenen Abschnitt beschrdnkte sich die Untersuchung der Berechnungsmodelle auf den
Korrelationsbetrag von 70% zwischen den Bildern. Um speziell den EinfluB des Korrelationsverhal-
tens naher zu analysieren, wurden zusdtzlich photogrammetrische Bldcke mit den Korrelationen
50%, 80% und 90% im Modell SE simuliert. Die Ergebnisse, jeweils liber 10 Blocke gemittelt, sind
in der Tabelle 5.8 zusammengefaBt. Die Faktoren der Genauigkeitssteigerung sind bezogen auf das
Berechnungsmodell RA in Tabelle 5.9 dargestellt, wobei auf eine Prdsentation des Modells RC

Modell a =0.5 a=0.7 a=0.8 a=0.9
1,441 1.96 ) 9.63 | 1.72 | 1.46 | 1.83 | 8.53 | 1.66 | 1.61 | 2.12{10.10 | 1.88 | 1.60 | 2.09 | 9.78 | 1.86
" 4.31 | 5.09 {17.73 | 3.23 | 3.59 | 4.95 |15.30 | 3.04 | 4.60 | 5.32{18.39 | 3.53 | 4.15 | 5.17 |18.47 | 3.65
0.83| 0.83 | 1.65| 0.83 | 0.96 | 0.87 | 1.65; 0.92 { 0.96 | 0.91; 1.81 | 0.93 | 1.00 | 0.98 | 2.10 | 0.99
% 2.10 | 2.14 | 4.33) 1.42 | 2.37 | 2.29 | 4.21 | 1.53 | 2.45 | 2.27{ 4.71 | 1.59 | 2.30 | 2.48 | 5.13 | 1.73
0.79 | 0.92 | 2.91| 0.86| 0.82} 0.83 | 2.52 | 0.85 | 0.84 | 0.97 | 3.01 | 0.91 ] 0.80 | 1.00 | 2.85 | 0.91
K¢ 2.20 | 2.33 | 6.26 1.71 | 2.28 | 2,17 | 5.02 | 1.64 | 2.31 | 2.44| 6.41 | 1.83 | 2.22 | 2.52 | 6.14 | 1.93
0.63 | 0.65| 1.38| 0.64| 0.70 | 0.68 | 1.30 | 0.69 | 0.67 | 0.68 | 1.40 | 0.67 | 0.66 | 0.72 | 1.47 | 0.69
® 1.65) 1.64 | 3.75| 1.02 | 1,79 | 1.75 ] 3.30 | 1.06 | 1.75 | 1.70 | 3.79 | 1.07 | 1.69 | 1.82 | 3.70 | 1.13
0.61 | 0.64 | 1.37| 0.63| 0.67 | 0.65| 1.30 | 0.66 | 0.62 | 0.64 | 1.36 | 0.63 | 0.63 | 0.67 | 1.40 | 0.65
e l1.61] 1.63 | 3.71| 1.00 | 1.73 | 1.71 | 3.37 | 1.01 | 1.57 | 1.64 | 3.64 | 1.01 | 1.60 | 1.71 | 3.56 | 1.03

Tabelle 5.8: Auswirkungen unterschiedlicher Korrelationen zwischen den Bildern (Erlduterungen
siehe Tabelle 5.5; Werte in um, a = ProzeR- bzw. Korrelationskoeffizient)

a=0.5 a=0.7 a=0.8 a =0.9
Modelle| RA RB RD RE RA RB RD RE RA RB RD RE RA RB RD RE

u 1.00} 1.73 }2.29 | 2.36 | 1.00| 1.52 | 2.09 | 2.18 | 1.00 | 1.68 | 2.40 | 2.60 | 1.00 | 1.60 | 2.42 | 2.54
Hy 1.00 2.36 | 3.02 | 3.06 | 1.00 | 2.10 | 2.69 | 2.82 | 1.00 | 2.33 | 3.12 | 3.31 | 1.00| 2.13 | 2.90 | 3.12
xy 1.00| 2.07 | 2.69 { 2.73 ) 1.00} 1.80 | 2.41} 2.52 | 1.00 | 2.02 | 2.81 | 2.98 | 1.00 { 1.88 | 2.70 | 2.86
u, 1.00 | 5.84 | 6.98 | 7.03 | 1.00 | 5.17 | 6.56 | 6.56 | 1.00 | 5.58 | 7.21 | 7.43 | 1.00 | 4.66 | 6.65 | 6.99
€y 1.00| 2,05} 2.61 | 2.68 | 1.00 1.51 | 2.01 | 2.08 | 1.00{ 1.88 | 2.63 | 2.93 | 1.00 | 1.80 | 2.46 | 2.59
£y 1.00{ 2.38 { 3.10 | 3.12 | 1.00{ 2.16 | 2.83 | 2.89 | 1.00 | 2.34 | 3.13 | 3.24 | 1.00 | 2.08 | 2.84 | 3.02
€ 1.00 | 4.09 | 4.73 | 4.78 | 1.00 | 3.63 | 4.64 | 4.54 | 1.00 [ 3.90 | 4.85| 5.05 | 1.00 | 3.60 | 4.99 | 5.19

Tabelle 5.9: Faktoren der Genauigkeitssteigerung mit Verfeinerungsgrad des
mathematischen Modells in Abhdngigkeit von der Korrelation
zwischen den Bildern (a =ProzeB- bzw. Korrelationskoeffizient)
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verzichtet wurde, da es keine wesentliche Steigerung zum Modell RB bringt und im Modell RD direkt
enthalten ist. Der Korrelationsbetrag von 90% stellt den Grenzfall flir das Modell RE dar, da eine
noch hdhere Korrelation zur numerischen Instabilitdt des Normalgleichungssystems geflihrt hat.

(1) Die Abhdngigkeit der erreichten Genauigkeit vom Korrelationsgrad ist nicht sehr ausgepragt.
Analysiert man die Ergebnisse der einzelnen Berechnungsmodelle, so ergibt sich lediglich bei den
einfacheren Modellen RA und RB eine sichtbare Verminderung der Genauigkeit mit zunehmendem Be-

trag der Korrelation. Dieser EinfluB nimmt aber mit steigendem Niveau der Berechnungsmodelle ab.
Eine Begriindung fiir die geringe Auswirkung des Korrelationsgrades ist sicherlich in der relativ

niedrigen Gesamtwirkung der Korrelation zwischen den Bildern zu sehen.

(2) Die Berlicksichtigung der Korrelation zwischen den Bildern im mathematischen Modell ergibt
in der Tendenz eine hthere Genauigkeit, auch wenn die einzelnen Betrdge nicht signifikant sind.
In Tabelle 5.9 ist lediglich im Fall der 70%-igen Korrelation das Modell RD dem Modell RE bei
der maximalen Verbesserung €, Uberlegen. In allen lbrigen Fdllen weist das Berechnungsmodell RE
den hgchsten Steigerungsfaktor auf.

5.2.3 EinfluB unrichtiger Gewichts- und Korrelationsannahmen

Flr die Anwendung des kombinierten Modells (Modell RE) ist die Auswirkung unrichtiger Gewichts-
und Korrelationsannahmen bei den zusdtzlichen Parametern von Bedeutung. Man kann nicht immer da-
von ausgehen, daf die Varianz der zusdtzlichen Parameter sich aus dem Datenmaterial bestimmen
1dBt. Denn bei zu kleinen photogrammetrischen Bldcken ist eine Konvergenz der VCC-Schdtzung nicht
gewdhrleistet ; auBerdem ist hierzu ein hoher zusdtzlicher numerischer Aufwand erforderlich. Die
Vorgabe einer a priori Information Uber das stochastische Verhalten der Parameter wire deshalb
flir den praktischen Einsatz des Modells realistisch, womit gleichzeitig die Fragestellung einer
hinreichenden Approximation verbunden ist.

Die Schdtzung des ProzeBkoeffizienten a ist nicht sehr aufwendig. Aber in Anbetracht der geringen
Auswirkung der Korrelation zwischen den Bildern auf die Ergebnisse der Ausgleichung ist die Frage
nach einem aus empirischen Untersuchungen abgeleiteten mittleren Korrelationsverhalten und dessen
Reprdsentativitdt gerechtfertigt.

Aus diesen Griinden wurde der mit einer Korrelation von 50% mit dem Simulationsmodell SE generier-
te Block mit dem Modell RE unter Vorgabe unrichtiger a priori Informationen lber die Streuung
der zusdtzlichen Parameter und den Betrag des Prozefkoeffizienten a ausgeglichen. Der ProzeB-
koeffizient variierte dabei zwischen 0.3 und 0.7. Die Gewichte der zusdtzlichen Parameter wurden
um den Faktor 2 zuy klein oder zu grof vorgegeben. Die Ergebnisse der Berechnungen sind, jeweils
Uber 10 Blocke gemittelt, in Tabelle 5.10 dargestellt.

Der EinfluB einer unrichtigen Korrelationsannahme ist bei dieser speziellen Untersuchung als un-
wesentlich zu bezeichnen. Die Ergebnisse sind im Bereich der Korrelation von 30 bis 70% praktisch
identisch. Dies bestdtigt die in den vorangegangenen Untersuchungen festgestellte geringe Auswir-
kung der Korrelation zwischen den Bildern. Gleichfalls kann eine unrichtige Gewichtsannahme bis
zum Faktor 2 in diesem Beispiel vernachldssigt werden. Lediglich die Schdtzung der Varianz der
Gewichtseinheit ist hiervon direkt beeinfluBt, was auch der theoretischen Erwartung entspricht.
Selbst die Kombinationen aus den beiden unrichtigen Vorgaben fiihren nur auf eine unwesentliche
Abweichung der Ergebnisse von den Sollwerten.
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Gewichts-
brozeps NoKtor 0.5 1.0 2.0
koeffizient
0.62 | 0.65 | 1.40 { 0.63 | 0.62 | 0.64 | 1.38 | 0.63 | 0.63 | 0.65 | 1.37 | 0.64
o3 1.63 | 1.65 ] 3.72 | 0.96 | 1.63 | 1.63 | 3.72 | 1.01 | 1.64 | 1.65 | 3.72 | 1.07
0.61 | 0.65 | 1.39 | 0.63 | 0.61 | 0.64 | 1.37 | 0.63 | 0.63 | 0.65 | 1.36 | 0.64
00 1.61 | 1.65 | 3.71 | 0.96 | 1.61 | 1.63 | 3.71 | 1.00 | 1.63 | 1.65 | 3.71 | 1.06
0.61 | 0.64 | 1.39 | 0.63 | 0.61 | 0.64 | 1.37 | 0.63 | 0.62 | 0.64 | 1.36 | 0.63
o7 1.60 | 1.64 | 3.70 | 0.96 | 1.59 | 1.63 | 3.70 { 1.00 | 1.63 | 1.66 | 3.70 | 1.06

Tabelle 5.10: Auswirkung unrichtiger Gewichts- und Korrelationsannahmen auf
die Ergebnisse des kombinierten Modells (Erlduterungen siehe
Tabelle 5.5; Werte in um)

Eine Verallgemeinerung dieser speziellen Untersuchung ist sicherlich nicht grundsdtzlich gegeben,
aber das Beispiel zeigt doch eine gewisse Unempfindlichkeit des kombinierten Modells in Bezug
auf die fir die Berechnungen notwendigen a priori Informationen.

5.3 Zusammenfassung

Die SimuTationsanalyse verschiedener mathematischer Modelle der Aerotriangulation bestdtigt die
Ergebnisse vorangegangener theoretischer und empirischer Untersuchungen iiber die Auswirkung sy-
stematischer Bilddeformationen. Die Einschrankung auf eine spezielle Blockkonfiguration 1dft die
Ergebnisse nur bedingt verallgemeinern. Da aber der verwendete photogrammetrische Block von sei-
ner Anordnung her den Anforderungen an eine hochgenaue photogrammetrische Punktbestimmung genligt
und in friheren Untersuchungen eine Invarianz der Genauigkeitsverhdltnisse im Block beziigiich
der BlockgroRe nachgewiesen wurde, konnen die erzielten Resultate doch als Anhaltswerte flir die
Beurteilung der mathematischen Modelle herangezogen werden. Auch die Ableitung der Simulations-
parameter aus den Untersuchungen des Reseaubildmaterials stellt nur insofern eine Einschrdnkung
der Bewertung dar, als daB die Analyseergebnisse aufgrund der eingeschrédnkten Erfassung des Feh--
lerbudgets durch das Reseau eine untere Schranke bilden.

Wie zu erwarten war, erreichte der Ubergang vom mathematischen Modell mit festen zusdtzlichen
Parametern zum kombinierten Modell mit stochastischen zusdtzlichen Parametern nicht die spekta-
kuldre Genauigkeitssteigerung wie sie erstmals bei der Einflihrung der zusdtzlichen Parameter auf-
trat. Flr das kombinierte Modell ergab sich im Vergleich zum Modell mit den festen Parametern
eine Steigerung in der Lage um den Faktor 1.5 und in der Hohe um den Faktor 1.3. Im Gegensatz
hierzu brachte die Einfilhrung der festen Parameter gegeniiber dem einfachsten Modell mit aus-
schlieBlicher Berilicksichtigung der perspektiven Projektion eine Steigerung in der Lage um den
Faktor 1.9 und in der Hohe um den Faktor 5.3. Entscheidend flir die erreichbare Steigerung des
Genauigkeitsniveaus ist das Verhdaltnis von MeBgenauigkeit zur Streuung der zusdtzlichen Parame-
ter. Die hohe Genauigkeit neuer Mefgerdte, wie Monokomparatoren und analytischer Auswertegerite,
garantiert dabei eine signifikante Genauigkeitssteigerung beim Einsatz des kombinierten Modells.
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Die Beriicksichtigung der Korrelation zwischen den Bildern wirkt sich nur wenig auf die Ergeb-
nisse aus. Aber der sehr niedrige zusdtzliche numerische Aufwand bei der Integration des autore-
gressiven Prozesses rechtfertigt, auch einen nur geringfligig besseren Wirkungsgrad des Modells
zu akzeptieren.

Die relativ niedrige Sensibilitdt des kombinierten Modells gegeniiber unrichtigen a priori Annah-
men lber die Korrelation und die Genauigkeitsverhdltnisse zwischen den zusdtzlichen Parametern
berechtigt zu der Hoffnung, fiir praktische Anwendungen Erfahrungswerte aus empirischen Unter-
suchungen vorgeben zu konnen. Damit wiirde sich eine Schdtzung der Varianzen der zusdtzlichen
Parameter umgehen lassen.

Da die Ergebnisse der Simulationen nur den theoretischen Aspekt des Genauigkeitsniveaus erfassen
konnen, ist es unbedingt notwendig, auf geeignetes Datenmaterial aus empirischen Tests zurlickzu-
greifen. Deshalb sollen im folgenden Abschnitt Vorschldge flr kiinftige Versuchsanordnungen unter-
breitet werden.

6. Empfehlungen und Vorschldge flir klinftige Versuche

Die im Kapitel IV beschriebenen empirischen und theoretischen Untersuchungen erdffnen weitere
Fragen und Problembereiche im stochastischen Teil des mathematischen Modells der Aerotriangula-
tion. Deshalb sollen abschlieBend Vorschldge und Empfehlungen fiir kiinftige Versuche vorgestellt
werden, von denen ein weiterer Einblick in das stochastische Verhalten der Bildkoordinaten er-
wartet werden kann. '

Der Charakter der hierzu notwendigen statistischen Analyse bedingt sehr umfangreiche Wiederho-
Tungsmessungen. Der Aufwand sollte dabei aber im Verhdltnis zum Informationsgewinn aus den Ver-
suchen durch geeignete Voruntersuchungen und Analysen soweit wie moglich beschrankt werden. Des-
halb ist es vor einer endgiiltigen Testfeldbefliegung anzustreben, Simulationen zur Optimierung
der Versuchsanordnung durchzufiihren und die Untersuchungen gerichtet mit mdglichst einfachen
Hilfsmitteln zu gestalten. Somit ist eine Gliederung der Versuche in verschiedene Phasen mit
unterschiedlichem Aufwand zweckmdBig:

- Voruntersuchungen mittels empirischen Versuchen, basierend auf Reseaubefljegungen, und Simu-
lationsanalysen zur Optimierung der Versuchsanordnung einer Testfeldbefliegung (Phase 1).

- Durchfiihrung der eigentlichen Testfeldbefliegung zur Erfassung sd@mtlicher Einfllisse auf den
photogrammetrischen Aufnahme- und Auswerteprozef (Phase 2).

6.1 Voruntersuchungen und Simulationsanalysen

Die Voruntersuchungen dienen der Absicherung der mit dem Reseaubildmaterial erzielten Ergebnisse
(siehe Abschnitte 3 und 4) und sollen vor allem auch Bildmaterial neuerer Reseaumefkammern be-
riicksichtigen. Die daran anschlieBenden Simulationsanalysen bauen auf den Ergebnissen dieser
Untersuchungen auf.
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6.1.1 Befliegungen mit ReseaumeBkammern

(1) Der Einsatz von Reseaumefkammern bei den Vorversuchen hat die sich unmittelbar an die Unter-
suchungen im Abschnitt 4 anschliefende Analyse des Zeitverhaltens der systematischen Bilddefor-
mationen zum Ziel. Mit Hilfe der Zeitreihenanalyse sind der Typ des stochastischen Prozesses,

die Prozefordnung und die ProzefRkoeffizienten zu bestimmen. Dabei ist zu kldren, ob fiir jeden
Deformationstyp ein eigener ProzeB anzusetzen ist. Insbesondere sollte iberpriift werden, inwie-
weit die Ergebnisse der Zeitreihenanalyse jeweils einem bestimmten MeRkammertyp zugeordnet wer-
den konnen, um Anhaltswerte flir die Variation der zusdtzlichen Parameter bei deren Ansatz im

mathematischen Modell zu erhalten.

Eine weitere Zielsetzung ist die Strukturanalyse der Kovarianzmatrix der Bildkoordinaten, nach-
dem die blockinvarianten und bildweisen systematischen Bilddeformationen durch zusatzliche Para-
meter bereits erfaBt sind. Die Ergebnisse dieser Analyse kdnnen, im Falle einer physikalisch
sinnvollen Interpretierbarkeit, flir die Beschreibung der Korrelationen im Bild mit Hilfe des
Primdrfehlerkonzepts (vgl. Abschnitt II1.3.1.1) herangezogen bzw. bei Verwendung des VCC-Modells
fir die Definition der Strukturmatrizen eingesetzt werden. Die Untersuchung darf sich dabei
nicht nur auf ein grobes Raster im Bild beschridnken, wie es im Abschnitt 3 dargestellt ist, son-
dern mu vor allem auch die lokalen und kurzperiodischen Deformationen erfassen. Fiir den lokalen
Bereich kommen mehrere Analyseverfahren in Betracht. Die von Schuh (1981) vorgeschlagene Spek-
tralanalyse von Restverbesserungen im MeBbild ist eine Moglichkeit, unterstellt aber den Defor-
mationen eine Periodizitdt. Daneben sind auch Analysen mit 2-dimensionalen autoregressiven Pro-
zessen oder die Schdtzung von Kovarianzfunktionen durchaus denkbar.

Damit ist die Moglichkeit gegeben, die im kombinierten Modell nicht n@her spezifizierte Kova-
rianzmatrix Céé) der Bildkoordinaten im Einzelbild mathematisch zu beschreiben.

(2) Die Gewinnung des flr die Untersuchungen notwendigen Bildmaterials von ReseaumeRkammern ist
verhd1tnismdBig leicht und kostengiinstig zu realisieren. Eine ReseaumeRkammer muf lediglich bei
einem konventionellen Bildflug installiert werden. Da ausschlieBlich die Einfliisse der Flugbe-
dingungen fiir den Versuch maBgeblich sind, ist das Aufnahmeobjekt v611ig unerheblich. Der Film
konnte zum Beispiel beim Hin- oder Riickflug zu bwz. von einem Aufnahmegebiet belichtet werden.

Flir den Versuch sollten die in den Abschnitten 3.2.2 und 4.3 ausgesprochenen Zielrichtungen und
Empfehlungen, wie z.B. die Verwendung ausreichend groBer Bildreihen oder Messung und Berechnung
lokaler Bildausschnitte, beachtet werden.

Vor der eigentlichen Testfeldbefliegung sind die aus den Reseaubefliegungen ermittelten Ergeb-
nisse als Grundlage fiir weitere Simulationsberechnungen fiir eine optimale Blockkonfiguration zu
verwenden. AuRerdem konnen analog zum Abschnitt 5 Vorhersagen uber die zu erwartenden Genauig-
keitssteigerungen getroffen und spater mit den Aussagen aus der Testfeldbefliegung verglichen
werden.

6.1.2 Simulationsanalysen

Um den Erfolg einer im Grunde sehr aufwendigen Testfeldbefliegung nicht zu beeintrdchtigen, sind
zuvor sorgfdltige Simulationsuntersuchungen erforderlich. Es sind deshalb verschiedene Blockkon-
figurationen beziiglich Flugrichtung, Uberdeckungsverhdltnissen und Punktanordnungen zu simulie-
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ren und mit dem zu verwendenden mathematischen Modell zu analysieren. Diese Voruntersuchungen
werden auf der Basis des kombinierten Modells ndher erldutert.

(1) Mit Hilfe eines freien photogrammetrischen Blocks lassen sich Aussagen liber die Bestimmbar-
keit der bildweisen zusdtzlichen Parameter, die Korrelation zwischen den Parametern und eine
globale Aussage iiber die bei der verwendeten Blockkonfiguration zu erwartende Genauigkeit der
ausgeglichenen Bildkoordinaten treffen. Dazu ist der simulierte Block ausschlieRlich mit zu-
falligen Fehlern zu iiberTagern und eine freie Ausgleichung mit dem kombinierten Modell zu rech-
nen. Die Bestimmbarkeit der bildweisen zusdtzlichen Parameter ergibt sich aus deren zugehorigen
Redundanzanteilen (siehe Forstner (1980)). Als flir die Bestimmung ausreichend konnen Redundanz-
anteile ri>0.5 bezeichnet werden. Die Korrelationen zwischen den zusdtzlichen Parametern ergeben
sich direkt aus der inversen Normalgleichungsmatrix. Flr die Abschdtzung einer global erreich-
baren Genauigkeit im Block kann die Varianzkomponentenschdtzung im kombinierten Modell herange-
zogen werden (siehe Gleichungen (II.4.2-10) und (II.4.2-11)).

Aufgrund dieser Aussagen liber Genauigkeitsverhalten, Korrelation und Bestimmbarkeit ist eine
optimale Versuchsanordnung zu ermitteln. Die im Abschnitt II.2.3 angesprochene Theorie der Trenn-
barkeit bzw. Entscheidungsfahigkeit zwischen verschiedenen Modellen, in dem z.B. im Bereich der
zusdtzlichen Parameter unterschiedliche Ansdtze miteinander verglichen werden, ist dabei mit zu
beriicksichtigen (vgl. Forstner (1983b), Li (1984)).

6.2 Testfeldbefliegungen

Um das gesamte Fehlerspektrum von der Definition des Aufnahmeobjektes bis hin zur Auswertege~
nauigkeit am Komparator beim photogrammetrischen Aufnahme- und AuswerteprozeB zu erfassen, ist
in der Phase 2 eine Testfeldbefliegung notwendig. Dabei ist der Einsatz einer ReseaumeRkammer
zweckmdBig, um gleichzeitig eine Trennung des Fehlerbudgets zu ermdgiichen und somit die Reprd-
sentativitdt der vorangegangenen Untersuchungen des Reseaubildmaterials zu beurteilen. Im ibri-
gen sind die Zielsetzungen einer Testfeldbefliegung mit den im Abschnitt 6.1.1 aufgeflihrten
identisch.

(1) Das mathematische Modell zur Analyse der Testfeldbefliegung muy gewdhrleisten, daB auch
Parameter des stochastischen Modells geschdtzt werden konnen. Das bedeutet, der verwendete Aus-
gleichungsalgorithmus muB die VCC-Schdtzung umfassen und die Schdtzung der Prozefkoeffizienten
mehrerer stochastischer Prozesse gestatten. Diese Voraussetzungen erfiillt das kombinjerte Modell
(siehe Abschnitt I1.4.3).

Mit den bei der Simulationsanalyse durchgefiihrten Untersuchungen zur Trennbarkeit verschiedener
Modellansdtze eriibrigt sich auch das Problem der Orthogonalitdt zusdtzlicher Parameter. Denn
unter der vorgegebenen Blockkonfiguration sind dann die im Abschnitt II.2 abgeleiteten Beding-
ungen der Gleichungen (II.2.1.2-8) und (I11.2.1.3-10) Uber die Auswirkung von Modellfehlern ein-
gehalten.

(2) Das flir eine Befliegung notwendige Testfeld sollte aus praktischen Grinden in einem ebenen
Geldnde Tiegen und eine Ausdehnung aufweisen, die eine ausreichende Anzahl von Aufnahmen pro
Flugstreifen (abhdngig vom BildmaBstab) zuldRt. Eine Signalisierung im Gel@nde nach einem regel-
maBigen Schema ist erforderlich, welches sich aus den Voruntersuchungen ergibt. Sollte aller-
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dings ein operationelles Verfahren zur digitalen Punktlbertragung (siehe z.B. Ackermann (1984a))
vorliegen und in einem analytischen Auswertesystem mit hoher Prdzision integriert sein, so kann
auf eine Signalisierung verzichtet werden.

Eine geodatische Bestimmung aller Geldndepunkte ist wegen der erforderlichen Genauigkeit und der
Vielzahl der Punkte kaum zu realisieren. Als Bezugssystem ist deshalb eine Befliegung mit einem
im Verhdltnis zur eigentlichen Testfeldbefliegung wesentlich groBeren BildmaBstab heranzuziehen.

Die Langsiberdeckung ist mit 90% anzusetzen, um ausreichend lange Zeitreihen zur Bestimmung des
Korrelationsverhaltens zwischen den Bildern zu erhalten. Damit besteht auch die Mdglichkeit, meh-
rere Blgcke aus dem Bildmaterial zusammenzustellen.

Die hier aufgefiihrten Empfehlungen fir kiinftige empirische Untersuchungen stellen nur die Rahmen-
bedingungen auf. Eine detaillierte Versuchsplanung erfordert einen erheblichen Aufwand an numeri-
schen Voruntersuchungen, wie sie im Rahmen dieser Arbeit nicht mdglich sind und auch auBerhalb
deren Konzeption und Zielsetzung stehen. Die vorgeschlagenen VYersuche zur Analyse des stochasti-
schen Verhaltens der Bildkoordinaten berechtigen aber zu der Vermutung, daB sie, &hnlich der
Etablierung der zusdtzlichen Parameter im Funktionalmodell Ende der 70er Jahre, zu einer gene-
rellen Definition des stochastischen Modells flihren werden. Damit ware, basierend auf dem kombi-
nierten Modell, der bislang hochste Verfeinerungsgrad des mathematischen Modells der Aerotriangu-

lation erreicht.
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V. ZUSAMMENFASSUNG

Die in der analytischen Photogrammetrie eingesetzten mathematischen Modelle richteten sich in
der Vergangenheit vorwiegend nach den Erfordernissen der praktischen Anwendung, ohne eine de-
taillierte Integration physikalischer Ursachen und Zusammenhiange in die Modellbildung anzustre-
ben. Der erreichte Genauigkeitsstandard in der Aerotriangulation bestdtigte diese Entwicklung.
Bei der Modelldefinition herrschte aus diesen rein zweckméBigen Grinden eine starke Diskrepanz
zwischen Funktionalteil und stochastischem Teil. Erst die umfangreichen empirischen Untersuch-
ungen von Stark (1973) und Schilcher (1980) versuchten den stochastischen Teil in die Modellent-
wicklung miteinzubeziehen. Aber eine umfassende mathematische Beschreibung des stochastischen
Modells hat bis heute nicht stattgefunden. Deshalb wurde in der vorliegenden Arbeit erstmals der
Versuch unternommen, eine exakte Definition des gesamten mathematischen Modells, insbesondere
auch des stochastischen Teils, fiir die Aerotriangulation zu geben.

Die Grundlage fiir eine Definition des mathematischen Modells ist die Kenntnis der formalen Zu-
sammenhange zwischen unterschiedlichen Modellansdtzen in der Ausgleichungsrechnung und Statistik.
Deshalb ist in Abschnitt II.2 allgemein und ohne auf physikalische Zusammenhdnge oder Konkreti-
sierungen ndher einzugehen die Entwicklung und die Verbindung zwischen verschiedenen mathemati-
schen Modellen dargelegt. Besonders eingehend werden die Auswirkungen von Modellfehlern auf die
Ergebnisse der Schatzung diskutiert und mit den Gleichungen (11.2.1.2-8) und (I1.2.1.3-10) Be-
dingungen angegeben, unter denen bei der Konkretisierung der Modelle eventuelle Modellfehler
ohne EinfluB bleiben. Die Zusammenhdnge der mathematischen Modelle lassen sich anschaulich durch
eine Ineinanderiiberfiilhrung im Modellraum zeigen, ohne daf man dazu auf die Schatzung lbergehen
muf.

Flir die Definition des stochastischen Modells ist es notwendig, sich iiber Strukturierungsmoglich-
keiten und Analysen von Kovarianzmatrizen Klarheit zu verschaffen. Der Abschnitt II.3 geht des-
halb auf diese Problematik ein und stellt insbesondere die konstruktiv definierbaren stochasti-
schen Prozesse vor, die sich fiir die Strukturierung des stochastischen Modells ausgezeichnet
eignen.

Die Synthese der vorangegangenen Modelldefinitionen spiegelt sich im Abschnitt II.4, in dem das
kombinierte Modell vorgestellt wird, wieder. Das kombinierte Modell stellt neben einem erweiter-
ten Funktionalteil einen vollstdndig strukturierten stochastischen Teil vor, wie er sich bei
Wiederholungsmessungen zu verschiedenen Epochen ergibt und der sich neben der Modellierung der
Zeitabhdngigkeit durch stochastische Prozesse bis hin zur Varianzkomponentenschdtzung erstreckt.

Mit dem kombinierten Modell schlieBt das Kapitel II ab und bildet die Grundlage fir ein erwei-
tertes mathematisches Modell der Aerotriangulation zur hochgenauen Punktbestimmung, wie es im
Kapitel III beschrieben wird. Damit ist die Konkretisierung beziiglich des funktionalen und des
stochastischen Teils und die Diskussion des kombinierten Modells im Vergleich mit herkdmmlichen
Modellansdtzen, des numerischen Aufwands und der Abschatzung des Genauigkeitsniveaus wesent-
Ticher Bestandteil dieses Kapitels. Die wichtigsten Neuerungen gegeniiber konventionellen Modell-
ansdtzen sind die Behandlung der zusdtzlichen Parameter der Selbstkalibrierung als stochastische
GroBen, d.h. als um einen unbekannten Erwartungswert von Bild zu Bild variierende Parameterwerte,
und die Beschreibung der Korrelation zwischen den Bildern mit Hilfe autoregressiver Prozesse,
welche das stochastische Verhalten der zusdtzlichen Parameter zwischen den Bildern erfassen. Da-
mit ist das stochastische Modell in zwei Teile zerlegt, namlich in einen Korrelationsanteil zwi-



134

schen den Bildern, der durch die autoregressiven Prozesse beschrieben wird, und einen Korrela-
tionsanteil im einzelnen Mepbild.

Die Grundlagen flr die Definition und Konkretisierung des kombinierten Modells bilden die im Ab-
schnitt IV.3 und IV.4 beschriebenen empirischen Untersuchungen mit Reseauaufnahmen der Testfel-
der Oberschwaben und Rheidt. Die Analysen aus den in verschiedenen Bildreihen geschdtzten Kova-
rianzmatrizen der Bildkoordinaten der Reseaukreuze lassen eine deutliche Strukturierung erkennen.
Als dominierende Deformationseffekte erweisen sich die Variation des MaBstabes, der Drehungen im
Sinne von Kippen und Schwenken des Bildes und der Affinitdt. Beachtlich ist die Variation des
MaBstabes von Bild zu Bild, die im Randbereich eine Streuung von 10 um erreicht. Aber auch loka-
le, physikalisch oder geometrisch nicht ndher interpretierbare Deformationen weisen deutliche
Variationen auf. Selbst nach einer bildweisen Erfassung der systematischen Bildfehler mit den
Parametern der duBeren Orientierung und den zusdtzlichen Parametern der Selbstkalibrierung nach
Ebner verursacht die Variation der Tokalen Deformationen eine signifikante Abweichung von der
MeBgenauigkeit.

Die Untersuchung der fiir die bildweise Erfassung der systematischen Bildfehler verwendeten Para-
meter mit Hilfe der Zeitreihenanalyse kommt dariiber hinaus zu folgenden Ergebnissen:

- Die Parameter der Selbstkalibrierung sind nicht konstant iber die gesamte Bildreihe, sondern
variieren signifikant von Bild zu Bild.

- Das Uber die Bildreihe gebildete arithmetische Mittel der zusatzlichen Parameter ist ungleich
Null, d.h. bei einer Behandlung der Parameter als stochastische Variable ist der Erwartungs-
wert ungleich Null anzunehmen.

- Die Autokorrelationsfunktion der lber die einzelnen Parametertypen gebildeten Zeitreihe ent-
spricht gendhert einer Exponentialfunktion vom Typ exp(-c<Lag), die fiir einen autoregressiven
ProzeB erster Ordnung charakteristisch ist.

- Als Trend erweist sich fiir die Zeitreihenanalyse das arithmetische Mittel als ausreichend.

- Die Korrelationen zwischen den Parametern einer Zeitreihe, welche auch indirekt fir die Korre-
lationen zwischen den einzelnen MeBbildern verantwortlich sind, Tiegen durchschnittlich zwi-
schen 10 und 30%; sie erreichen einen Maximalbetrag von 69%.

Die Gesamtheit dieser Ergebnisse der Reseauuntersuchungen reflektiert sich im kombinierten Mo-
dell. Um einen Eindruck von der Effizienz dieses Modells gegeniiber konventionellen Modellan-
sdtzen zu erlangen, sind im Abschnitt IV.5 detaillierte Untersuchungen mit Hilfe von Computersi-
mulationen beschrieben. Die hierfiir verwendeten Fakten liber das stochastische Verhalten systema-
tischer Bildfehler sind den empirischen Analysen entnommen. Als wesentliches Ergebnis ergibt
sich eine Genauigkeitssteigerung vom Modellansatz mit.blockinvarianten zusdtzlichen Parametern
zum kombinierten Modell um den Faktor 1.5 in der Lage und 1.3 in der Hhe. Die Berlicksichtigung
der Korrelation zwischen den Bildern im kombinierten Modell bringt lediglich eine geringfiigige
Genauigkeitssteigerung von 5% gegeniiber einem unkorrelierten Ansatz. Auch erweisen sich die Er-
gebnisse der Blockausgleichung mit dem kombinjerten Modellansatz als sehr unempfindlich gegen-
ber unrichtigen a priori Annahmen iber das Korrelationsverhalten zwischen den Bildern. Selbst
eine unrichtige Annahme Uber die Varianz der zusatzlichen Parameter um den Faktor 2 hat auf die
erreichte Genauigkeit im Block keinen Einfluf.

Die Frage der Ubertragbarkeit der Ergebnisse dieser Simulationsanalysen auf unterschiedliche
Blockkonfigurationen und reale Befliegungen bleibt natiirlich offen. Aber der Bezug zu den empi-
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rischen Untersuchungen und realitdtsbezogenen Voraussetzungen fiir die Simulationen 1dBt doch die
Aussage zu, daB das kombinierte Modell, vorausgesetzt man ist bereit, den gegeniiber konventio-
nellen Ansdtzen nicht unwesentlich hdheren numerischen Aufwand zu akzeptieren, ein Genauigkeits-
niveau erreichen 1dBt, welches dem MeBrauschen sicherlich sehr nahe kommen wird.

Die in dieser Arbeit beschriebenen Untersuchungen geben einen weitgehenden Einblick in das sto-
chastische Verhalten der Bildkoordinaten, und das kombinierte Modell gestattet auch dessen Inte-
gration in seinem funktionalen und stochastischen Teil. Aber einige Fragen konnten damit noch
nicht gekldrt werden. Dazu gehtrt im wesentlichen die Struktur der nach der Zweiteilung des sto-
chastischen Modells verbleibenden Kovarianzmatrizen der Einzelbilder. Hier ist in kiinftigen Un-
tersuchungen zu kldren, ob die Struktur einer Diagonalmatrix, die sich aus dem MeRrauschen und
aus den durch den bildweisen Parameteransatz nicht erfaBten physikalischen Einfllissen zusammen-
setzt, ausreichend ist. Geniigt die Diagonalstruktur den Erfordernissen nicht, so ist eine Struk-
turierung im Sinne des Primdrfehlerkonzepts empfehlenswert. Die hierzu notwendige Kenntnis lber
die Korrelationen verursachenden Faktoren wird sich sicherlich nur aus umfangreichen Analysen
und Detailuntersuchungen gewinnen Tlassen.

Weitere Problempunkte sind die geeignete Wahl des Parametersatzes flir die Selbstkalibrierung und
die Erfassung der Korrelation zwischen den Bildern mit einem reprdsentativen oder mehreren indi-
viduellen stochastischen Prozessen. Eine entscheidende Einschrankung fiir die hier durchgefiihrten
Untersuchungen und die damit verbundenen Ergebnisse ist aber die Verwendung des Reseaubildmate-
rials, das lediglich einen Teil des gesamten Fehlerbudgets des photogrammetrischen Aufnahmepro-
zesses erfaft.

Um diese Probleme zu kl&ren und die Reprdsentativitdt der hier gewonnenen Ergebnisse zu lber-
priifen, missen kiinftig weitere umfangreiche empirische Untersuchungen durchgefiihrt werden. An-
haltspunkte und Richtlinien fiir diese Untersuchungen sind im Abschnitt IV.6 zusammengestellt.

Insgesamt steht mit dem in dieser Arbeit aus Plausibilitdtsiiberlegungen und empirischen Unter-
suchungen abgeleiteten kombinierten Modell fiir die Aerotriangulation ein sowohl in funktionaler
als auch in stochastischer Hinsicht sehr hoch entwickeltes mathematisches Modell zur Verfiigung.
Es erflil1t die von Ackermann (1984b) erhobenen Forderungen nach einem kompletten und realisti-
schen mathematischen Modell und ist, bedingt durch seinen flexiblen Aufbau, gegeniiber weiter-
gehenden Erkenntnissen im stochastischen Bereich der Bildkoordinaten aufgeschlossen.
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ANHANG
A0: Bezeichnungen, Symbole, Abkiirzungen
1. Bezeichnungen
a) Operatoren
E(..) = Erwartungswert
D(..) = Dispersion
V(..) = Varianz
C(..) = Kovarianz
R(..) = Spalten- oder Rangraum
o(..) = Ordnung bzw. Dimension einer Matrix oder eines Vektors
r(..) = Rang
sp(.. = Spur
diag(..) = Diagonal- oder Subdiagonalmatrix
vec(..) = Vektor, der sich durch Untereinanderschreiben der Spalten
einer Matrix ergibt
b) Variablen, Vektoren, Matrizen
a, = Variable, Vektor, Element eines Vektors (nicht-stochastisch, fest)
b, b, = Variable, Vektor, Element eines Vektors (stochastisch)
A, (ajj) = Matrix
al, AT = transponierter Vektor bzw. Matrix
ali)) G . Variable, Vektor oder Matrix zur Epoche i
(wenn aus dem Zusammenhang ersichtiich auch ai)
Aij = Submatrix
Cxx = Kovarianzmatrix (im Sinne einer Varianz-Kovarianzmatrix)
Exx = geschdtzte Kovarianzmatrix (stochastisch)
Qxx = Gewichtskoeffizienten- oder Kofaktorenmatrix
Pyx = Gewichtsmatrix
Iq = Einheitsmatrix (o(Ig) =9xq)
¢! = inverse Matrix
ct = Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse
A = Vektor der Eigenwerte
2. Symbole
® = Kroneckersymbol

Zufallsvariable hat die Verteilung
Schdtzung

stochastische GroRe (Variable, Vektor, Matrix),
charakterisiert durch Erwartungswert und Dispersion

Durchschnitt zweier Mengen
ohne
Teilmengenbeziehung
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3. Abkilirzungen

ACF = Autokovarianzfunktion

AR = autoregressiver (-ProzefB)

ARMA = autoregressiver moving average (-ProzeR)
BLU = beste Tineare erwartungstreue (-Schatzung)
GM = GauB-Markoff (-Modell)

LS = kleinste Quadrate (-Schdtzung)

ML = Maximum-Likelihood (-Schdatzung)

PC = principal components (-Analyse)

VCC = Varianz-Kovarianzkomponenten (-Schatzung)

Al: EinfluB eines Modellfehlers im stochastischen Teil des mathematischen
Modells auf die Schatzung der Varianz der Gewichtseinheit

Schatzung der Varianz der Gewichtseinheit nach dem Modell der bedingten Ausgleichung:

Modell : Ue = w

1 (UQ]]UT)-i

A2 _ . -
85 mit N

EinfluB eines Fehlers VQ]] in der Gewichtskoeffizientenmatrix:

T~ 1
22 _WN 'w g T, -1
% = oo mit N7 o= (U(Qy+vQy)U )
dabei gilt
N = NN uvg, U ) TN

(,UVQ”UT)+ ist sehr groB gegen N_1, da VQ]] sehr klein; daraus folgt:

o1

T T (s U

und damit

22 ~2 .ﬂTN-] (UVQ] IUT)N-.‘."l
0 = 0‘ -
) —0

n-u

Da es sich bei der Verzerrung um eine quadratische Form handelt, sind die Eigenwerte von VQ]]
fir die Verzerrungsrichtung entscheidend:

A 20 v =—>

i wird kleiner

ER 89,

A 20 v = wird groRer

Falls diese Beziehungen der Eigenwerte nicht fiir alle i gelten, kann keine Aussage iber die

Verzerrungsrichtung gemacht werden.
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A2: Ableitung der Varianz des AR(1)-Prozesses

Unter Beriicksichtigung des Startwertes 1dBt sich der ProzeB aufteilen in:

2
X1 = Vg v~ M(Oa GV)

a (A2-1)

= ax

2
X -1 + € R StNM(O, o] ) , t =2

X
Zt Er

Fur groBes t geht man davon aus, daB der ProzeB sich eingeschwungen hat und damit die Varianzen
Oit und Ox, als identisch angenommen werden konnen. Daraus ergibt sich mit dem auf GI.(A2-1)
angewandten Fehlerfortpflanzungsgesetz die Varianz des Prozesses zu

e (A2-2)

wobei o2 bekannt und aus der Stationaritdtsbedingung |a|<1 ist.

Un die Varianz oi der Zufallsvariable x, Uber den gesamten ProzeR einschlieBlich des Startwer-

tes konstant zu halten, muf der Prozef mit ci =oz/(l—a2) gestartet werden. Damit ergibt sich die

Kovarianzmatrix des Vektors HT = (Vg5 gpseees ) 2U

=p
ro, -
(%] 5 0
1-a 2
ag
Con = . , (A2-3)

(vgl. Fuller (1976, S. 328, Ebner et al. (1984)), und die Kovarianzmatrix CEE der ProzeBfehler
zu
C_=d1, ofC )= (p-L)x(p-1) . (A2-4)

€€ (4

A3: Ableitung der Kovarianzmatrix der einen AR(1)-ProzeB beschreibenden
Zufallsvariablen

Der AR(1)-ProzeB definiert folgendes lineare Gleichungssystem:

X T Yy
-ax, tXx, Te, (A3-1)
- ax + X =g

—p-1 = -p
oder in Matrizenschreibweise

DX = n (A3-1a)
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und nach x aufgelost

1 0 o 0] ‘gq'
a 1 0 0 )
a2 a 1 . . 0 §3
-1
x=D 'n= (A3-1b)
_ap-1 a\p-2 ap_3 . . 1_ _gpd

mit o(D)=pxp, o(x)=0(n)=pxl. Damit ergibt sich aus G1. (A3-la) mit dem Fehlerfortpflanzungs-
gesetz:

bc 0’ =c . (A3-2)
XX nn
Durch Tinks- und rechtsseitige Multiplikation mit D™' bzw. (D')™' erhdlt man aus G1. (A3-2)
. T\-1 3
Coe =07 C(0) . (A3-3)

Da Cnn eine Diagonalmatrix ist (vgl. G1. (A2-3)), 1dBt sich G1. (A3-3) auch schreiben als

S PO PR -
Cox = (D'C, D) ) (A3-3a)

Durch Ausmultiplizieren ergibt sich

1 -a 0 0 0
-a 1+’ -a 0 0
0 -a l+a? o 0
p'c”!p = o2 (A3-4)
nn
o 0 0 1+a® -a
0 0 0 ;a1

Die Tridiagonalmatrix der G1. (A3-4) entspricht der Inversen der Toplitzmatrix (vgl. Press (1972)).
Somit erhdlt man die Kovarianzmatrix CXX zZu

i 2 -2 _p-1]
1 a a . . aP™* P
a 1 a . . aP3 P2
a2 a1 . . P~ aP3
Gz

c =

XX 1-&2
aP=2 473 P h 1 a
aPl aP~2 4P-3 a 1
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A4: Multivariate Darstellung mehrerer Zeitreihen mit gleichem
stochastischen Verhalten zwischen den Epochen

Bei g Zeitreihen lautet die G1. (A3-la):
(De Iq)veqﬁ = vecH (A4-1)

mit o(vecX) = o(vecK) = pqx1. Mit einer Aufteilung in einen zeitabhdngigen und einen lokalen, d.h.
in der einzelnen Epoche begriindeten Anteil, lassen sich die Kovarianzmatrizen C{vecH) und
C(vecX) darstellen:

C(vecH) = C__ e Q und  C(vecX) =C_ @ Q . (A4-2)

nn Ss XX ss

Mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz auf Gl1. (A4-1) angewandt ergibt sich

JpeI) =c eQ : (A4-3)

ss q nn ss

(De Iq)(CXx @ Q
und damit

(€ eQ,) = (¢ eq : (A4-4)

XX SS SS

Die Matrix CXX behdlt somit ihre Struktur, wie sie in Anhang A3 dargestellt ist, bei.

A5: Beweis der Gleichung (IV.3.1.1-1)

Gegeben: L ~M(AX + 28", R® C,|), E = -V

Beweis:

1. Substitution W=V - 8
damit ist ein GM-Modell gegeben: L+W = AX, D(vecL) = R ® CIl
e oo Al T
LS-Schatzung: W = -DpL, D(vecH) = Re DACy D4

2. weiteres GM-Modell: W-V = -¥BT, D(vecil) = R ® Cag

LS-Schatzung: veqﬁ vecﬂf(BﬁIn)vecZ

(Ipaxn-(sgln)((BT@In)(R+®05W)+(B®1n)) + (8al, ) (R*aCHq) ") vech

n

(1,01 aIvech - B(B'R'B) T B'R T aCygChavech

vech - vec(CAACiwyR "5(8"r"7'8) "8}

B'R™'8)”

T8TR™ eI )vecﬂ

(I eI -B(B'R

(DB®In)veqﬂ = veqﬂDB

. 0 o- . - - T
3. Mit W=-D,L folgt V= -D,LD,
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A6: Beweis, daB Gleichung (IV.3.1.1-1) eine LS-Schdtzung reprdsentiert

. i T
Gegeben: V= -D,LDg

Beweis:
Eine notwendige Bedingung fiir eine LS-Schatzung im GM-Modell ist:
ATCTI =0
1=
Auf das Modell der Def. IV.3-1 angewandt ergibt sich
(Ip@AT) (R™'aC; 1 )vec(-D,LD]) = vecO

(BT®In)

Ausmultipliziert und die Beziehung (GeH)vecF = vecHFG' angewandt, erhd@lt man

Tra=1n  qTo-1 To-1 Ta=Tyy=1,Ta=11, nTp-1
-vecA'C] D LDIR _ | rveeh eI T -ATC M) AT DR )

-1 Tey-1 -1 -1 To=1oy=15T\p-1
~vecC],D,LD;R™'B ~vecC] D L (I -R"'B(B'R™'B)™'B')R"'B
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