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1. EINLEITUNG
1.1 Gesichtspunkte zur tachymetrischen Punktbestimmung

Die tachymetrische Punktbestimmung ist seit jeher eine wichtige Aufgabe des
Vermessungsingenieurs. Neben der tachymetrischen Geldndeaufnahme, die unter
den Gesichtspunkten der kartographischen und numerischen (digitales Geldande-
model11) Geldndedarstellung zu sehen ist, dient die tachymetrische Punktbestim-
mung der Verdichtung des Festpunktfeldes niederer Ordnung und der koordi-
natenmaBigen Festlegung von Grenzpunkten, d.h. der Detailvermessung.

Im Tetzten Jahrzehnt sind mit fortschreitender Technik MeBinstrumente einer-
seits und Rechenhilfsmittel andererseits entwickelt worden, die Veranlassung
geben, die herkdmmlichen Arbeitsmethoden der tachymetrischen Punktbestimmung
einer Uberprifung zu unterziehen. Bei den Instrumenten ist die neuere Ent-
wicklung durch elektrooptische Nahbereichsentfernungsmésser (z.B. DI 10) und
selbstregistrierende elektronische Tachymeter (z.B. Reg Elta 14) gekenn-
zeichnet, die erfolgreich in die Praxis eingefihrt sind. Eine Ubersicht Uber
die Gerdte gibt z.B. Hallermann |1].

Die wichtigsten Merkmale der derzeitigen Nahbereichsentfernungsmesser sind:
- Nahezu entfernungsunabhédngige Genauigkeit der zu messenden Strecke

- MeBgenauigkeit im 1 cm-Bereich (0.5 - 2 cm)

- Reichweite bis zu 2 km

- Schnelle Ermittlung der Entfernung; Dauer der Entfernungsmessung nach
Einstellen des Zieles ca. 20 Sek.

- Zum Teil (AGA 700, Reg Elta 14) automatische Registrierung der MeBRdaten.

Mit diesen Gerdten sind Punktaufnahmen im Vergleich zu bisherigen Verfahren
genauer und bis zu 50 % schneller durchzufiihren (Aschauer |2]).

Hinsichtlich der Anlage von Messungen ergibt sich daraus eine groBere Beweg-
lichkeit und es kommen insbesondere auch geschlossene GroBaufnahmen nicht nur
in den Bereich der normalen Praxis, sondern sie bilden gerade den Anwendungs-
fall, bei dem sich die Leistungsfdahigkeit der neuen MeBgerdte erst richtig
entfalten kann.

Unter einer tachymetrischen GroBaufnahme versteht man z.B. die Aufnahme eines
Gebietes bis zu 5000 ha mit etwa 20 000 zu bestimmenden Punkten. Dabei werden
innerhalb einer jdhrlichen Mefperiode bis zu 100 000 MeBwerte anfallen. (Diese
Zahlenwerte sind aus Flurbereinigungsverfahren in Baden-Wirttemberg abgeleitet.

Die Bearbeitung solch groBer Datenmengen erfordert Rechenverfahren, die der
Aufnahme im Hinblick auf Genauigkeit und Bearbeitungsdauer addquat sind.

Da sich Rechenverfahren seit jeher an den MeBverfahren orientiert haben (und
umgekehrt) ist es nur folgerichtig, die Rechenverfahren in der elektronischen
Tachymetrie dem Entwicklungsstand der MeBverfahren anzupassen und entsprechend
weiter zu entwickeln.



Man kann aus der Tatsache heraus, daB alle Punkte sehr genau gemessen werden,
folgende allgemeine Forderung stellen:

- Die beobachteten Daten sollen moglichst direkt und gemeinsam verarbeitet
werden.

- Das Rechenverfahren soll der Becbachtungsgenauigkeit addquat sein, der
Messung keine Bedingungen auferlegen und hinreichend wirtschaftlich sein.

Diese Forderungen kdnnen nur von einem weitgehend automatisch ablaufenden Aus-
werteverfahren befriedigend gelost werden, welches auf modernen Rechenanlagen
aufbaut. Ideal wdre die gleichzeitige, vollstdndige und strenge Berechnung
aller Punkte.

1.2 Gegenstand der Untersuchungen

Es liegen zur Zeit (bis Ende 1974) verschiedene Vorschldge zur automatischen
Berechnung umfangreicher tachymetrischer Lage- und Hohenaufnahmen vor, z.B.
K. Kraus |3] und U. Volter |33].

Beschrankt auf die Lagekoordinaten sind die Vorschlige von F. Ackermann |5]
und G. Heupel |4] hier von besonderem Interesse.

Im weiteren werden diese Vorschldge zur lagemdBigen tachymetrischen Punktbe-
stimmung behandelt.

Automatische Auswertung von Richtungs- und Streckenmessungen durch Netz-

ausgleichung:

Das von G. Heupel |4| vorgeschlagene Rechenverfahren orientiert sich an der
klassischen Form der Netzausgleichung und am hierarchischen Prinzip des Netz-
aufbaus. Es werden daher Unterschiede zwischen Netzpunkten und Polarpunkten
gemacht. Beobachtungen zu Netzpunkten werden in der Ausgleichung streng be-
handelt, wédhrend Polarpunkte, welche die eigentliche Menge der Daten darstellen,
nach der Ausgleichung eingerechnet und bei Mehrfachbestimmung gemittelt werden.

Um die Netzausgleichung durchfiihren zu kdnnen, bendtigt man die Naherungs-
koordinaten der Netzpunkte. In einem Unterprogramm werden diese Ndherungskoordi-
naten durch trigonometrisch polygonometrische Methoden berechnet, wobei offen
bleibt, wie allgemein das angewendete Verfahren arbeitet.

Nach der Berechnung der Ndherungskoordinaten erfolgt die Ausgleichung der Netz-
punkte mit linearisierten Verbesserungsgleichungen. Die Ausgleichung wird,
falls notwendig, iterativ durchgefihrt. Das Programm ist z.Z. so konzipiert,
daB zur Ausfihrung Rechenanlagen mit einer KernspeichergrdBe von 64 K bytes
genligen.



Berechnung der tachymetrischen Punktbestimmungen durch Blockausgleichung:

Von F. Ackermann |5| wurde die in der Aerotriangulation erfolgreich eingesetzte
Blockausgleichung zur Berechnung tachymetrischer Punkte vorgeschlagen. Die
Blockausgleichung beruht auf dem Prinzip der verketteten Ahnlichkeitstrans-
formation. Hauptmerkmal der Methode ist, dap die gesuchten Koordinaten aller
Punkte simultan und ohne zusdtzliche HilfsgroBen, wie Ndherungskoordinaten,
direkt aus einer Ausgleichsberechnung erhalten werden, die des Tinearen Trans-
formationsansatzes wegen ohne Iterationen auskommt. Die auszugleichenden Be-
obachtungen werden dabei alle gleichgewichtig behandelt, entsprechend der ge-
ndhert gleichen und konstanten Aufnahmegenauigkeit im ganzen MeBgebiet. Es

wird keine Klassifizierung der Punkte im hierarchischen Sinne vorgenommen.

Die Methode erlaubt bei der Messung insbesondere die freie Stationierung der
Aufnahmestandpunkte (Ruopp |6]). Weiterhin ist im Programm eine automatische
Fehlersuche flr grobe Fehler enthalten (Kraus, Krack |7]).

Das Programm ist z.Z. flr Rechner mit einer Kernspeicherkapazitd@t von mindestens
128 K bytes verwirklicht.

Als eine wichtige Eigenheit der Blockausgleichung sind die MaBstabsfaktoren

zu betrachten, die im Funktionalansatz (s. Kap. 2.2.2) jedem "Standpunktsystem"
zugeordnet sind. Im Vergleich zum mathematischen Modell der Messung bzw. ent-
sprechend der Netzausgleichung sind daher zu viele Parameter in die Aus-
gleichung eingefiihrt. Das System ist also "nicht streng". (Der Ausdruck
Ndherungsverfahren widre hier irrefiihrend - das Verfahren ist lberparametrisiert.)

Dem stehen die vor allem bei GroBaufnahmen wirksamen Rechenvorteile gegeniiber.
Es werden keine Ndherungskoordinaten bendtigt und man erhdlt eine direkte
Losung mit allen Punkten. F. Ackermann hat das Rechenverfahren als Vorschlag
zur Bestimmung von Ndherungswerten verstanden, an das eine strenge Netzaus-
gleichung anzuschliefen wire. In der Praxis werden jedoch meist die berechneten
Koordinaten als endgliltig betrachtet.

Beziglich der nach der Blockausgleichung zu erwartenden Genauigkeiten wird von
F. Ackermann (siehe |8|) in Analogie zu photogrammetrischen Blockausgleichungen
angenommen, daB die Koordinatengenauigkeit der Punkte nach der Blockaus-
gleichung, in der vorgeschlagenen fldchenhaften Anwendung, kaum schlechter

ist als die Koordinatengenauigkeit nach der strengen Netzausgleichung mit an-
schlieBendem Einrechnen der Polarpunkte.

Spezielle Untersuchungen flr Tachymeteraufnahmen zum Beweis dieser Aussage
stehen jedoch aus.



1.3 Aufgabenstellung

Im folgeiden werden die beiden konkurrierenden Rechenverfahren, kurz Netz-
und Blockausgleichung genannt, einander hinsichtlich ihrer Genauigkeitseigen-

schaften gegenlbergestellt.

Ein weiterer Vergleich von Netz- und Blockausgleichung in Bezug auf ihre all-
gemeinen Eigenschaften, die z.B. Naherungskoordinaten, iterative LOsung, grobe
Fehler und Uberparametrisierung betreffen kdnnten ware zwar auch sehr inte-
ressant, ist hier jedoch nicht Gegenstand der Untersuchungen. Hier sollen nur
vergleichende Fragen nach der Genauigkeit der beiden Rechenverfahren beant-
wortet werden. Dazu werden die mit den beiden Rechenverfahren erzielten Ge-
nauigkeitseigenschaften der ausgeglichenen Punkte theoretisch abgeleitet und

verglichen.

Es werden zwei Teiluntersuchungen durchgeflihrt, ndmlich einmal ein Genauigkeits-
vergleich flir fldichenhafte Punktverbdnde, fir welche die Blockausgleichung
konzipiert ist und zum anderen Untersuchungen zum Genauigkeitsverhalten linien-
hafter Punktverbdnde und gestreckter Polygonziige, die beim urspringlichen Vor-
schlag (Ackermann |5|) ausgeschlossen geblieben sind.

Zu den Genauigkeitsuntersuchungen wird das allgemeine Fehlerfortpflanzungs-
gesetz angewendet. Dies ist hier ausreichend, weil beiden Rechenverfahren die-
selben Beobachtungsdaten mit den gleichen Fehlereigenschaften zugrunde 1iegen.

Theoretische Vergleiche von Rechenverfahren mit dem Fehlerfortpflanzungs-
gesetz sind dann mdglich, wenn ein Verfahren eine Spezialisierung des anderen
ist, oder wenn auf ein drittes Ubergeordnetes Bezug genommen werden kann.
Ubertragen auf die zu untersuchenden Rechenverfahren stellt man fest, daB ein
direkter Vergleich der Netzausgleichung mit der Blockausgleichung nicht un-
mittelbar moglich ist. Deshalb werden beide Verfahren auf ein lbergeordnetes
System bezogen, das aus der Blockausgleichung erhalten werden kann.

Die in dieser Arbeit durchgefiihrten Genauigkeitsuntersuchungen sind in einen
theoretischen Teil und in die praktischen Zahlenrechnungen aufgeteilt.

Zur Schaffung der theoretischen Grundlagen der Untersuchungen werden zuerst
die Eingangsdaten der Rechenverfahren, das sind die Beobachtungen und das
ihnen zugeordnete stochastische Modell, diskutiert. Danach werden die mathe-
matischen Modelle von Netz- und Blockausgieichung dargelegt und das Uberge-
ordnete Rechenmodell als Grundlage der Genauigkeitsuntersuchungen abgeleitet.
Dem schlieft sich die eigentliche rechnerische Durchfiihrung der Untersuchungen
an.

Die gesuchten Zahlenwerte zur Bestimmung der Genauigkeitsunterschiede er-
rechnen sich aus dem Ubergeordneten Modell unter Anwendung des allgemeinen
Fehlerfortpflanzungsgesetzes. Mit dem lbergeordneten Rechenmodell ergibt sich
zudem die Moglichkeit, neben den Genauigkeijtsunterschieden fiir Netz- und
Blockausgleichung noch die Genauigkeitsunterschiede zweier weiterer Rechen-
varianten zu ermitteln: '



Dies sind Blockausgleichung ohne MaRstabsfaktoren (keine Uberparametrisierung)
und Blockausgleichung mit theoretisch strengem stochastischen Modell. Die Ein-
beziehung dieser Blockausgleichungsvarianten in die Genauigkeitsuntersuchungen
ermdglicht es, den EinfluB der Uberparametrisierung und der stochastischen
Modellannahmen auf die theoretischen Genauigkeitserwartungen getrennt abzu-
schdatzen.

Die Berechnungen beziehen sich auf schematische Punktverbdnde. Dabei werden
fldchenhafte und zugdahnliche Punktverbdnde, gestreckte Polygonziige und Einzel-
punktbestimmungen unterschieden.

Die zu ermitteinden Genauigkeitswerte erlauben bis hierher den Vergleich der
Genauigkeitseigenschaften der Rechenverfahren in der Anwendung auf einen ge-
schlossen ausgeglichenen Punktverband. Zur Beurteilung der Leistungsfdhigkeit
der Rechenverfahren kdnnen aus diesen Genauigkeitsunterschieden jedoch noch
keine glltigen Schllisse gezogen werden, da die Netzausgleichung ja nicht mit
allen, sondern nur mit einigen bestimmten Beobachtungen durchgefiihrt wird, die
zu ausgesuchten Netzpunkten gehOren, an die sich das Anhdngen der Polarpunkte
anschliepBt.

Zur Untersuchung dieses Sachverhalts wird ein besonderes Beispiel, das diesen
Unterschieden in der Anwendung von Netz- und Blockausgleichung Rechnung trégt,
angenommen und werden die theoretischen Genauigkeitswerte berechnet.

Die notwendigen Zahlenrechnungen wurden zum Teil im Rahmen einer Selb-
stdndigen Arbeit unter der Betreuung des Verfassers von Herrn cand.geod.
R. Schirmer durchgefiihrt.

Der Verfasser mochte an dieser Stelle den Herren Professoren Dr.-Ing. F. Acker-
mann und Dr.-Ing. K. Kraus fiir die Anregungen und hilfreichen Diskussionen beim
Entstehen dieser Arbeit danken.
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2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN UND VORBEREITUNG DER GENAUIGKEITSVERGLEICHE

Im folgenden wird die Genauigkeit zweier Rechenverfahren oder Verfahrens-
gruppen der Polaraufnahme anhand theoretischer Vergleiche zu beurteilen sein.

Der Vergleich ist theoretisch, weil er mit der Methode des Fehlerfort-
pflanzungsgesetzes durchgefithrt wird und im Ergebnis Kovarianzmatrizen bzw.
Streuungen der berechneten Koordinaten der Neupunkte erhalten werden. Auf
dem Vergleich dieser Kovarianzmatrizen beruhen Genauigkeitsbeurteilung und
SchluBfolgerungen.

Dieses Untersuchungsverfahren ist deshalb mdglich und zweckmdfig, weil die zu
vergleichenden Rechenverfahren von den gleichen Beobachtungen der Polarauf-
nahme und Gegebenheiten beziiglich der Festpunkte ausgehen und das Ergebnis 1in
gleicher Weise in den Koordinaten der Neupunkte im Koordinatensystem der Fest-
punkte besteht.

Zur Durchfiihrung der theoretischen Genauigkeitsuntersuchungen sind also not~
wendig:

- die Genauigkeitseigenschaften der flir die Rechenverfahren identischen
Eingangsdaten

- die theoretische Fortpflanzung der Fehlereigenschaften durch den Rechen-
prozefy des jeweiligen Rechenverfahrens.

Die Fehlerfortpflanzung durch den RechenprozeB konnte flir jedes Rechenver-
fahren getrennt durchgefiihrt werden. Es ist jedoch moglich, die beiden
interessierenden Rechenverfahren Blockausgleichung und Netzausgleichung als
Sonderfall eines libergeordneten Algorithmus darzustellen, so daB fir die
Zahlenrechnung ein Formalismus genligt.

Diese allgemeine Formulierung wird dariiber hinaus erlauben, Varianten der
Rechenverfahren ohne groBen zusdtzlichen Aufwand mit zu untersuchen.

Im folgenden Teil der Untersuchungen werden die Grundlagen zum allgemeinen
Rechenmodell dargestellt und Vorberechnungen durchgefiihrt.

Dazu zdhlen:

- Genauigkeitseigenschaften der Beobachtungen

- Mathematische Modelle der Verfahren

- Allgemeines Rechenmodell
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2.1 Stochastische Eigenschaften der Eingangsdaten zu den Rechenverfahren
2.1.1 Genauigkeitseigenschaften der Richtungs- und Streckenbeobachtungen

Die im Feld bei der polaren Punktaufnahme gemessenen GroBen sind jeweils die
von einem Standpunkt aus beobachteten Elemente Richtung R und Strecke S zu
jedem angezielten Punkt. Siehe Abbildung 1.

Die Genauigkeitseigenschaften dieser

© MeRdaten resultieren als eine Summe
ﬁ?/ . von Einflissen aus dem gesamten MeB-
§'/ Zielpkt. prozeB. Das Ergebnis aus der gemein-
; samen Wirkung aller Einfliisse ist

x gesucht.

g Dazu werden die einfluBnehmenden

Faktoren nach der GroBe ihrer
Wirkung abgegrenzt und abgeschdtzt.

Standpkt.

Abb. 1 Gemessene GroBen Richtung R
und Strecke S

Man kann unterscheiden:

-~ Fehler, die vom MeBinstrument herrilhren: Instrumentenfehler
- Fehler beim Aufstellen: Zentrierfehler

- Fehler durch meteorologische Einfllsse: Refraktionsfehler

- Fehler bei der rechnerischen Reduktion der MeBwerte.

Bei tachymetrischen Punktbestimmungen sind an den gemessenen Strecken folgende
Reduktionen anzubringen:

- Berilicksichtigung des tatsdchlichen Brechungsindex

- Reduktion auf den Horizont des Koordinatensystems der Festpunkte

Die zur Reduktion bendtigten Werte (Temperatur, Luftdruck, Dampfdruck, Zenit-
winkel, Meereshdhe) miissen so gut bekannt sein, daB durch die rechnerische
Reduktion selbst keine splirbaren Fehlereinflilisse mit in die horizontierte
Strecke einflieBen. Bei einem StreckenmeBfehler von ca. 1 cm bedeutet dies
Einflisse aus rechnerischer Reduktion im mm-Bereich. Da dies auch praktisch
eingehalten werden kann, wird hier auf die weitere Behandlung dieser Fehler
verzichtet, d.h. sie kdonnen vernachldssigt werden.

Als weitere Fehlerquelle gelten die Refraktionsfehler. Sie verfdlschen die
Beobachtungen zufdllig und systematisch. Systematische Einfllisse sind zu er-
warten, weil die stark orts- und zeitabhdngigen Brechungsverhdltnisse entlang
der Zielstrahlen praktisch nur am Anfangs- und Endpunkt der MeRstrecke be-
stimmt werden und nicht entlang des gesamten Strahlenverlaufs bekannt sind;
zufdllige Fehler sind zu erwarten aufgrund der immer vorhandenen Inhomogeni-
tdten (Turbolenzen, Streuungen).
E. Grafarend findet in |31] anhand eines extremalen Beispiels fir Lichtwellen
zufdllige mittlere Fehler infolge Refraktion

von + 26.5' flr eine Richtung und von * 1 c¢m fiir eine Strecke
unter bestimmten statistischen Annahmen.
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Die theoretisch strenge Behandlung der Refraktionsfehler fihrt damit auf eine
Abhingigkeit aller Strecken und Richtungen. Fur spezielle auf tachymetrische
Punktbestimmungen nicht hierher Ubertragbare ortliche und zeitliche Verhdlt-
nisse und MeBinstrumente nehmen dazu praktische Untersuchungen von W. Hopke |11]
Stellung.

Die Erfahruny zeigt jedoch, daB Refraktionsfehler bei der Horizontalwinkel-
messung im Rahmen der tachymetrischen Punktbestimmungen praktisch ohne EinfluB
auf das Ergebnis sind.

Bei der Entfernungsmessung werden Refraktionsfehler dagegen die gemessene
Strecke direkt proportional zur Entfernung beeinflussen. Die Empfindlichkeit
des Brechungsindex gegeniiber atmosphdrischen Verdnderungen ist abgr von der
Wellenldnge der zur Messung benutzten Trdgerwelle abhéingig (Jordan/Eggert/
Kneissl [32]). ‘

Im Infrarotbereich, in dem die Nahbereichsentfernungsmesser arbeiten, zeigt
sich hier eine weitgehende Unempfindlichkeit des Brechungsindex gegeniiber
atmospharischen Verdnderungen.

Ungenau ermittelte atmosphdrische MeBdaten bewirken bei Entfernungen < 2 km
Streckenfehler im mm-Bereich. Bei p = 760 mm Hg und t = 159 C bewirken Ande-
rungen Ap und At z.B. fir den Entfernungsmesser Wild Di 10:

As = (0.97 At + 0.36 ap) - 107°% . s

Der EinfluB des Dampfdruckes ist so klein, daB er vernachlédssigt werden kann.

Bei den hier durchgefihrten theoretischen Genauigkeitsuntersuchungen werden
nun, da die Reichweiten < 2 km sind, Refraktionsfehler vernachldssigt bzw.
zusammen mit den Instrumentenfehlern nur pauschal beriicksichtigt. Diese Art
der Betrachtung ist zwar nicht streng, aber im Hinblick auf die aus den Ge-
nauigkeitsvergleichen abzuleitenden Ergebnisse ausreichend.

Zentrierfehler werden vernachldssigbar klein, wenn Zwangszentrierungen einge-
setzt werden. Fiir tachymetrische Punktbestimmungen ist die Verwendung von
Zwangszentrierungen jedoch nicht Ublich. In der Praxis werden deshalb sicher
Zentrierfehler mit systematischen und zufd1ligen Fehleranteilen die Beobach-
tungsergebnisse verfdlschen. Fiir die weiteren Untersuchungen wird angenommen,
daB die systematischen Fehleranteile durch einwandfrei justierte Zentrier-
einrichtungen und sorgfdltiges Zentrieren verschwinden. Diese Vereinfachung
ist im Hinblick auf den angestrebten Vergleich der Genauigkeiten erlaubt.
Inwieweit nun die verbleibenden zufdlligen Zentrierfehler die Genauigkeit
beeinflussen ist im Prinzip gesondert zu untersuchen.

Zur Abschdtzung der reinen Instrumentenfehler sind besondere Testreihen mit
den entsprechenden Instrumenten notwendig. Flir die meisten Instrumente liegen
derartige Untersuchungen und Leistungsbeschreibungen vor. So zum Beispiel
Strasser |9], Leitz [10]. Aus ihnen entnimmt man, daB alle Instrumente
Richtungsgenauigkeiten von 10¢C und besser erreichen und die Genauigkeit
einer Entfeknungsmessung unabhdngig von der Entfernung 1 cm und besser ist.
Alterdings werden fir Tachymeter vereinfachend Unabhdngigkeit von Richtung
und Strecke, sowie Unabhingigkeit von Strecken untereinander und Richtungen
untereinander angenommen.
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DaR dies nicht der Fall zu sein braucht, vorlaufig aber nicht genau genug
bekannt ist, beweisen einschldgige Untersuchungen (z.B. Gotthardt |12]).

Fiir 1ie durchzufihrenden Genauigkeitsvergleiche von Rechenverfahren ist es je-
doch nicht notwendig, experimentelle Untersuchungsreihen zu diesem Problemkreis
durchzufihren. Es wird auf die verfligbharen Genauigkeitsdaten zurickgegriffen,

in der Erwartung, daB genauere Berlicksichtigung der Genauigkeitseigenschaften

der MeBdaten keinen EinfluB auf die SchluBfolgerungen aus den Ergebnissen

haben.

Diese Annahme ist hier um so mehr berechtigt, weil es sich um einen Genauigkeits-
vergleich handelt. Nach Erfahrungen bei photogrammetrischen Untersuchungen
kdnnten eventuelle zusdtzliche Korrelationen den ohne sie ermittelten Unter-
schied zwischen den Verfahren sogar verringern (Mohl [29]).

Nach den vorangegangenen Betrachtungen der auf die Beobachtungsgenauigkeit
einfluBnehmenden Faktoren wird nun davon ausgegangen, daB sich die stocha-
stischen Eigenschaften der spdter in die Genauigkeitsuntersuchungen einzu-
fiihrenden GroBen ausreichend mit folgenden Fehlergruppen beschreiben Tassen:

- Fehler aus dem gesamten MeRprozeB (pauschale Erfassung von Instrumenten-,
Refraktions- und Reduktionsfehlern)
- Zentrierfehler

Der ersten Fehlergruppe wird folgende Kovarianzmatrix zugeordnet:

2

Q = OY‘ rs
Fehler aus dem ge- )
samten MeBprozeB T o

Q
i

mittlerer Fehler einer Richtung aus dem MeBprozeB

r
o, = mittlerer Fehler einer Strecke aus dem MeBprozeB
Opng = Kovarianz aus Richtung und Strecke.l)

Die aus dem MeBprozeB resultierenden Beobachtungen werden zwar wider besseres
Wissen, aber mangels konkreter Zahlenangaben und weil die Korrelation jeden-
falls schwach ist, als unkorrelierte GroRen eingefiihrt und dementsprechend
wird die Kovarianz o = 0 gesetzt. Flr die Varianzen von Richtung und Strecke

rs ’
werden in spateren Zahlenrechnungen oi = 100¢¢” und 02 = 1 cm? gesetzt.

2.1.2 Theoretische Herleitung des Einflusses von Zentrierfehlern auf
die Eingangsdaten der Rechenverfahren

Die auftretenden Zentrierfehler, die voraussetzungsgemdB nur zufdllig sind

und kreisformige Fehlerellipsen aufweisen, wirken nicht gleichzeitig mit voller
GroBe auf die Genauigkeitseigenschaften der Eingangsdaten der Rechenverfahren
ein. Es ist zu beachten, daB sich die Richtung eines Zentrierfehlers zufillig
ergibt, d.h. jede Richtung ist gleich wahrscheinlich. Damit ergeben sich von

1
) Die MeBgrdBen Richtung r und Strecke s sind begrifflich von den in die
Ausgleichung eingehenden GroRen Richtung R und Strecke S zu unterscheiden

(s. Seite 19).
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Zentrierung zu Zentrierung verschiedene Fehleranteile, die sich unmittelbar
auf die Genauigkeitseigenschaften von Richtung bzw. Strecke auswirken.

Bei Pola.aufnahmen mit elektronischen Tachymetern werden iiblicherweise zwei
Zentriereinrichtungen benitzt. Zum einen die Zentriereinrichtung des MeB-
instruments und zum anderen die Zentriereinrichtung des Reflektors. Bei gleicher
Markierung aller Punkte, die vorausgesetzt ist, werden die Betrdge der zu-
falligen Fehler beim Zentrieren durch einen mittleren Zentrierfehler fir die
jeweilige Zentriereinrichtung repridsentiert.

Die mittleren Zentrierfehler fiir die Betrdge sind:

L

o mittlerer Zentrierfehler im Standpunkt

a

cé mittlerer Zentrierfehler im Zielpunkt

i

Fiir 9, und oé werden spdter plausible Zahlenwerte angenommen.

Zur Bestimmung der unmittelbar auf Richtung bzw. Strecke zu beliebigen Punkten
i, J wirkenden Anteile eines Zentrierfehlers mit dem Betrag a bzw. a' und mit
der auf eine willklrliche O0-Richtung bezogenen Richtung ¢ bzw. ¢' werden die in
Abbildung 2 dargestelliten Ldngs- und Querkomponenten asy, arg, as;, ars, as.;s

1 J J 1

] ) i . .
ar; und asj, arj eingefihrt.

Zielpkt. j

Standpkt.
nep Zielpkt. §

Abb. 2 Zerlegung der Betrdge der Zentrierfehler a und a' in
Ldngs- und Querkomponenten

Um sich unmittelbar auf die Genauigkeitseigenschaften von Richtung und Strecke
auswirkenden Anteile zu erfassen, werden aus beliebig vielen Aufstellungen
theoretisch die mittleren Fehler der Komponenten asy, ar, bzw. asj, arj im
Standpunkt und as%, ar% bzw. asj, arj in den Zielpunkten i und j mit Methoden

der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet.
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Standpunkt
Sap = mittlerer Fehler der Komponente ar;
.i
- 1] 1 1 1
Oasi = as
" 1 i n
(o} = ar.
ar.
G J = i 1 " " as J.
as 4 i
Gar1a51 = Kovarianz von ar; und as
- 1] i
Sar.ar. = ar; und arj
LN
— 1" 1
Oap.as. = ar; und asj
LN
- " "
%as.ar. as, und ary
LN
_ [0 "
Oss.as. = as; und asj
1T
o = ! " ar, und as.
ar.as.
3% J !
Zielpunkte
Oar‘ = mittlerer Fehler der Komponente ar%
.i
Oag! = mittlerer Fehler der Komponente as%
i
— T 1 ]
Gar%as% = Kovarianz von ar: und as,
Oapt = mittlerer Fehler der Komponente ar&
J
Oag = mittlerer Fehler der Komponente asj
J
= K s I. I.
Oarjasj ovarianz von ar; und asJ

AlTe anderen moglichen Kovarianzen sind nach den gemachten Voraussetzungen
liber die Zufdlligkeit der Zentrierfehler gleich null.

Die Berechnungen erfolgen zundchst flir o s O und o

ari asi arj,asj‘
Die Richtung ¢ nimmt mit gleicher Wahrscheinlichkeit alle Werte von 0 bis 27
an.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte WD ) ist damit: WD/, = E%?

Der Betrag des Aufstellfehlers a sei mit dem mittleren Fehler 9, normal ver-
teilt.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte WD(a) von a ist dann:

WD(a) - h exp (-h%a?); h = L (1)

% Ok

Unter der Voraussetzung, daf Betrag a und Richtung ¢ unabhdngige GroBen sind
und die Mittelwerte von as, und ar, Uber alle Aufstellungen gleich null sind,

errechnet man die Quadrate der mittleren Fehler Tap. und Oas folgendermaBen:
i i
) teooom 2 )
“ar, - [ f (E;) ©sin(e-ry) - WDy WD,y + do - da (2)
0 0



16

as .

+o0 2T
2 2 2
= . -r.) - WD . WD . .
o 1 g é a cos“(¢-r;) Dis) (a) d¢ - da (3)

Die Behauptung, daB die Mittelwerte von as; und ar;, namlich E(asi) und E(ari)

liber beliebig viele Aufstellungen gleich null sind ergibt sich aus den Voraus-
setzungen, kann aber auch formal wie folgt bestdtigt werden:

+o 2T ~
E(ari) = J‘ { é%-~ sin(¢-ri) . w0(¢) . WD(a) . d¢ * da (4)
+o0 2T
E(as,) = g g a - cos(¢-ry) WD gy - WDy - do - da (5)
+ 00 2T
E(ary) = g é% wu(a) - da - J sin(¢-r.) - wo(¢) < d¢
400 2T
E(as;) = g a ND(a) - da - g cos(¢-r,) - wo(¢) . dé
+ h 2T 1
E(ari) = g gﬁ-- iﬁ?exp(-hzaz)da . g sin(¢-ri) s d¢

U? h 2.2 3F 1
E(as.) = a * —exp(-h%a®)da - cos(d-r;) + —= - d¢
! o T 3 i 2T
i | +o 2T
h 1 2 2 1
E(ary) = — |- 5 zexp(-h"a”) (-cos(¢-r;)) » ——
1 S'i T 2h 0 1 2T o
h r 1 ) 27 +o0 ) 2T
E(asy) = —= |- —exp(-h"a") (sin(o-ry)) - —=
! /T 2h? 0 1 2T |
E(ar;) =1 0 =0 12
T 25iVEn (4a)
E(asi) =1 -+-0=0 (56)
2 Vrh
Losung der Integrale fir °§r~ und gzs_; nach (2) und (3) ist
' 1 1
) to 2T, )
Oari = g g (g:) - sin (¢'r1) ‘ WD(¢) . WD(a) - d¢ + da
) +o0 2T ) ,
Gasi = { g a -« c¢cos (¢-r1) . WD(¢) . WD(a) . d¢ - da
+oo 2T
2 a2 h 2.2 .2 1
o = (= + ——exp(~-h“a“)da - sin -r.,) ¢« —— . d 6
ar, g 57) =exp( ) g (0-ry) * 57— - do (6)
+oo 2T
2 2 h 22 2 1
° - a © ——exp(-h“a”)da - cos®(¢=r;) + —— . d 7
as, / N (-h*a’) / R A (7)
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Durch Substitution mit u = h-a und partielle Integration erhdlt man:

2 1 h.a e i
. 2.2
B Y exp(-h®a®) + = [ exp
ar, s%, h Vﬁf 2 o 5
2T
e g2 (o))
2 0
2 1 h-a 2.2 oo 2t
o = ——— | ~——=exp(-h"a") + = exp
as h21/T 2 0 g
2T
1o (e-ri) 1os00
Zr (s ing(eer)) |
Ggr N _?“—_%M—_ (o + lgi} %
1 S i h T
OaZS = — ; (0 + ____VT[_) _];
i h*/T 4 2
c2 - 1
ar, 521 8h2
2 - 1
aS,i 8h2
g - Og
= — . =2
aY‘_I S i 4
2
s 2 = ‘a
as, 4
Ermittlung der Kovarianz Gari,asiz
400 2T a
Oar‘,asi = [ o sin(e-r.) + a cos(e-r.)-
0 0
+foo 2T 1 ) 1
o = [+ 5=—a% + sin2(¢-r,) = + —=
Bri=f%y o5 o 28y Vemom
+ h a2 .- 2T 1
o = —= + — - exp(-h“a“) da -
ar;,as; { Vﬁf S g 2T
1, 1 )t 1 1
= 4 - PR S .o - - .
ar.,as. Si(hzvﬁf 2 ) AT (-5c0s2(¢-ry)
1 1 T
o = - = =) -0
ar;,as, S5 hZqu 4

[of -
ar;,as; 0

(-uz)du

(-u2)dﬁ

$)

h exp(-hzaz) d¢ da

1 .
"3 s1n2(¢-r1) do

2T

0
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Die mittleren Fehler oy, , 0,5, und die Kovarianzen “arjas; kdnnen ent-
sprechend mit den gleichen Ergebnissen abgeleitet werden.

Die mittleren Fehler der in den Zielpunkten wirkenden Zentrierfehleranteile
konnen ebenfalls entsprechend abgeleitet werden; im Ergebnis ist danach in
(6a, 7a, 8a) o, durch o., zu ersetzen:

a a
2 1 02a' 2 1 o a' (6b)
a 1 = —_— ag 1 = —— e
ar! 2. ar! 2.
i 571 4 j 52 4
2 1 2 1
2 o~ a 2 0%a
g i = ag 1 = (7b)
as1 4 asj 4
[¢) 1 r = 0 9] 1 = 0 (8b)
al”_ias_i arjaSj
Ermittlung der Kovarianzen o s O s O und o :
arjar; asiasj as;ar; ariasj
+o0 2T a
= — sin(¢-r;) - & sin(4-r.) WD WD do da 9
Oariarj g g Y (6-ry) 55 (6=ry) WD gy WD(yy do (9)
1t 21
= a“-WD da - sin{e-r;) + sin(¢-r.) WD d
Gariarj 5153 g (a) g (6-rs) (¢-rs) (3) 9d¢
1t oo 2.2 2t
o = a“——exp(-h“a®)da - (sin®¢cosr;cosr,
arjar; $iS; g T g i J
- lsin2¢ © sin(r:+ry) + cosz¢sinr.sinr.) oL d¢
2 177 1 J 2T
Die Aufldsung der Integrale erfolgt analog zu (6)
1 1 ¢ 1 . . 1
= —————— - = (cosr,cosr,(+ - = CtpL)
Oariarj si-sj-4h2 2?T(c ;€0 J(2 4s1n2¢)+s1n(r1+rJ) 4c052¢
: 1 27
+ s1nris1nrj(§ + Zs1n2¢)) .
=—21_ .1, cos(r.-r.)
ar.ar S..s .4h2 J
1 J i i
1 o3
a
o = —— -« —— - coSs(r,-r.) 9a)
arjary TR 4 i (

Entsprechend werden auch die Integrale der noch zu bestimmenden Kovarianzen
behandelt. Man erhdlt:

+ oo

dé da (10)

2T
g a-cos(g-r;)-a cos(¢-rj)-WD(a)-WD(¢)

g =
asiasj g
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Die Aufldsung von (10) ergibt:

2
- Z2a . -
%as.as. & cos (1 rj) (10a)
LI
+o 21 a
Gasiarj = g g +a + cos(é-ry) ¢ 33 s1n(¢—rj) WD(a) WD(¢) do da (11)

Die Aufldsung von (11) ergibt:

2
1 oa .
o = — sin(r.-r.) (1la)
asjar S 5 i
+oo 2T a
Oar.asj = | g E: s1n(¢-ri) a cos(¢-rj) WD(a) WD(¢) d¢ da (12)
Die Aufldsung von (12) ergibt:
1 %
a .
o ==« 22 (=sin(r,-r,)) (12a)
ariasj S 4 LN

Die gefundenen Ergebnisse zeigen, daR bei Zielungen zu einem einzigen Punkt
zwischen Richtung und Strecke im Mittel Uliber beliebig viele Aufstellungen
keine Korrelation auftritt. ‘

Bei der Beobachtung von mehr als einem Zielpunkt treten dagegen auch im Mittel
iber beliebig viele Aufstellungen Abhdngigkeiten zwischen den Zielungen zu den
verschiedenen Punkten auf.

Die angenommenen Zentrierfehler bewirken also, daB alle Beobachtungen, die mit
einer Instrumentenaufstellung gemacht werden, miteinander korreliert sind.

Die zahlenmdafigen Auswirkungen der Zentrierfehler auf die Genauigkeit der
Beobachtungen lassen sich mit Mittelwerten beschreiben, wenn der mittlere
Fehler des Betrages der Zentrierfehler bekannt ist. Als plausibler Zahlenwert
wird in spdtere Berechnungen zum Beispiel eingeflihrt:

g = 2 mm

a
o = 4 mm

a!
FaBt man die Summe der Fehler aus dem gesamten MeRprozef und die Zentrier-
fehler nach Fehlerfortpflanzung zusammen, so erhdlt man flr die Strecken- und
Richtungsbeobachtungen R, S eines Standpunktes jeweils eine Kovarianzmatrix
die flr das Beispiel eines Standpunktes mit zwei Zielungen allgemein angegeben
sei:
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Beobachtet seien die Richtungen R; und R, sowie die Strecken S; und S,. Die
Kovarianzmatrix dieser Beobachtungen lautet dann:

-, _
Ry RiSy “RiRy CRyS,
2
s, S1Ry 7838,
be = 02 5 (13)
Ry RS,
2
082
L _

Die Elemente nehmen dabei folgende Werte an:

2 2 1 2 2
= + — + .
ORl Orl 4512 (Oa Oa )
°R151 =0
. 2
= .+t ., %3 -
ORle " 5S, 2 cos (R,-R;)
I | 2 _
chSZ T 04 sin(R,-R,)
2 1 2
Gsl = Osl + E (Ga -+ Gai )
1y 1 2, s _
USlRZ = -S—;— —Zl: Oa ( S1n<R2 Rl)
I S
og g = 1 %4 cos(R,-R )
172
2 2 1 2 2
o] = + — g + 0_,
R, °r, T s,? (94 at)
R,s, = 0
2 _ 2 l 2
Gsz =0 , + i (Ua + oa.}

Unter der Annahme, daB alle Beobachtungen gleich genau ausgefiihrt werden
konnten, kann man

setzen.

An dieser Stelle sei auf den Fall der freien Stationierung hingewiesen. Da bei
freier Stationierung nicht iiber einem bestimmten Punkt zentriert zu werden
braucht, also oy = 0 gesetzt werden kann, vereinfacht sich die Kovarianz-
matrix Q. Man erhdlt damit wieder am Beispiel einer Instrumentenaufstelilung
mit zwei beobachteten Richtungen (Rys R,) und Strecken (S,, S,) demonstriert
fir die Kovarianzmatrix der Beobachtungen bei freier Stationierung des Stand-
punktes: ‘
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9p 0 0 0
X ' 02 0 0
be = S, (13a)
IR 0
2 2
082
2 _ 2 1 5 2
°R; T Or 45,2 a'
2 2 1 2
s, T % o7 %a
2 2 1 2
ORZ = Ur + 4522 oa,
2 2 1 2
OSZ = OS + —4‘ Oal

2.1.3 Genauigkeitseigenschaften der lokalen kartesischen Koordinaten

Bei der Blockausgleichung stehen, anders als bei der Netzausgleichung, im
Funktionalmodell kartesische Koordinaten.

Die aus Messungen im Feld hervorgehenden GroBen liegen aber zundchst als Polar-
koordinaten (R,S) vor. Flr die Blockausgleichung mlissen sie deshalb in kar-
tesische Koordinaten umgerechnet werden.

Dariber hinaus werden filr die Genauigkeitsuntersuchungen die stochastisch
streng nach Fehlerfortpflanzung hergeleiteten Genauigkeitseigenschaften dieser
kartesischen Koordinaten bendtigt.

Im Ergebnis werden die Genauigkeitseigenschaften der kartesischen Koordinaten
mit der Kovarianzmatrix Qkk beschrieben.
Der funktionelle Zusammenhang zwischen polaren und kartesischen Koordinaten
lautet, bezogen auf den Instrumentenstandpunkt als Ursprung und die 0-Richtung
des Teilkreises als x-Achse (siehe Kap. 2.2.2; Abb. 6):

X. = S. cosRi

i i A (14)

yi Si s1nR1

i

Die angenommenen Genauigkeitseigenschaften der polaren MeBelemente (Ri’ Si)
sind nach (13) mit der Kovarianzmatrix be beschrieben und "standpunktweise"
korreliert. Aufgrund der Unabhdngigkeit von polaren MeBelementen, die von ver-
schiedenen Instrumentenaufstellungen aus beobachtet wurden, ist es ausreichend,

die Kovarfanzmatrix Qkk fiir eine Instrumentenaufstellung allgemein anzugeben.
Mit dem allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetz errechnet sich Qkk flir die

kartesischen Koordinaten der Zielpunkte 1, 2, ... 1 folgendermaBen:

Qpp * V' (15)
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mit
del dxl ] B . - _
ds dR COSR, 1SNk,
1 1
dy, dy; _
ds dR sinR, S;cosR,
U = 1 1 -
dxj dxy -
ds; dR4 COSRi 5151nR1
dyi  dyj _
S ds S1nRi SicosRi
i 1_ L |

Die Kovarianzmatrix Qkk ist voll besetzt und weist folgende Anordnung der
Koeffizienten auf:

2
(e} o o] o s ee O (e}
x, 0 Txyy Oxgx,  Txyy, x X5 OX| Yy
2 o) (e}
o o o s e e
Y1 YiXo Y1Y, YiXi Y1Y4
_ . . X
Qkk ‘ (15a)
02 [e)
X3 XYy
.2
Vi

Die Werte der einzelnen Elemente werden nicht explizit angegeben, da flir die
spdteren Berechnungen von Qkk direkt auf die Gleichung (15) zuriickgegriffen
wird.

Qkk ist die Kovarianzmatrix fir die kartesischen Koordinaten (Xiyi) der Ziel-
punkte, die mit einer Instrumentenaufstellung beobachtet wurden.

Fiir die Ableitung der Kovarianzmatrix des Standpunktes geht man davon aus, daPB
die kartesischen Koordinaten des Standpunktes als Ursprung des lokalen Koordi-
natensystems gleich null sind:

Xs =

- (16)
Yo = ;

Zur Festlegung der Kovarianzmatrix eines Standpunktes wird die Zentrierge-
nauigkeit herangezogen, die fir eine Aufstellung des MeBinstruments iliber einem

vermarkten Punkt angenommen wird.

Die angenommene Zentriergenauigkeit wird mit dem mittleren Fehler 9, be-
schrieben. So ergibt sich direkt flr die Kovarianzmatrix der Koordinaten des
Standpunktes in Analogie zu (7) und (8):

2 1 2
o} o =03 0

Qk k - = (17)
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Fir den Fall der freien Stationierung der Standpunkte ergeben sich Verein-
fachungen bei der Berechnung der Kovarianzmatrix Qkk'

Da nurmehr Zentrierfehler in den Zielpunkten auftreten kdnnen und nach (13a)
alle polaren MeBelemente unkorrelierte GroBen darstellen, kann die Ableitung
von Qkk auf einen allgemeinen Zielpunkt beschrdnkt werden.

Die Kovarianzmatrix Qﬁk fiir die kartesischen Koordinaten eines Zielpunktes i
lautet dann nach (15):

cosR;, -S.sinR. o o cosR. sinR.;
Qkk - i i i Si SiRi i i (18)
s 2 .
s1nRi SicosRi oRisi cRi -Sis1nR1 SicosRi
Beachtet man, daB Ri und Si unkorreliert sind (OS.R = 0), erhdlt man aus (18):
i
-;2 o (cos’R, - 0% +8%.sin R ar.) (sinR.cosR; (og —Szci ))
X, =1 i Xi¥5l - i i i i iRy (18a)
kk 2 . 2 2 n2R . o2 S2 2p 2
Gy1x1 0y1 (s1nR1cosR1(osi—S oR.)) (sin 1051,+ jrcos i'oRi)
und damit nach (13a)
1.2 2 . 2 2 2 2 . 2 .2 2
o - (z“a'+515‘” Ri-o.tcos Ri'gs) s1nR1.cosR1.(os Sy o ;) (18b)
kk . 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2
s1nRicosRi(os—Siori) (Zoa-+si~cos R1'0r+51” Ri'cs)

In die fehlertheoretischen Untersuchungen werden die streng hergeleiteten
Kovarianzmatrizen Qkk bzw. Qﬁk, je nachdem ob freie Stationierung der Stand-
punkte vorliegt oder nicht, Eingang finden.

Fiir die Standpunktkoordinaten gilt bei freier Stationierung kaks = 0.

2.2 Die mathematischen Modelle der Rechenverfahren
2.2.1 Das mathematische Modell der Netzausgleichung

Das hier als Netzausgleichung eingeflihrte Rechenverfahren stellt eine kombi-
nierte Richtungs- und Streckenausgleichung fiir ausgewdhlte Netzpunkte dar.
EingangsgroBen in das Rechenverfahren Netzausgleichungen bzw. Beobachtungen

im Sinne der Ausgleichungsrechnung sind jeweils die polaren E]emente} Richtung
R und Strecke S. Mit ihnen wird eine Netzausgleichung nach vermittelnden Be-
obachtungen angesetzt. Als direktes Ergebnis der Ausgleichungsrechnung erhdlt
man die ausgeglichenen Koordinaten der zu bestimmenden Netzpunkte und die
Orientierungsunbekannten in den Standpunkten.
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Funktionalmodell der Netzausgleichung

Das Funktionalmodell stellt die Beziehungen zwischen den als Beobachtungen und
den als Unbekannten behandelten GrdBen her. Beschrdnkt auf ebene Berechnung
treten als Unbekannte auf:

- die gesuchten Koordinaten der Netzpunkte
- die Orientierungsunbekannten in den Standpunkten

fix
[XzY5) Zielpunkt Z

{Xg Y5 ) Standpunkt S

o
P

AX

Abb. 3 ‘Beobachtungen und Unbekannte der Netzausgleichung

Flir eine Richtung R und eine Strecke S von Standpunkt S (X Ys) zum Ziel-

S )

punkt Z (Xz, YZ) erhd1t man folgende nichtlineare Verbesserungsgleichungen:
Y, -Y
R + VR = arc tan XZ-XS - w
z S (19)
2 2
S + vS = L/QYZ-YS) +(XZ—XS)

Weil die Ausgleichung lineare Beziehungen voraussetzt, werden die Gleichungen
(19) mittels einer nach dem linearen Glied abbrechenden Taylorreihe Tineari-
siert. Hierzu missen folgende Ndherungswerte eingefiihrt werden:

- gendherte Standpunktkoordinaten X Yg

- gendherte Zielpunktskoordinaten Xi Yi

Die linearisierten Verbesserungsgleichungen lauten dann (siehe auch (Gott-
hardt [13])):

sing ,Sing 0S¢

Do o COS ¢
VR = -u ~§r—AXZ+ 3 AYZ. 5 AXS 3 AYS+A¢
(19a)
i . ] 1 . i
vS = cos¢AXZ+s1n¢AYZ~cos¢AXS-s1n¢AYS+AS’

Richtungswinkel aus Ndherungskoordinaten

Strecke aus Naherungskoordinaten

=g
S
i

Richtung aus Ndherungskoordinaten - Beobachtung R

>
w
i

Strecke aus Ndherungskoordinaten - Beobachtung S
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Aufgrund der nichtlinearen Ausgangsgleichungen ist nach einer L8sung des Aus-
gleichsproblems zu entscheiden, ob weijtere Iterationsschritte notwendig sind.
Je nich Glite der Ndherung kdonnen mehrere Iterationen erforderlich sein.

Stochastisches Modell der Netzausgleichung

In das Funktionalmodell der Netzausgleichung gehen Richtungen R und Strecken S
als zu verbessernde Beobachtungen ein. Zur strengen Durchfiihrung der Aus-
gleichsberechnung miissen somit die Genauigkeitseigenschaften dieser Elemente
bekannt sein und in die Rechnung eingefihrt werden. Die Netzausgleichung ist
im Vergleich zur Blockausgleichung (siehe 2.2.2) ein strenges Ausgleichsver-
fahren, weil die Genauigkeitseigenschaften der Beobachtungen R und S streng
zur Berechnung verwendet werden. Die Bezeichnung "streng" gilt jedoch auch nur
im Rahmen der in Kap. 2.1 eingefiihrten Annahmen zu den Genauigkeitseigen-
schaften.

Zur Beschreibung der Genauigkeitseigenschaften der beobachteten Richtungen R
und Strecken S wurde in 2.1.2 die Kovarianzmatrix Q. , (13) bzw. ng (13a) fiur
frei stationierte Standpunkte, eingeflihrt. Sie steht flir das stochastische
Modell der Netzausgleichung und wird hierher Ubernommen.

2.2.2 Das mathematische Modell der Blockausgleichung

Die Blockausgleichung, die hier als neuer Vorschlag zur Berechnung tachy-
metrischer Punktbestimmungen untersucht wird, ist an und flir sich schon Tange,
aber unter anderen Anwendungsgesichtspunkten, in der Geoddsie bekannt.

Sie stellt einen Sonderfall der verketteten Ahnlichkeitstransformation dar, die
ganz allgemein dazu verwendet wird, mehrere kartesische Koordinatensysteme
gemeinsam in ein libergeordnetes kartesisches Koordinatensystem zu trans-
formieren. Zur LOsung dieses allgemeinen Transformationsproblems sind im

Rahmen des mathematischen Modells der verketteten Ahnlichkeitstransformation
verschiedene Rechenvarianten bekannt, die mit einem kurzen Uberblick gestreift
werden sollen.

Die verschiedenen Rechenvarianten sind in der geoddtischen und photogramme-
trischen Praxis fir verschiedene spezielle Anwendungsbereiche entstanden.
Dementsprechend sind die einzelnen Methoden auch mit verschiedenen Namen 1in
der Literatur bekannt.

Zum ndherungsweisen ZusammenschluB von vorher getrennt ausgeglichenen Teil-
netzen wurde von S. Finsterwalder die Feldermethode entwickelt |14]|. Dem
gleichen Zweck dient auch die Transformation von F.R. Helmert |15|, die von
urspriinglich zwei auf mehr Transformationseinheiten erweitert wurde. Flr Auf-
gaben'der Katastertechnik ist von E. Gotthardt die "Zusammenfassung mehrer
Aufmessungen eines Punkthaufens" angegeben worden |16|. Eine in der Photo-
grammetrie sehr verbreitete Anwendung zum ZusammenschluB von Stereomodellen
hat die Blockausgleichung gefunden (Van den Hout |17]). Hierzu liegen auch
umfangreiche Genauigkeitsuntersuchungen vor (Ackermann [18]).

Eine allgemeine Untersuchung und Gegeniiberstellung der verschiedenen Varianten
gibt K. Kraus in |19].
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Bevor nun iUbergegangen wird auf die Beschreibung der Funktionalbeziehungen

der zur Punktbestimmung vorgeschlagenen Blockausgleichung sollen die bereits

in Ackermann |5] ausfiihrlich dargelegten charakteristischen Merkmale der Block-
ausgleichung zusammengefaBt werden.

Bei der Blockausgleichung werden unabhéngige Koordinatensysteme zur Bildung
eines gemeinsamen Punktverbandes simultan in das lbergeordnete Koordinaten-
system transformiert. Diese Anwendung der Blockausgleichung auf tachymetrische
Punktbestimmungen ist mdglich, weil voraussetzungsgemdaB mit den elektronischen
Tachymetern immer Richtung und Strecke beobachtet werden, die sich also stets
in standpunktbezogene kartesische Koordinatensysteme umrechnen lassen, welche
dann die Datengrundlage zur Blockausgleichung darstellen.

An die standpunktbezogenen oder lokalen Koordinatensysteme werden keinerlei
Bedingungen gestellt. Die Nullrichtung ist beliebig und wird sinnvollerweise
mit der willkiirlichen Nullage des Teilkreises zusammenfallen. Der Nullpunkt
der lokalen Koordinatensysteme ist ebenfalls frei wdhlbar, was bedeutet, daB
das Mefinstrument an beliebigen Orten aufgestellt werden kann.

Der geometrische Zusammenhang wird bei der Blockausgleichung durch die soge-
nannten Verkniipfungspunkte und Festpunkte herbeigefihrt. Er ist in den Ab-
bildungen 4 und 5 veranschaulicht. ‘

e
_8g o Festpkt.
o o  Standpkt.
® Verknilipf.Pkt.
t, Tlokales Koord.-
— system

Abb. 4 Standpunktbezogene Koordinatensysteme
und Verknlipfungspunkte (MeBsituation)

o Festpkt.
O Standpkt.
@ Verknilipf.Pkt.

S

Abb. 5 BlockzusammenschiuB mittels
Verkniipfungspunkten
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Als VerknuUpfungspunkte fungieren in der Regel zu bestimmende Grenzpunkte, die
von mindestens zwei verschiedenen Standpunkten aus tachymetrisch beobachtet
wurden. Als Festpunkte gelten bereits im ilibergeordneten System koordinierte
Punkte. In der Regel sind dies trigonometrische Punkte.

Funktionalmodell der Blockausgleichung

Im hier vorliegenden Fall der tachymetrischen Punktbestimmung liegen die
polaren Elemente Richtung R und Strecke S als MeBwerte vor.
Die polaren Elemente kOonnen jedoch nicht unmittelbar in die Blockausgleichung

eingefiuhrt werden, weil rechtwinkelige Koordinaten vorausgesetzt werden.

Es werden deshalb, wie in den Abbildungen 6 gezeigt, lokale kartesische Koordi-

natensysteme definiert und die polaren Elemente in diese standpunktbezogenen

kartesischen Systeme umgerechnet.

&

7| :

‘§ o Standpkt.
& e Zielpkt.
2
)
7]

!

Abb. 6b Umgerechnete polare Beobach-
tungen, standpunktbezogenes
Koordinatensystem

Abb. 6a Polare Beobachtungen

Die polaren Beobachtungen auf einem Standpunkt beziehen sich auf die will-
kiirliche Nullrichtung des Teilkreises. Die x-Achse des lokalen Koordinaten-
systems soll mit dieser Nullrichtung zusammenfallen., Man erhdlt die karte-
sischen lTokalen Koordinaten darauf direkt nach den einfachen Beziehungen (14):

S-cosR
S-sinR

H

N

Gesucht werden die ausgeglichenen Koordinaten der aufgemessenen Punkte 1im
Koordinatensystem der Festpunkte. Zur Berechnung der ausgeglichenen Koordi-
naten durch simultane Helmert-Transformationen aller Standpunktsysteme be-

inhaltet die Blockausgleichung folgende Unbekannte:
- Flir jedes lokale Koordinatensystem 4 Transformationsparameter:
a, b, ¢ und d, wobei

¢, d Transiationen in X bzw. Y Richtung
a, b Parameter die implizit einen MaBstabsfaktor (m) und die

Richtungsorientierung (w) beinhalten

(a = m-cosw, b = m-sinu)

- Die ausgeglichenen Koordinaten (X,Y) der zu berechnenden Punkte.
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Die Herleitung der Verbesserungsgleichungen der Blockausgleichung aus dem
Transformationsansatz wird, zur besseren Durchschaubarkeit, mit Hilfe der
transformierten Koordinaten (Xt’ Yt) durchgefihrt.

Die Beziehungen zwischen den vorliegenden lokalen Koordinaten x, y und den
transformierten Koordinaten im System der Festpunkte lauten:

Xt = ax = by + ¢
Yt = ay + bx + d (20)

Durch Einfiihren der gesuchten ausgeglichenen Koordinaten (X,Y) und der Ver-
besserungen vX, vY an den transformierten Koordinaten erhdlt man die Ver-
besserungsgleichungen zur Blockausgleichung.

-vX = Xt - X =ax - by + ¢ - X

-vY = bx - ay +d - Y (21)

"
—
1]
—<

Die Verbesserungsgleichungen sind in den Unbekannten linear. Die Unbekannten
des Ausgleichungsproblems werden deshalb direkt als Ergebnis einer Aus-
gleichungslosung erhalten.

Die LOsung erhdlt man durch Minimalisierung der Summe |vXvX| + |vYvY| nach
der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. Die sich dabei ergebende Struk-
tur der Verbesserungs- und Normalgleichungen, sowie die Reduktionsmdglich-
keiten welche die Rechnung wesentlich vereinfachen sind in Ebner |20| aus-
fiihrlich dargestellt. "

Eine Betrachtung der Unbekannten zeigt, daB eine eindeutige LOsung dann
existiert, wenn fir jedes lokale Koordinatensystem mindestens zwei Ver-
knlipfungspunkte vorliegen und in die Ausgleichung mindestens zwei Festpunkte
einbezogen werden.

Die Verbesserungsgieichungen lassen erkennen, daB bei einer Blockausgleichung
fir jedes lokale Koordinatensystem, d.h. flir alle Beobachtungen einer
Instrumentenaufstellung ein MaBstabsfaktor enthalten ist.

Verglichen mit den Funktionalbeziehungen der Netzausgleichung, wo keine Maf-
stabsfaktoren eingefihrt werden, wird das Gleichungssystem der Blockaus-
gleichung - beiden Rechenverfahren werden identische Beobachtungen zugrunde
gelegt - eine geringere Uberbestimmung aufweisen.

Stochastisches Modell der Blockausgleichung

Die Blockausgleichung geht mit den Verbesserungsgleichungen (21) in den Aus-
gleichungsalgorithmus nach vermittelnden Beobachtungen ein, wobei die trans-
formierten Koordinaten (Xt, Yt) als zu verbessernde GrdoRen behandelt werden.
Im Sinne der Ausgleichungsrechnung gelten damit die transformierten Koordi-
naten als "Beobachtungen". Um den Begriff schdrfer zu fassen werden sie als
abgeleitete Beobachtungen oder Ersatzbeobachtungen (vgl. Linkwitz |30|) be-
zeichnet. Zur theoretisch strengen Durchfiihrung der B]ockausg]eichung missen
zur Berechnung der Unbekannten die Genauigkeitseigenschaften der abgeleiteten
Beobachtungen (Xt, Yt) herangezogen werden.
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Aus den bisherigen Untersuchungen sind jedoch nur die Genauigkeitseigenschaften
der Eingangsgrofen der Blockausgleichung, ndmlich die der Tokalen kartesischen
Koordinaten bekannt. Sie werden in den Gleichungen (15) bzw. (18b) mit der
Kovarianzmatrix Qkk bzw. Qﬁk beschrieben.

Nach Gleichung (15) gilt (allgemeiner Fall, bei dem alle Beobachtungen einer
Instrumentenaufstellung infolge Zentrierfehler im Standpunkt korreliert sind):

- _
le Oxlyl"'gxlyi
0'2 o, -
yl y1yi
Qkk - .
"
Y

Die Kovarianzmatrix Qtt der abgeleiteten Beobachtungen (Xth) erhd@1t man nach
Fehlerfortpflanzung und den Funktionalbeziehungen (20). (Es werden alle abge-
leiteten Beobachtungen x,, y; ... Xis ¥4 eines Instrumentenstandpunktes be-
trachtet.)

r_oz g o 1 i b | i a b |
X Xy Yo oo Xy Y B
t t,7t t. vt
1 1t 1V a -b a
2
Gyt Oyt vy -b a b
- 1 = -
Qtt 1o b a Ak b a (22)
2
Y
t
L. - L. - . -

Die Ableitung der Kovarianzmatrix vereinfacht sich wesentlich, wenn die Beob-
achtungen von frei stationierten Standpunkten aus gemacht werden und man die
Betrachtung der Kovarianzmatrix der transformierten Koordinaten punktweise
vornehmen kann.

Man erhdlt fir unkorrelierte polare MeBelemente nach Fehlerfortpflanzung:

a -b a b
X _ R X .
Qtt = b N Qkk ) (223)

In Gleichung (22), (22a) sind a, b als Ndherungswerte der entsprechenden Un-
bekannten einzufiihren.

0, aus (18a) eingesetzt:

a” ci + b2 o§ - 2ab oy ab oy - ab o2 4 (a2 bz) oy
X i i iV i i i¥q
Qi = (22b)
2 2 2 .2 2 2 2
ab oy - ab o + (a"=b") ¢ a~ o + b ¢ + 2ab ¢
X Yy Yi*y Y X X1
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Im Rahmen der Voraussetzungen flr die Kovarianzmatrix Ak bzw. Qék stellen Qtt
bzw. Qit die strengen stochastischen Eigenschaften der transformierten Koordi-
naten dar. Bei strenger Berechnung einer Blockausgleichung wire diese Kovarianz-
matrix Qtt bzw. Qit voll einzufiihren.

Da die Beriicksichtigung und Berechnung der strengen Kovarianzmatrix Qtt bzw.

Qit in der praktischen Anwendung der Blockausgleichung auf tachymetrische Punkt-
bestimmungen einen groBen numerischen Aufwand bedeutet, wird auf die Ver-
wendung des strengen stochastischen Modells verzichtet. Statt dessen wird fir
praktische Berechnungen ein vereinfachtes stochastisches Modell fir die trans-
formierten Koordinaten angenommen. Als vereinfachtes stochastisches Modell wird
die Einheitsmatrix eingefihrt.

Fiir praktische Berechnungen steht also

Im Sinne der Ausgleichsrechnung stellt Qtt = £ eine Vernachldssigung dar, ab-
gesehen von Sonderfdllen, wenn zum Beispiel Tokalen kartesischen Koordinaten
kreisformige Fehlerellipsen zugeschrieben werden kOnnen. Dies diirfte bei tachy-
metrischen Punktbestimmungen jedoch die Ausnahme sein. Es werden deshalb durch
die vereinfachende Annahme der Einheitsmatrix fir die Genauigkeitseigenschaften
der transformierten Koordinaten Genauigkeitsver]usfe bei den ausgeglichenen
Koordinaten degeniiber einer strengen Ausgleichung zu erwarten sein.

Fiir die folgenden fehlertheoretischen Genauigkeitsuntersuchungen sind deshalb
sowohl die Ergebnisse aus der stochastisch vereinfachten Blockausgleichung als
auch aus der stochastisch streng rechnenden Blockausgleichung interessant, ob-
wohl letztere z.Z. nicht in einem Rechenprogramm realisiert ist.

2.3 Ein allgemeines Rechenmodell als Grundlage der Genauigkeitsuntersuchungen
2.3.1 Die Rechenverfahren als Sonderfdlle einer Transformation

Tachymetrische Punktbestimmungen werden praktisch mit den beschriebenen mathe-
matischen Modellen von Netz- und Blockausgleichung berechnet. Es ldge deshalb
nahe, die theoretischen Genauigkeitsuntersuchungen anhand dieser Modelle
durchzufihren.

Es zeigt sich aber, daB Netz- und Blockausgleichung als Sonderfdlle eines ge-
meinsamen allgemeinen Rechenmodells darstellbar sind. Das allgemeine Rechen-
modell wird den Vorteil bieten, die theoretischen Genduigkeitsuntersuchungen
der verschiedenen Rechenverfahren mit nur einem Rechenalgorithmus durchfihren
zu kdnnen. Das Ubergeordnete Rechenmodell wird Netz- und Blockausgleichung als
Sonderfdlle einer allgemein formulierten Ahnlichkeitstransformation beinhalten.
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Ausgangspunkt ist eine allgemein formulierte Ahnlichkeitstransformation mit
den Unbekannten:

ausgeglichene Koordinaten (X,Y)
MaBstab (m)
Richtungsorientierung (w)

- zwei Translationen (c,d)

Die Netzausgleichung dagegen verfligt nur iiber die Unbekannten:

- ausgeglichene Koordinaten (X,Y)
- Richtungsorientierung (w).

Durch entsprechende Interpretation bzw. Konstanthaltung der gegeniiber der Netz-
ausgleichung Uberschiissigen Unbekannten (m,c,d) muB nun erreicht werden konnen,
daB die Netzausgleichung als Spezialisierung aus der Ahnlichkeitstransformation
hervorgeht.

Das allgemeine Rechenmodell wird nachfolgend aus dem Funktionalmodell der Block-
ausgleichung durch eine rein algebraische Umformung abgeleitet, die Tediglich
bewirkt, daB sich die Unbekannten MaBstab (m) und Richtungsorientierung (uw)
explizit darstellen. Damit ist gewdhrleistet, daB das funktionelle Rechenmodell
rein formal die gleichen Eigenschaften wie das funktionelle Modell der Block-
ausgleichung besitzt.

Im allgemeinen Rechenmodell werden die Verbesserungsgleichungen zudem so formu-
liert, daB lokale kartesische Koordinaten als Ersatzbeobachtungen in die Aus-
gleichung eingehen. Damit entfdl1t die aufwendige strenge Herleitung der
stochastischen Genauigkeitseigenschaften der transformierten Koordinaten

(Xt’ Yt) nach Gleichung (22) filr die spdteren Genauigkeitsuntersuchungen.

Anhand einer Gegenliberstellung von den zu untersuchenden Rechenverfahren und
dem allgemeinen Rechenmodell wird erkldrt, wie mit dem allgemeinen Rechenmodel]
die interessierenden Rechenverfahren simuliert werden.

Der Nachweis, daB die Netzausgleichung mit dem allgemeinen Rechenmodell tat-
sdchlich simulierbar ist, wird getrennt gefiihrt.

2.3.2 Herleitung des allgemeinen Rechenmodells

Gegeben 1ist das Funktionalmodell der Blockausgleichung.
Es wird mit den Transformationsgleichungen (20) beschrieben:

>
1}

ax - by + ¢
ay + bx + d

—<
i

Koordinaten im lokalen kartesischen Koordinatensystem
Koordinaten im System der Festpunkte
,¢,d Transformationsparameter:

o > X
T < «<

c,d Translationen in Richtung der X- bzw. Y-Achse.
a,b beinhalten implizit Orientierung und Streckung
des lokalen kartesischen Koordinatensystems.
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MaBstab und Richtungsorientierung stellen sich explizit folgendermaBen dar:

= M+ COSw

a
b = m-sinow (24)

Die Gleichungen (20) werden nun durch Inversion so umgeformt, da die lokalen
kartesischen Koordinaten eine Funktion der Unbekannten darstellen und die Un-
bekannten fiir MaBstab und Richtungsorientierung explizit enthalten sind.

Man erhalt dann:

(X’y) = f (w,m,c,d,X,Y)

Das Ergebnis der Umformung und Einsetzen von (24) ergibt:

_ Coswy , sinwy _ cosw. _ sinw,

m m m m
. . (25)
- COSwy _ Sinw S1hw_ _ COSw
y = =5 Y m X + ¢ 0 d
Zur besseren Ubersichtlichkeit werden Abklirzungen eingefiihrt.
A = COsw C = - Cosu. _ sinuy
m m
g = Sinw D = sinw, _ COsw,
m m m
(25) Tautet nun:
= AX + BY + C
y = -BX + AY 4 D (25a)

Die lokalen kartesischen Koordinaten werden als Ersatzbeobachtungen be-
handelt. Durch entsprechende Einfiihrung der Verbesserungen vx und vy erhalt
man damit die nichtlinearen Fehlergleichungen des allgemeinen Rechenmodells

AX + BY + C
-BX + AY + D

X + VX
y + vy

(26)

i)

Die Ausgleichung setzt stets lineare Beziehungen voraus. Die Gleichungen (26)
werden deshalb mittels Taylorentwicklung linearisiert.
Dazu werden folgende Ndherungswerte eingeflihrt:

po = cosw° o = _COSwOCO _ sinwodo
mO me mo
RS RS o

BO = S1Qf DO = Slif co - COiﬁ d0
m m m

Die Linearisierung an der Ndherungsstelle (©°) ergibt:

MO AX+BO  AY4+XO AA+YO - AB+AC+AC-XO+BO.YO4+(CP°
~BO - AX+AO  AY4+YO  AA=XO - AB+AD-BO -XO+AC - YOO (27)

i

X + VX
y + vy



33

mit AA = (-coswo/mo)am - (Sinwo/mo)aw
2

AB = (-sinw®/m° )am + (cosw®/mO)Auw

AC = BCOSwO/mOZ)c0+(sinw°/m°2)d{]Am+ [}-COSwO/mO)dO +(sinw°/m°)cﬂ Aw
-{coswo/m® )Yac-(sinwo/mo }ad

AD = (—sinwo/moz)c0+(c05w0/m02)dﬂ Am+ [}COSwO/mO)CO +(sinw0/m0)dﬂ Aw
+(sinw®/m°)Ac-{cosw®/m°)ad

x° = A°X® + BOY® + C° X% = m°cosw®x%-mPsinu®yl+c®

y® = -B°X°% + ACYC + D° YO = mosinw®x°+mCcoswly®+d®

me = 1 (28)

(28) in (27):

VX = CcoSwlAX+sinwlaY-x°am+y®Aw-coswlac-sinw®Aad+x0-x

. . 29
vy = -SinwCAX+coswCAY-yoam=-xCAw+sinu®Ac-coswCAad+yP-y (29)

Mit den Verbesserungsgleichungen (29) ist das allgemeine Rechenmodell ge-
funden. Verbessert werden die lokalen kartesischen Koordinaten (xy) die hier
als Ersatzbeobachtungen stehen. Die Unbekannten w,m,c,d,X,Y sind explizit
enthalten. Alle spdteren theoretischen Genauigkeitsuntersuchungen werden mit
diesem Rechenmodell durchgeflihrt.

Gegeniiberstellung von Netzausgleichung, Blockausgleichung und allgemeinem

Rechenmodell

Mit den Verbesserungsgleichungen (29) kdnnen nun durch entsprechende Inter-
pretation der Unbekannten die interessierenden Rechenverfahren simuliert
werden. Am einfachsten ist die Simulierung der Blockausgleichung, denn sie
ist in jhren Unbekannten mit denen des allgemeinen Rechenmodells identisch
und braucht somit nicht weiter diskutiert zu werden. Wie man dagegen vorzu-
gehen hat, um die Netzausgleichung mit dem allgemeinen Rechenmodell zu simu-
lieren, zeigt folgende Gegeniiberstellung von Netzausgleichung einerseits

und allgemeinem Rechenmodell andererseits.

Netzausgleichung allgemeines Rechenmodell
/po]are MeBwerte polare MeBwerte
Ausgangs- Richtung R Richtung R
daten der [ Strecke S Strecke S
igﬁ?ggver- daraus abgeleitet werden die
lokalen kartesischen Koordi-
L naten (x,y)
(XZYZ) ausgeglichene Koordinaten (X,Y) ausgeglichene Koordi-
eines Zielpunktes naten eines Zielpunktes
Unbe- (XSYS) ausgeglichene Koordinaten (c,d) Translationen in X bzw.
kannte eines Standpunktes Y-Richtung
Lw Orientierungsunbekannte (m,w) MaBstabsunbekannte und
Orientierungsunbekannte.
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Man beachtet nun, daB der Nullpunkt des lokalen kartesischen Koordinatensystems,
auf den sich die Translationsunbekannten beziehen, mit dem Standpunkt identisch
ist. Man setzt somit:

c = Xg _

d = Y (30)
Fiihrt man noch die Bedingung flr die MaBstabsunbekannte

m=1, d.h. am=20 (31)
ein, dann sind Funktionalmodell von Netzausgleichung und des allgemeinen
Rechenmodells identisch.
Beriicksichtigt man beim allgemeinen Rechenmodell im stochastischen Ansatz die
strengen Fehlereigenschaften der Ersatzbeobachtungen, Tiegt es im Prinzip der
Ausgleichung begriindet, daB Netzausgleichung und allgemeines Rechenmodell vol1liyg
identisch sind.

Zur besseren Anschauung sollen die Fehlergleichungen des allgemeinen Rechen-
modells flr verschiedene Visurtypen bei tachymetrischen Punktbestimmungen an-
geschrieben werden unter der Voraussetzung, daB eine Netzausgleichung zu simu-

lieren ist.
Aus (29) ergeben sich fir Visuren unter Beachtung von (30) und (31)

a) von Festpunkt zu Festpunkt

vx = yPhw + x%-x
Vy = -X%Aw + yO-y (32)
b) von Festpunkt zu Neupunkt
VX =  cOoswlAaX, + sinw®AY_ + y%rw + x%=X
g z 33)
vy = -SinwoAXZ + COSwOAYZ - x%w + y°-y (
c¢) von Neupunkt zu Festpunkt
vx = + y%w - cosw®aX_ - sinw®a¥Y_ + x°-x
s s (34)
vy = - x%w + s?nwoAXS - cosw®aY 4 yO-y
d) von Neupunkt zu Neupunkt
vx = cosw®aX_+sinw®aY +y®Au-cosw’aX -sinw’aY_+x°-x
s s 35)
vy = —sinwoAXZ+c03wOAYZ—x°Aw+sinwOAXS-COSwOAYS+yO-y (

2.3.3 Gesonderter Beweis fiir die Simulierbarkeit der Netzausgleichung

Die Gleichwertigkeit der Rechenverfahren Netzausgleichung und allgemeines
Rechenmodell mit entsprechenden Bedingungen kann noch anhand weiterer Ober-
legungen aufgezeigt werden.

Es handelt sich hier um eine zusdtzliche Darlegung des Sachverhaltes mit dem
die Wirkungsweise der Funktionalansdtze von Netzausgleichung und allgemeinem
Rechenmodell anschaulich gemacht werden soll. Die Ableitungen werden punkt-
weise durchgefiihrt, was einer MeBanordnung mit freier Stationierung der Stand-
punkte entspricht. Der allgemeinere Fall, standpunktweise Korrelation der Be-
obachtungen, 1dBt sich analog behandeln und fihrt auf dasselbe Ergebnis (siehe
Anhang S. 83).
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Zundchst wird die Ausgangssituation der Berechnungen nochmals kurz gestreift
und auf die gewichtete Quadratsumme der Verbesserungen zurlickgegriffen.

In beiden mathematischen Modellen liegt dieselbe Beobachtungssituation vor.

Als Ausgangsdaten fiir die Berechnung stehen die Beobachtungen Richtung R und
Strecke S mit ihren angenommenen Genauigkeitseigenschaften bereit. Wdhrend in
die Netzausgleichung mit den vorliegenden Daten direkt eingegangen werden kann,
sind fiir das allgemeine Rechenmodell die lokalen kartesischen Koordinaten und
ihre Genauigkeitseigenschaften abzuleiten (2.1.3). Beide Rechenverfahren werden
einer im Rahmen der stochastischen Annahmen strengen Ausgleichung unterzogen.
Das Prinzip der Ausgleichsrechnung bewirkt, daB die zu verbessernden GroBen
solche Zuschldge erhalten, die zur groftmdglichen Genauigkeit der Unbekannten
fiihren. Die gewichtete Quadratsumme aller Verbesserungen wird zum Minimum.

Wird unter den genannten Voraussetzungen in beiden Ausgleichungsverfahren die-
selbe gewichtete Quadratsumme der Verbesserungen erzeugt, ist dies ein Beweis
fiir die Gleichwertigkeit der Verfahren.

Beweisflihrung

Es sollen die Beobachtungen R, S von einem Standpunkt zu m Zielpunkten vor-
liegen. Man erhdlt dann insgesamt n = 2m Beobachtungen die einer Ausgleichung
nach vermittelnden Beobachtungen unterzogen werden, wozu bei Netzausgleichung
und allgemeinem Rechenmodell n Verbesserungsgleichungen aufgestellt werden.
Die gewichtete Quadratsumme der Verbesserungen lautet dann in Matrizenschreib-
weise:

Gewichtete Quadratsumme = v'Pv

v Vektor der Verbesserungen

P strenge Gewichtsmatrix der Beobachtungen

Da die Beobachtungen zu allen Punkten zundchst als unabhdngige GroBen ange-
nommen werden, kann die gewichtete Quadratsumme aus Quadratsummenanteilen

einzelner Punkte zusammengesetzt werden.
1 -
v'Pv = V1P1V1 + vazv2 + + vamvm

Kann die Gleichheit der Quadratsummenanteile eines Punktes aus Netzaus-
gleichung und allgemeinem Rechenmodell aufgezeigt werden, dann ist auch die
gesamte Summe Vv'Pv aus beiden Rechenmodellen identisch.

Quadratsumme der Verbesserungen bei Netzausgleichung

Die Verbesserungen v flir eine tachymetrische Punktbestimmung ergeben sich aus
den linearisierten Verbesserungsgleichungen (19a)

vS cose ' aX +sin¢‘AY —COS¢'AX -sin¢‘AY +AS
Vv = =

VR - S‘g? AX, C°§? AY +5‘2? BX °°§? MY -hu+ho
vS = Verbesserung einer Strecke S
VR = Verbesserung einer Richtung R
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AS = Strecke aus Ndherungskoordinaten - Beobachtung
A¢ = Richtung aus Ndherungskoordinaten - Beobachtung
¢' = Richtungswinkel aus Ndherungskoordinaten

S' = Strecke aus Ndherungskoordinaten

Die Gewichtsmatrix P ergibt sich als Inverse der Kovarianzmatrix Qéb
(siehe S. 21)

Lo %s 0T P 0
Pl Gt | - | (36)
Orr PR
Pg = Gewicht einer Strecke
PR = Gewicht einer Richtung

Damit erhdlt man den Anteil jeder Zielung einer polaren Punktbestimmung an
der gewichteten Quadratsumme der Verbesserungen bei Netzausgleichung.

v'Pv = = {}S © Py vﬂ + [YR * PR v{} (37)

Quadratsumme der Verbesserungen bei allgemeinem Rechenmodell mit

Bedingungen

Die Verbesserungen v werden im allgemeinen Rechenmodell an den Tokalen kartesi-
schen Koordinaten (x,y) angebracht.

Die Verbesserungen lassen sich unter der Bedingung m=1, c=Xs und d=Ys

(bzw. Am=0, Ac=AX Ad=AYS) mit den linearisierten Verbesserungsgleichungen

des allgemeinen Rechenmodells nach (33) darstellen.

VX COSwOAXZ+S1nwOAYZ+yOAw-COSwOAXS-sinwOAYS+XO-X

vy -SinwoAXZ+COSwOAYZ-XOAm+S1nwOAXS-COSwOAYS+yO-y

Die Gewichtsmatrix P der lokalen kartesischen Koordinaten erhdalt man als
Inverse der Kovarianzmatrix Qﬁk (siehe S. 23)
-1
-1 Qxx Qxy
o Qe = (38)

QYX ny

Man erhdlt flir die Inverse Qﬁglz
(38a)

1

P = OZ-QX-l - SZ
0" “kk )
sinR-cosR~pS— gTSinR cosR.pR £5cos R-pR+sin

-sian-pR+coszR-pS sinR~cosR-pS— -sinR-cosRopR

m[\l,_a

N

R-pS

Pg = Gewicht einer Strecke S
Gewicht einer Richtung R

~
el
i
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Die Gewichtsmatrix P = oé-QEil beinhaltet die Gewichte der polaren Elemente
Richtung R und Strecke S. Bei Netzausgleichung werden S und R direkt um die
Betrdge VvR und vS verbessert. Im allgemeinen Rechenmodell werden hier dagegen
die Verbesserungen vx und vy an den lokalen Koordinaten (x,y) angebracht.

Um nun die Produkte v'Pv aus Netzausgleichung und hier eingesetztem allgemeinem
Rechenmodell vergleichen zu kdnnen, wird die Gewichtsmatrix cg.Qﬁilso aufge-
spalten, daB der Verbesserungsvektor v des allgemeinen Rechenmodells in Kompo-
nenten in Strahlrichtung zerlegt wird.

Qiél aufgespalten ergibt:

cosR-lsinR p 0 cosR  sinR
2 X-1 S S
Pr=oor Qe = e Locel 1o Loing Leosn (38b)
+sin gcos PR 551n gcos
v'Pv wird damit:
‘ 1

VX cosR -§sinR Pg 0 cosR sinR VX
v'Pv = ) 1 1. 1 (39)

vy sinR gcosR 0 Pp -§s1nR gcosR vy

Zum Nachweis, daB die Produkte v'Pv aus Netzausgleichung und dem hier ver-
wendeten allgemeinen Rechenmodell gleich sind, braucht nur noch gezeigt zu
werden, daB die oben angegebene Komponentenzerlegung tatsdchlich auf die
Verbesserungen der Netzausgleichung fuhrt.

Es muB gelten:

vS cosR sinR VX
Rl l-lsing leosr| (40)
v §s1n gcos vy
Dazu werden auf der rechten Seite der Gleichung (40) flir (vx, vy) die Ver-
besserungsgleichungen (35) eingefiihrt und das Produkt gebildet.

cosR-vx + sinR.vy vS

1. 1 = (41)
-=sinR-vx + ZcosR-vy VR

S S

VS = cosR-COSwOAXZ+cosRs1'nwOAYZ+cosR~y°Aw—cosR-cosLquXs—cosRsinwoAYS
+cosR(x°—x)-sinRsinwOAXZ+sinR-COSwOAYZ—sinR-XOAw+s1nRsinw0AXs
-sinR cosw®aY +sinR(y°-y)
(41a)

VR

1 . . . . . . .
E(-STHRCOSwOAXZ—S1nRSTHwOAYZ-S1nR'yOAw+S1nRCOSwOAXS+S1nRS1nwOAYS
—sinR(xo-x)-cosRsinwOAXZ+cosRcosw°AYZ-cosR-xO-Aw+cosRsinw°AXS

~cosRcosw® Y +cosR(y°-y))
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Mit R = ¢' - w® erhdlt man:

VS = cos¢'AXZ+Sin¢'AYZ-cos¢’AXS—sin¢'AYs+cosR(x°—x)+sinR(yo-y)

(41b)
VR = %(—51n¢'AXZ+COS¢'AYZ+Sin¢'AXS-COS¢'AYS-(SinR'y°+COSR'XO)Aw
+cosR(y°-y)-sinR{x%=-x))
Aus (25) erhd1t man
X = c05woxé+sinw°Y;-c05woxg-sinwOY;
yo = -SinwOX;+COSwOY;+Sinon;-COSwOY;
und mit
x* = cosw’ x-sinw’-y
y*¥ = sinw®-x+cosw®.y
1dBRt sich (41b) weiter umformen zu (4lc):
s . 1
VS = cos¢‘AXZ+sin¢'AYZ~COS¢'AXS-S1n¢'AYS+€os¢'(X;-X;)+S1n¢'(YZ—Y;)-§j
s'-sg (41c)
1 . . ! i 1 . 1 1
VR = g(—snn¢'AXZ+cos¢‘AYZ+s1n¢'Axs-cos¢'AYs—S A“+fos¢'(Yz'Ys'Y*)'S1”¢'(Xz'xs'x*Z
E@
vS = cos¢'AXZ+sin¢‘AYZ-cos¢'AXS-sin¢'AYS+AS
. . 42)
_ _sing' cos¢'’ .Sing' cos¢’ _ (
VR = 3 AX,+ 3 aY 4 S LY 3 BY  -Buthd

Geometrische Interpretation von A¢ in Abbildung 7

X

Abb. 7 Geometrische Deutung von A¢

Die Gleichungen (42) zeigen zundchst am Beispiel freier Stationierungen, daB
im Falle der Simulierung der Netzausgleichung mit dem allgemeinen Rechenmodell
dieselbe Quadratsumme der Verbesserungen erzeugt wird, wie bei der unmittel-
baren Netzausgleichung. Die entsprechende Ableitung flir den allgemeinen Fall
ist mit dem gleichen Ergebnis im Anhang auf Seite 83 beschrieben.

Damit ist bewiesen, daB die Netzausgleichung als Sonderfall aus dem allgemeinen
Rechenmodell hervorgeht, wenn der MaBstabsfaktor m=1 gesetzt und die Trans-
lationen c,d als Koordinaten des Standpunkts aufgefaBt werden.

A

F
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3. DURCHFUHRUNG DER GENAUIGKEITSVERGLEICHE
3.1 Einflihrung in die Untersuchungsmethodik

GemdB der allgemeinen Aufgabenstellung sind zundchst die theoretischen Genauig-
keiten zu ermitteln, welche mit den zu untersuchenden Rechenverfahren filir die
ausgeglichenen Koordinaten erzielt werden.

Ausgangspunkt flir die notwendigen numerischen Berechnungen ist das den Ver-
fahrensgruppen gemeinsame Rechenmodell, weil es die Ermittlung der Genauig-
keiten aus den verschiedenen Rechenverfahren durch einen Rechenalgorithmus
erméglicht.

Die Bestimmung der Genauigkeiten der ausgeglichenen Koordinaten wird nun durch-
geflihrt, indem die Methode des allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf die
jeweilige Funktion angewendet wird mit der das zu untersuchende Rechenverfahren
im allgemeinen Rechenmodell spezifiziert ist. Dieses Vorgehen nach dem allge-
meinen Fehlerfortpflanzungsgesetz ergibt theoretische Genauigkeiten in Form
einer Kovarianzmatrix flr die ausgeglichenen Koordinaten.

3.2 Ermittlung der Kovarianzmatrix der ausgeglichenen Koordinaten

Die ausgeglichenen Koordinaten erhdlt man in jedem Fall aus einer Ausgleichung
vermittelnder Beobachtungen.

Setzt man flir die Fehlergleichungen allgemein v = Ax - f dann gilt:
1

x = (A'PA) " A'PF (43)
- x Vektor der Unbekannten
- A Koeffizientenmatrix der Verbesserungsgleichungen
- P Gewichtsmatrix
- f Vektor der Absolutglieder

Die gesuchten Genauigkeitseigenschaften der Unbekannten x werden mit der
Kovarianzmatrix QXX beschrieben.
Durch Anwendung des allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf die Funktion

(43) ergibt sich QXX wie bekannt:

-1

Oy = (A'PA)T'A'P - Qup « PA - (A'PA)7' (44)

Kovarianzmatrix der Beobachtungen oder Ersatzbeobachtungen

Der Kovarianzmatrix fo in Gleichung (44) kommt hier eine ganz zentrale Be-
deutung zu. Sie repridsentiert die stochastisch streng hergeleiteten Genauig-
keitseigenschaften der zu verbessernden Beobachtungen und bildet die gemein-
same strenge Basis flr die Genauigkeitsvergleiche der Rechenverfahren bei der
Betrachtung einer Netzkonfiguration, unabhidngig davon, welche Kovarianz- bzw.
Gewichtsmatrix im Einzelfall in die Ausgleichung nach vermittelinden Beob-
achtungen eingefiihrt wird. Die moglichst realistische Kovarianzmatrix fo der
Beobachtungen bzw. Ersatzbeobachtungen ist also zu unterscheiden von den je-
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weiligen Kovarianz- oder Gewichtsmatrizen F'-1 bzw. P, die in den Rechenver-
fahren Verwendung finden.

Fiir die in das allgemeine Rechenmodell eingehenden Ersatzbeobachtungen (x, y)
ist die Matrix fo mit den Elementen der Kovarianzmatrizen Qkk bzw. Qik ZU be-
setzen (vgl. 2.1.3, Gleichungen (15), (18)).

3.3 Der Punktfehler nach Werkmeister

Die nach Gleichung (44) berechnete Kovarianzmatrix Qxx setzt sich aus den
Varianzen und Kovarianzen der ausgeglichenen Koordinaten der Punkte zusammen.
Fir Genauigkeitsangaben eines einzelnen Punktes k&nnen seine Varianzen Gy ?

q

und die Kovarianz qy, aus Qxx entnommen werden.

Yy N
Diese Koeffizienten stellen jedoch ein wenig anschauliches und schlecht zu
Vergleichen geeignetes GenauigkeitsmaB dar. Deshalb wird, um zu einem geeig-
neten Fehlermall flr die ausgeglichenen Koordinaten eines Punktes zu kommen,
der mittlere Punktfehler nach Werkmeister eingefiihrt (Werkmeister |[21|, GroB-
mann |22|). Er vereinigt die fiir einen Punkt charakteristischen Varianzen

Gyye qyy und die Kovarianz qu nach folgender Gleichung

. . . a2
FD —]/qxx q_yy qu (45)

Der Werkmeister'sche Punktfehler ist der Fldche der Fehlerellipse proportional
und damit ein Wert gquadratischer Dimension. Um zu einem in der Geoddsie Ub-
lichen linearen FehlermaB zu kommen wird aus F_ noch die Wurzel gezogen. Als
mittlerer Punktfehler wird bei der folgenden Untersuchung auf diesen Wert m

p
zuriickgegriffen.

m ]/Eg (46)

Die bis hierher ermittelten theoretischen Genauigkeitsangaben stellen keine
absoluten Werte dar, denn sie werden in Einheiten des mittleren Gewichtsein-
heitsfehlers oy erhalten. Flr die Genauigkeitsuntersuchungen wird o5 = 1 cm
gesetzt. Fur die Genauigkeitsvergleiche ist der Wert von o, zwar unerheblich,
er muB jedoch bei allen Untersuchungen gleich sein. Die relativen Genauig-
keitsunterschiede werden somit aufgrund der gemeinsamen Ausgangssituation
aller Rechenverfahren streng erhalten.

3.4 Benennung und formelmdBige Beschreibung der Rechenvarianten

Nach diesenya]]gemeinen Verfahrensfragen werden nun die zu untersuchenden
Rechenverfahren als Spezialisierungen des allgemeinen Rechenmodells formel-
méBig angegeben und die zugehdrigen Gewichts~- und Kovarianzmatrizen aufge-
fihrt.

Untersucht werden Netzausgleichung und drei Varianten der Blockausgleichung. Es
ist deshalb vorab notwendig, diese Varianten eindeutig zu benennen, wozu sich
die Anzahl der in die Blockausgleichungsverfahren eingefiihrten Parameter und
die verwendete Gewichtsmatrix anbieten.
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Was bislang als "Blockausgleichung" schlechthin bezeichnet wurde heiBt nun
genauer:

- 4 Parameter Blockausgleichung mit vereinfachtem stochastischen Modell
(4 Par.Blockausgleichung, stoch.vereinf.)

Entsprechend Tauten die Benennungen der anderen Blockvarianten:

- 4 Parameter Blockausgleichung mit stochastisch strengem Modell
(4 Par.Blockausgleichung, stoch.str.)

- 3 Parameter Blockausgleichung mit stochastisch vereinfachtem Modell
(3 Par.Blockausgleichung, stoch.vereinf.)

Letztere Variante wird deshalb mit in die Untersuchungen einbezogen, weil sie
die Uberparametrisierung der 4 Parameter Blockausgleichungen vermeidet. Sie ist
im Funktionalmodell mit der Netzausgleichung identisch, 1d4Rt im iibrigen aber
die stochastischen Vereinfachungen (P=E) der Blockausgleichung zu.

In dieser Betrachtungsweise ist die Netzausgleichung mit einer 3 Parameter
Blockausgleichung mit stochastisch strengem Modell identisch.

Verbesserungsgleichungen, Gewichts- und Kovarianzmatrizen der Rechenvarianten

Da im allgemeinen Fall die von verschiedenen Standpunkten aus gemachten Be-
obachtungen unabhdngig und unkorreliert sind, genligt hier die Angabe der Ver-
besserungsgleichung eines Standpunktes.

Die i-Beobachtungen eines Standpunktes haben die Indices 1, 2, 3 ... 1.

a) Netzausgleichung
Verbesserungsgleichungen (siehe auch S. 34, Gleichungen (32) - (35)):

0 . 0 o] ] s (o] o)
VX, = COSw AX_ +si AY . + - - +X -
1 wiaX, nw 2, Aw=Cosw AX =sinw aY X=X,
. o] o) o] . [e] (o] o]
v ==Sinw AX_ + - + - -
A w z, CoSw AYZ1 X, dwtsine AXs cosw AYs+y1 Y,
: o .o 0 0, .0 0
X: = COSw AX_ + +y. - - 2= X
VX w z sinuw AYzi Y; Aw=cosw AXS sinw AYS+x1 Xy

. o o] [e] . [e] [¢] o]
VY. ==Sinw AX., , + AY, =X, - F
\E z; coSw YZ1 x1 Aw+sinw AXS cosw AYS+y1 Yi

Gewichtsmatrix:

-, -
Oxlgxlyl 0X1y1
2
g g
2 -1 Y1 Y1Yi 2
P = O'O.Qkk = . * O'o (47)
52

Kovarianzmatrix fo:

O = Ak



42

b) 4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht

Verbesserungsgleichungen

i

VX,

cosw’aX +sinu’aY, -x, amty, “aw-cosw®ac-sinw’ad+x]-x,

_ s 0 o} 0 0 . 0 0 0
vy, =-sinw AX ;+cosw AY -y, Am-Xx; Aw+sinw Ac=-cosw Ad+y -y,

VX_i

vYy; =-sinw°AXi+c05woAYi—yi

Gewichtsmatrix:

Kovarianzmatrix fo:

fo = Qkk (siehe G1.

. o] o
COSwOAX1+S1nw AYi-XioAm+yiOAw-COSwOAC-STHwOAd+X?-X.

1 1

*am-x; ®Awtsine®ac-cosw®adty -y,

(15))

4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch streng

Verbesserungsgleichungen

VX,

vy, =-sinw°AXl+c05w°AY1-y

.

VX_i

1

o] . ¢] [¢] . o]
cosw’aX +sinw AY;-x; Camiy . “dw-cosw®ac-sinu pd+XS =X

COSwOAXl+SinwOAY1-XloAm+y1OAw-COSwOAc-SinwOAd+XO-X

1 1
OAm-XlOAw+SinwOAC-COSwOAd+y?'yl

i

vy =—sinw°AXi+c05w°AY1—yiOAm—xiko+sinwoAc-coswoAd+y$—y1

Gewichtsmatrix:

2
(o) a
X1 XY,
52
Y1

- 2. -1 -
Pr=00" 0y =

L.

Kovarianzmatrix fo:

Qe = Qi

5 T-1
X1Yi

g .
Y1Yi 2

. (o] O

2

o)
i

(48)

(49)

(50)
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d) 3 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht
Verbesserungsgleichungen

vx, = cosw’AX +sinu’aY +ylav-cosw’ac-sinu’ad+x]-x;
vy, =-sinu®aX +cosw®sY -xJawtsinu®ac-cosu’ad+y]-y,
(52)
vy, = cosu’sX +sinw®aY +yfau-cosw®ac-sine’adtx{-x,
vy, =-sinw’aX +cosu®aY -xZautsinu®ac-cosu’ad+y -y,
Gewichtsmatrix:
1
1
P=-E = (53)

1

Kovarianzmatrix fo:

Qe = Qpy  (siehe G1. (15))

Mit den angegebenen Verbesserungsgleichungen und stochastischen Modellannahmen
kann direkt in die allgemeine Gleichung (44) eingegangen werden, um als Er-
gebnis die Kovarianzmatrix QXX der ausgeglichenen Koordinaten des unter-
suchten Rechenverfahrens zu erhalten.

3.5 Beschreibung der angenommenen Punktverbénde

Die Genauigkeitsuntersuchungen werden an schematischen Netzen und Bldcken
durchgefiihrt, denen tachymetrische Beobachtungen zugrunde liegen. Die zu den
Untersuchungen konstruierten schematischen Punktverbdnde werden in ihrer geo-
metrischen Anordnung und GroBe so festgelegt, daB sie, soweit dies Uberhaupt
moglich ist, die in der Praxis vorkommenden Aufnahmesituationen schematisch
reprdsentieren kdnnen. Als NetzVorTage zu Genauigkeitsuntersuchungen von Netz-
und Blockausgleichung werden folgende tachymetrischen Punktverbinde angenommen,
wobei der Schwerpunkt der Untersuchungen auf den fldchenhaften Punktverbdnden
Tiegt:

- beidseitig angeschlossene und gestreckte Polygonziige

- beidseitiy angeschlossene zugdhnliche Punktverbdnde

- fldchenhafte Punktverbdnde

- fldchenhafter Punktverband mit Polarpunkten

- Einzelpunktbestimmungen

Es ist anzunehmen, daB die Geometrie der MeBanlage einen Einfluf auf die er-
zielbaren Genauigkeiten hat. Deshalb werden, um Erkenntnisse liber diesen Ein-
fluB zu bekommen, jeweils die Genauigkeiten von mehreren dhnlichen Punktver-
banden errechnet.
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3.6 Besonderheiten der Untersuchungen und Angaben zum Rechenprogramm

Bei den Untersuchungen ist dem Zusammenhang zwischen Rechenverfahren und Netz-
form besondere Beachtung zu schenken. Die Genauigkeitsvergleiche werden ndmlich
zundchst in der Form durchgeflihrt, daB alle Punkte der Netze in die Aus-
gleichungsverfahren einbezogen werden. Im Auswerteprogramm Heupel |4] ist dies
jedoch nicht zutreffend. Wie eingangs beschrieben, wird die Netzausgleichung in
der Regel mit einigen ausgesuchten Punkten des Netzes durchgefiihrt und die ver-
bleibenden zu bestimmenden Punkte werden polar eingerechnet und eventuell bei
Mehrfachbestimmungen gemittelt. Bei Blockausgleichungen werden dagegen alle
Punkte in das Ausgleichungsverfahren einbezogen. '

Insofern haben die Untersuchungen, welche jeweils alle Punkte mit in die
eigentlichen Ausgleichungsverfahren einschlieBen, im Vergleich zu dem Aus-
werteprogramm Heupel |4| nur informativen Charakter. Sie werden wie erwartet
zeigen, daB die Blockausgleichungsverfahren zwar immer anwendbar sind, jedoch
allgemein schlechter abschneiden als die Netzausgleichung.

Die Betonung der Genauigkeitsvergleiche muf deshalb auf dem Fall Tliegen, fir
den die Blockausgleichung speziell vorgeschlagen ist: GroRe Datenmengen, geo-
metrischer Zusammenhang des Punktverbandes nur liber Verkniipfungspunkte und
simultane Berechnung aller Koordinaten. Die Netzausgleichung nach Heupel mup
hier dagegen mit ausgesuchten Netzpunkten im strengen Ausgleichungsverfahren
auskommen. Bei diesem Fall wird sich zeigen, daB die Blockausgleichung der
Netzausgleichung praktisch ebenbiirtig ist.

Einige Angaben zur praktischen Berechnung:

Fiir die numerischen Berechnungen der gesuchten Gewichtskoeffizienten wurde ein
Rechenprogramm fiir den GroBrechner Telefunken TR 440 der Universitdt Stuttgart
erstellt. Bei der Konzeption des Rechenprogramms wurde darauf geachtet, daB es
besonders hinsichtlich des Kernspeicher- und Rechenzeitbedarfs optimiert wurde.
So konnten auch Gewichtskoeffizienten von umfangreichen Bldcken mit vertret-
barem Aufwand an Kernspeicherkapazitdt und Rechenzeit berechnet werden.

Das Programm setzt voraus, daB die polaren Beobachtungselemente der Punkte und
die den Beobachtungen zugeordneten Genauigkeitseigenschaften vorliegen.

Des weiteren missen die einbezogenen Punkte als Festpunkte, Verkniipfungspunkte
oder Einzelpunkte gekennzeichnet sein.

Als Ergebnis werden Kovarianzmatrix, Elemente der Fehlerellipsen und Punkt-
fehler nach Werkmeister der ausgeglichenen Punkte aus den vier zu unter-
suchenden Rechenverfahren ausgegeben.

Die Berechnung der in 3.4 aufgeflihrten Fdlle erfolgt stets nach demselben

nachstehenden Programmablauf:

- Einlesen der Beobachtungselemente (R, S) mit zugeordneten Genauigkeitseigen-
schaften und Punktartkodierung

- Berechnung der Matrix Qgf = Qui (siehe G1. (15)) und Festlegung der Ge-
wichtsmatrix P in Abhdngigkeit von der Rechenmethode

- Aufstellen der Koeffizientenmatrix A (siehe G1. (43)) der Verbesserungs-
gleichungen in Abhdngigkeit von der Rechenmethode
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- Berechnung der Kovarijanzmatrix Oy x

- Ausgabe der gesuchten Werte fir die ausgeglichenen Koordinaten
der Punkte

Das Rechenprogramm ist in ALGOL 60 geschrieben und segmentiert. Es beriick-
sichtigt alle Symmetrie-Eigenschaften und Bandstrukturen der auftretenden
Matrizen und vermeidet so Multiplikationen mit Null bei gleichzeitiger Kern-

speichereinsparung.

Das Rechenprogramm allein benttigt ca. 18 K Ganzworte. Es stehen insgesamt

60 K Ganzworte zur Verfigung. Damit konnen ca. 130 Unbekannte und 200 Beob-
achtungen in eine Berechnung einbezogen werden.

Fur groBere Fd11e muB die Berechnung in Teilschritten durchgefiihrt werden.

Um die Ergebnisse des grifRten berechneten Blocks mit 64 Standpunkten zu er-
halten, muBten flr ein Rechenverfahren 834 Unbekannte und 1024 Beobachtungen
mit in die Genauigkeitsberechnung einbezogen werden.

Die Rechenzeit im Kern betrug zur Berechnung der Gewichtskoeffizienten (qua-
dratischer Block mit 64 Standpunkten; siehe Tab. 1, S. 71) fiir vier Rechen-
methoden ca. 1.25M.

Aufgrund der erforderlichen Rechenzeiten wurde deshalb auf die Berechnung von
noch groBeren Bldocken verzichtet. Diese Einschrdnkung erscheint zuldssig, da
die Ausdehnung der untersuchten Bldcke eine GroBe hat, die bei der zugrunde
liegenden Festpunktverteilung in der Praxis kaum erreicht wird, bzw. weil bei
noch groBeren Systemen die Genauigkeitseigenschaften leicht extrapoliert
werden konnen, wie die Parallelfdlle aus der Photogrammetrie beweisen.
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4. RECHNERISCHE DURCHFUHRUNG UND ERGEBNISSE

4.1 Theoretische Genauigkeitsuntersuchungen an fldchenhaften
Punktverbdanden

4.1.1 Vorbemerkungen

Die folgenden theoretischen Genauigkeitsuntersuchungen stellen die Fehlerfort-
pflanzungseigenschaften der Rechenverfahren an tachymetrisch aufgemessenen
fldchenhaften Punktverbdanden dar. Diese Untersuchungen sind deshalb interes-
sant, weil die Blockausgleichung speziell fliir diese Art der Punktaufnahme als
Rechenverfahren vorgeschlagen wurde. Die Genauigkeitsuntersuchungen an fldchen-
haften Punktverbdnden werden unter zwei Gesichtspunkten durchgeflihrt.

Zum einen soll ein Vergleich zwischen den Genauigkeitseigenschaften der Rechen-
verfahren durchgefiihrt werden und zum anderen sollen charakteristische Eigen-
schaften der blockweisen Berechnung herausgestellt werden.

Fir lTetzteren Punkt brauchen hier keine besonderen Berechnungen durchgefihrt
zu werden. Es zeigt sich ndmlich, daB die Resultate der vergleichenden Ge-
nauigkeitsuntersuchungen erlauben, Verbindungen zu bestehenden Untersuchungen
aus der Aerotriangulation herzustellen. Die charakteristischen Eigenschaften
von Bldcken werden deshalb aus Genauigkeitsuntersuchungen zur Aerotriangu-
Tation entnommen, die vergleichenden Genauigkeitsuntersuchungen aber anhand
schematischer Bldocke mit quadratischer Ausdehnung zahlenmdfig durchgefiihrt.

4,1.2 Angaben zur Geometrie der Punktverb&nde

Die zu diesen Untersuchungen angenommenen Punktverbdnde setzen sich aus einer
von Fall zu Fall unterschiedlich groBen Anzahl von Standpunkten zusammen, von
denen aus die umliegenden Verknipfungspunkte tachymetrisch bestimmt sind. Von
einem Standpunkt aus werden jeweils acht Verknlipfungspunkte beobachtet, die
ein quadratisches Feld abgrenzen. Die Blockkonfiguration ist in Abbildung 8
dargestellt.

..L_
o Festpunkt
0 Standpunkt
X ® Veranpfungspunkt

Abb. 8 Blockverband mit quadratischer Ausdehnung

Es werden acht VerknUpfungspunkte pro Standpunkt angenommen, weil flir diese
Verknlipfungszahl rein praktische und fehlertheoretische Gesichtspunkte sprechen:
Praktische Gesichtspunkte insofern, als an einer Nahtstelle zwischen zwei
Standpunkten Oberbestimmung entsteht, die flir Kontrollzwecke unerldaBlich ist,
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und fehlertheoretische Gesichtspunkte, weil fiir diese Verkniipfungsart, wie die
Untersuchungen noch zeigen werden, ein homogenes Genauigkeitsbild erwartet wird.

Die Linpassung eines Blocks auf Festpunkte erfolgt mit vier Festpunkten in den
Blockecken. Diese Festpunktverteilung wird fiir alle untersuchten Beispiele bei-
behalten.

Wie aus der Photogrammetrie bekannt ist, handelt es sich bei dieser relativ
schwachen Festpunktverteilung um einen fiir Blockausgleichungen ungiinstigen Fall.
Die vergleichenden Genauigkeitsaussagen lassen deshalb keine besonders glinstigen
SchluBfolgerungen erwarten.

4.1.3 Zahlenangaben fiir die Beobachtungen

Zur Berechnung werden schematisch folgende Zahlenwerte angenommen:

- Abstand benachbarter Verknipfungspunkte L = 450 m

- Genauigkeit einer Strecke S: o = 1 cm
- Genauigkeit einer Richtung R: O, = * 10 cc
- Genauigkeit einer Aufstellung im

Zielpunkt: 0y'= + 0.4 cm

- fehlerfreie Festpunkte und fehlerfreie Standpunkte
(freie Stationierung)

4.1.4 Darstellung der Ergebnisse

Flir die verschieden grofen Punktverbdnde werden mit den vorgegebenen Zahlen-
werten fir die Beobachtungen und deren Genauigkeitseigenschaften die Kovarianz-
matrizen der ausgeglichenen Koordinaten nach (44) fir die vier Rechenverfahren
ermittelt:

Netzausgleichung

- 4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht
- 4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch streng

- 3 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht

Die jeweiligen Kovarianzmatrizen bilden die Grundlage filir die Genauigkeits-
vergleiche.

Flir die Genauigkeitsvergleiche bendtigt man indessen nicht die gesamte
Kovarianzmatrix QXX sondern nur einen Auszug mit den Varianzen Ayy® @
Kovarianz qu und den daraus abgeleiteten mittleren Punktfehlern My
Aus Symmetriegrinden genligt es dariiberhinaus, den Auszug aus der Kovarianz-
matrix auf einen Teil der Punkte zu beschrdnken.

vy’ der

Die Ergebnisse kdnnen damit in einfachen Tabellen dargestellt werden, die am
SchluB der Arbeit zusammengefaBt sind und die Varianzen und mittleren Punkt-
fehler ausweisen. In den Tabellen sind zusdtzlich zu den Genauigkeiten der
einzelnen Punkte die jeweiligen quadratischen Mittelwerte ausgewiesen. Sie
geben AufschluB Uber das globale Genauigkeitsverhalten der untersuchten Rechen-
verfahren.
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Die aus den Tabellen berechneten Mittelwerte der Punktfehler und deren Ab-
hiangigkeit vom Rechenverfahren und der Grofe des zugrundeliegenden Punktver-
bandes lassen sich in Diagrammen anschaulich machen und diskutieren.

Neben den Mittelwerten lber die Punktfehler konnen auch noch die in den je-
weiligen Rechenverfahren auftretenden kleinsten und groRten Punktfehler inte-
ressant sein. Sie werden graphisch in entsprechender Art und Weise dargestellt
und diskutiert.

4.1.5 Ergebnisse und Diskussion

Die fiur die Genauigkeitsvergleiche der vier Rechenverfahren bendtigten Ausziige
aus den Kovarianzmatrizen sind flir den Fall der fldchenhaften Punktverbdnde in
den Tabellen 1, 7, 8, 9 und 10 dargestellt, ebenso die quadratischen Mittel-
werte myp der mittleren Punktfehler.

Zundchst sind als wichtigste Werte die quadratischen Mittelwerte Mom in Ab-
hangigkeit von der GroBe des Punktverbandes in Abb. 9 dargestellt.

L 4
P - 4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
- 4 Par.Blockausgl.stoch.streng
[__1 2 |
OOJ

///4///' = 3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.

1 L o Netzausgleichung
4 g 16 64 Anzahl der Standpunkte

Abb. 9 Abhdngigkeit des Mittelwertes m
Blocken von der BlockgroBe

pm bei quadratischen

Die Mittelwerte der Punktfehler zeigen flir Netzausgleichung und 3 Parameter
Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht gleichformig schwach ansteigenden
Kurvenverlauf. Fir 4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht

und 4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch streng nehmen die theoretischen
Genauigkeits-Erwartungen flir den Mitte]wert jedoch schneller als linear ab.

Das Zusammenfallen der Kurven jeweils zweier Rechenverfahren in Abb. 9 ist nur
scheinbar. In Wirklichkeit bestehen jeweils in den Diagrammen nicht mehr dar-
stellbare kleine Genauigkeitsunterschiede.

Die groBten Genauigkeitsunterschiede der Mittelwerte zwischen den Rechenver-
fahren belaufen sich bei Bldcken mit vier Standpunkten auf 0.1 cm/o, zwischen
Netzausgleichung und 4 Parameter Blockausgleichung und erh&hen sich auf 1.1 9o
bei Blocken mit 64 Standpunkten. Bei noch groReren Bldcken und gleichbleibender
Festpunktanordnung (je 1 Festpunkt in den Blockecken) wiirden sich die Ge-
nauigkeitsunterschiede weiter vergrdBern.
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Die dargestellten Verldaufe der theoretischen Erwartungswerte zeigen, daB sich
Ausgleichungen fldchenhafter Punktverbdnde ginstig auf die Fehlerfortpflan-
zun¢seigenschaften aller Rechenverfahren auswirken. Die besten Ergebnisse
werden mit der Netzausgleichung erzielt. Die 4 Parameter Blockausgleichung,
stochastisch vereinfacht weist die grdBten Genauigkeitsdifferenzen zur Netz-
ausgleichung auf. Die Differenzen sind jedoch im Bereich bis 16 freie Statio-
nierungen mit 0.3 cm/oy so klein, daB flr tachymetrische Punktbestimmungen die
Genauigkeitsunterschiede zwischen Netzausgleichung und der stochastisch ver-
einfachten 4 Parameter Blockausgleichung praktisch vernachldssigt werden konnen.
An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, daB hier im Gegensatz zum
bisherigen praktischen Gebrauch, alle gemessenen Punkte in die strenge Netz-
ausgleichung eingeflihrt worden sind. Flr die praktische Anwendung sei auch
erwdhnt, daB mit 16 Standpunkten und 4 Festpunkten hier eine Fldche von ca.
1300 ha iberdeckt wird.

Weiterhin ist das Verhalten der minimalen und maximalen Punktfehler im Punkt-
verband interessant.

Die Abbildungen 10 und 11 zeigen die Unterschiede zwischen den Rechenver-
fahren anhand der groften und kleinsten Punktfehler, die jeweils am Blockrand
bzw. 1im Blockinnern auftreten, in Abhdngigkeit der BlockgroBe.

mpmax
- 4 ( 4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
Eﬁﬂ 3 ¢ .=\ 4 Par.Blockausgl.stoch.strena
2 /
" . Y 3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
1 _ Netzausgleichung
4 3 % 64 Anzahl der Standpunkte

Abb. 10 Abhdngigkeit des groBten Punktfehlers bei
quadratischen Blécken von der BlockgroBe

mpmin
A
%0 ( 4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
2t .- v 4 Par.Blockausgl.stoch.streng
,,,/f/”’//////‘ ¢ 3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
L — ( Netzausgleichung
4 9 16 6, Anzahl der Standpunkte

Abb. 11 Abhdngigkeit des kleinsten Punktfehlers bei
quadratischen Bldcken von der BlockgrdBe
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Fiir die extremen Punktfehler ergibt sich flir alle Rechenverfahren schwach an-
steigendes lineares Verhalten. Das Zusammenfallen der Genauigkeitsverldufe von
stochast?sch strenger und stochastisch vereinfachter Blockausgleichung bzw.
zwischen Netzausgleichung und stochastisch vereinfachter 3 Parameter Blockaus-
gleichung rithrt wiederum von kleinen, in den Diagrammen nicht mehr darstell-
baren Genauigkeitsunterschieden her.

Die Unterschiede zwischen den minimalen und maximalen Genauigkeiten am offenen
Blockrand bzw. im Blockinnern sind zwischen den einzelnen Rechenverfahren fir
kleine BlGcke mit vier Standpunkten vernach]éssigbar. Sie wachsen jedoch mit
zunehmender Blockgrdfe und betrageh bei 64 Standpunkten 1.4 cm/o,.

4.1.6 Verbindungen zu theoretischen Genauigkeitsuntersuchungen aus der
Aerotriangulation

Als eine wichtige Eigenschaft fldchenhafter Punktverbdnde zeigt sich in den
Untersuchungsergebnissen (z.B. Tab. 1), daB vereinfachte Annahmen im stocha-
stischen Modell, wie sie bei den stochastisch vereinfachten 4 Parameter- und
3 Parameter-Blockausgleichungen gemacht werden, nur einen sehr kleinen und
deshalb vernachldssigbaren Genauigkeitsverlust im Vergleich zu strengen
stochastischen Annahmen bewirken. '

Es kann deshalb erwartet werden, daf sich Ergebnisse aus theoretischen Ge-
nauigkeitsuntersuchungen zur blockweisen Ausgleichung horizontierter photo-
grammetrischer Modelle auf Blockausgleichungen tachymetrischer Punktbestimmung
Ubertragen lassen.

Diese Erwartung wird damit begriindet, daR theoretische Genauigkeitsunter-
suchungen zur blockweisen Ausgleichung horizontierter photogrammetrischer
Modelle, die z.B. in Ackermann |18], Ebner |25|, |26| beschrieben sind, auf

dem gleichen Funktionalmodell der Blockausgleichung basieren wie die Berech-
nung tachymetrischer Punktbestimmung mit der stochastisch vereinfachten 4 Para-
meter Blockausgleichung. Unterschiede bestehen nur in den Annahmen zum stocha-
stischen Modell der Beobachtungen. Die Ergebnisse hier haben jedoch gezeigt,
daB vereinfachende Annahmen im stochastischen Modell die theoretischen Ge-
nauigkeitsvoraussagen bei Ausgleichungen flachenhafter Verbdnde nur in ver-
schwindend kleinem Umfang verfdlschen.

Die von Ackermann |18]| und Ebner |25], |26| gefundenen Eigenschaften der Block-
ausgleichung gelten deshalb auch fur 4 Parameter Blockausgleichungen tachy-
metrischer Punktbestimmungen. '

Die charakteristischen Eigenschaften der blockweisen Ausgleichung wurden an
schematischen und quadratischen Blocken durch Berechnung theoretischer Ge-
nauigkeiten gefunden und haben sich in der Praxis der Aerotriangulation be-
statigt (z.B. Ackermann |27]): ‘

- Bei verschieden groBen Blocken mit 4 Festpunkten in den Blockecken ergibt
sich ein Tineares Anwachsen der theoretischen Punktfehler mit der Block-
groBe. Die hOochsten Punktgenauigkeiten treten in der Blockmitte, die niedrig-
sten am offenen Blockrand auf.
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Diese Eigenschaften sind hier durch die Ergebnisse von Blockausgleichungen
tachymetrischer Punktbestimmung direkt bestdtigt.

- Weitaus giinstigere Ergebnisse erhd1t man bei dicht mit Festpunkten besetztem
Blockrand. Unter solchen Voraussetzungen kdnnen auch fiir groRere Bldcke
relative Genauigkeitsunterschiede wie in kleinen Bldcken zwischen den Rechen-
verfahren erwartet werden. Die zu erwartenden Genauigkeitsunterschiede
zwischen den 4 Parameter Blockausgleichungen und der Netzausgleichung bzw.

3 Parameter Blockausgleichung sind im wesentlichen durch die Uberparametri-
sierung hervorgerufen und nur in verschwindendem Umfang durch Vereinfachungen
im stochastischen Modell bedingt.

- Bei dicht mit Festpunkten besetztem Blockrand verschieben sich die Punkte mit
minimaler Genauigkeit zur Blockmitte hin. Mit zunehmender BlockgrdBe und
dichtem Festpunktbesatz am Blockrand nehmen die Punktgenauigkeiten in der
Blockmitte nur sehr schwach ab. Der Verlauf der Genauigkeitserwartungen 148t
sich hier mit einer logarithmischen Funktion approximieren (Meissl [28]).

- Mit steigender Anzahl der Verknlpfungspunkte erhdhen sich auch die Genauig-
keitserwartungen der Blockausgleichung. Gleichzeitig stellt sich eine zu-
nehmende Unempfindlichkeit gegeniiber der Festpunktverteilung ein.

Die gemachten Aussagen stiitzen sich auf theoretische Genauigkeitsunter-
suchungen, die zwar auf vereinfachten stochastischen Annahmen basieren, sich
aber in der Aerotriangulation in erster Ndherung bestdtigt haben. Inwieweit
sich diese Ergebnisse auf tachymetrische Punktbestimmungen lbertragen lassen,
wird im wesentlichsten davon abhdngen, in welchem MaB in der Praxis die schema-
tischen Annahmen zur Lage der Verknilipfungspunkte erfiillt sind. Zur Frage der
Verknlipfungspunkte folgen dann auch spezielle Untersuchungen.

4.2 Genauigkeitsverhalten von gestreckten und beidseitig angeschlossenen
Polygonziigen

4.2.1 Allgemeine Beschreibung von L&ngs- und Querfehlern in den unter-
suchten Ziigen

Ober die herkdmmlichen Ausgleichungsverfahren, insbesondere auch Netzaus-
gleichung, zur Berechnung von Polygonziigen liegen umfangreiche Genauigkeits-
untersuchungen vor (z.B. Gotthardt |23|). Diese Untersuchungen beschreiben
das Genauigkeitsverhalten von schematischen Polygonziigen als Funktionen der
Zugldange bzw. der Anzahl! der Polygonpunkte.

Ziel der Untersuchungen hier ist es, auch das Genauigkeitsverhalten der
Varianten der Blockausgleichung moglichst allgemein wiederzugeben, denn formal
konnen mit den Blockausgleichsverfahren auch Polygonziige berechnet werden.

Aus fehlertheoretischen Grinden ist die Berechnung von Polygonziigen mittels

4 Parameter Blockausgleichung jedoch nicht ratsam und wurde auch von F. Acker-
mann in |5| ausgeschlossen. Trotzdem ist es interessant, die GroRen der Ge-
nauigkeitsunterschiede zwischen Blockausgleichung und strenger Berechnung zu
kennen. Aufbauend auf dem bekannten Genauigkeitsverlauf bei strenger Netz-
ausgleichung (s. Gotthardt |23]) wird gepriift, ob die flir die Netzausgleichung
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geltenden Funktionen fir normierte Langs- und Querfehler auf die anderen
Rechenverfahren Ubertragen werden kdnnen.

Die allgemeinen Funktionen fir den Genauigkeitsverlauf von schematischen Poly-
gonziigen nach strenger Netzausgleichung Tauten:

Normierter Ldngs=- und Querfehler

Querfehler:

Oy = o, o ! g S ) (47)
QFi = normierter Querfehler
qxx1 = Varianz der Koordinate x im Polygonpunkt i
QBB = Varianz eines Brechungswinkels
S = Seitenldngen des Zuges
ng = Anzahl der Brechungswinkel
Langsfehler:
LF1 = normierter Ldngsfehler
qyyi = Varianz der Koordinate y im Polygonpunkt i
st = Varianz einer Streckenmessung
ng = Anzahl der Polygonseiten

Die Formeln filr die normierten Ldngs- und Querfehler werden Uberprift bzw.
bestdtigt, indem die theoretischen Gewichtskoeffizienten gxyx; und gyy; von
mehreren Polygonziigen unterschiedlicher Lange und mit unterschiedlichen Ge-
nauigkeitsannahmen fir die MeBgrdfen theoretisch berechnet werden und in die
Gleichung (47) und (48) eingesetzt werden.

Die allgemeine Darstellung der Genauigkeitseigenschaften der interessierenden
Rechenverfahren wird analog durchgeflihrt. Es werden zundchst fir mehrere
schematjsche Polygonziige die theoretischen Varianzen Uy x und qyy mit den zu
untersuchenden Rechenverfahren errechnet. Die theoretisch berechneten Werte
sind danach so zu normieren, daB sich aus allen Ziigen libereinstimmende nor-
mierte L&ngs~ und Querfehler ergeben.

Fiir die Querfehler ist dies fir alle Rechenverfahren ohne weiteres moglich,
weil sich flr sie aus allen Rechenverfahren gleiche Werte ergeben. Die Ldngs-
fehler sind jedoch nur fir die stochastisch vereinfachte 3 Parameter Block-
ausgleichung mit den bekannten Formein der Netzausgleichung (47) normierbar.
Die Rechenverfahren flir die stochastisch strenge und die stochastisch verein-
fachte 4 Parameter Blockausgleichung miissen dagegen zur allgemeinen Dar-
stellung der Genauigkeitseigenschaften in Langsrichtung flr sich betrachtet
werden. Beachtet man, daB bei diesen beiden Varianten der Blockausgieichung die
MaBstabsfaktoren als Freiheitsgrade in Ldngsrichtung des Zuges wirken,’ver—
gleichbar den in Querrichtung des Zuges wirkenden Freiheitsgraden der Orien-
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tierung der Richtungssdtze in den Standpunkten, dann 1iegt der Ansatz nahe,

die Lingsfehler mit einer Funktion zu beschreiben, welche analog zur Darstellung
der Querfehler proportional zuvggg wiachst. Eine ausflihrliche Untersuchung zu
diesem Themenkreis enthdlt die "Selbstdndige Arbeit" |24|. Die dort angegebenen
Ergebnisse werden hierher lbernommen.

Demnach werden analog zu (47) die Genauigkeitseigenschaften in Langsrichtung
von schematischen Zigen bei stochastisch strengen und bei stochastisch verein-
fachten 4 Parameter Blockausgleichungen in der Anwendung auf schematische
Polygonzige folgendermafen beschrieben:

LRy =) Ay Q/st /s’ ) (49)

LF; = Normierter Ldngsfehler

dyyi = Varianz der Koordinate y im Polygonpunkt i
QSS = Varianz einer Streckenmessung

‘n = Anzahl der Polygonseiten

4.2.2 Ermittlung und Diskussion der Ergebnisse

Mit Hilfe des allgemeinen Rechenmodells werden nun die Zahlenrechnungen zur
Ermittlung der theoretischen Genauigkeiten von schematischen Polygonziigen
durchgefiihrt. Den Untersuchungen liegen gestreckte Polygonziige mit konstanter
Seitenldange S, beidseitigem AnschluB und (n-2) Neupunkten zugrunde, siehe
Abb. 12:

N
wo
~
=2

n-1

Abb. 12 Schema eines Polygonzuges

Die Beobachtungen sind so angelegt, daf auf den Standpunkten 1 ... n jeweils
zwei Richtungen und zwei Strecken gemessen werden. Es werden fiir alle Stand-
und Zielpunkte zu vernachldssigende Zentrierfehler angenommen und es werden
fehlerfreie Festpunkte vorausgesetzt.

Die Varianzen und Kovarianzen der Polygonpunkte und die daraus abgeleiteten
normierten Quer- und Langsfehler sind am Beispiel von zwei Polygonziigen mit
9 bzw. 17 Standpunkten in Tabelle 12, Seite 82 angegeben.

Zur lbersichtlichen Darstellung werden die errechneten normierten Ldangs- und
Querfehler der Polygonpunkte i in Abhdngigkeit von der Lage des Punktes i im
Zyg flr die untersuchten Rechenverfahren in Diagramme eingetragen. Diese so
eingezeichneten Stlitzwerte werden graphisch durch kontinuierliche Kurven ver-
bunden. Die Diagramme sind in den Abbildungen 13 und 14 dargestellt.
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Abb. 13 Abhdngigkeit des Langsfehlers in beidseitig angeschliossenen
Polygonziigen von der Lage der Punkte im Zug
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Abb. 14 Abhdngigkeit des Querfehlers in beidseitig angeschlossenen
Polygonziigen von der Lage der Punkte im Zug
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Die Diagramme erlauben die theoretischen Genauigkeitswerte aus den vier unter-
suchten Rechenverfahren flr beliebige Polygonziige miteinander zu vergleichen.
Man kommt zu den folgenden Ergebnissen:

Die Querfehler in den Polygonpunkten sind fiir alle vier untersuchten Rechen-
verfahren gleich. Die Rechenverfahren sind also beziiglich dieser Fehler in
ihren Fehlerfortpflanzungseigenschaften gleichwertig. Die errechneten Werte

verlaufen proportional zu]/nB3 .

Fiir die Langsfehler ergeben sich dagegen bei der Netzausgleichung und der
stochastisch vereinfachten 3 Parameter Blockausgleichung Fehlerfortpflanzungs-
eigenschaften die nur proportional zur Wurzel aus der Anzahl der Polygonseiten
ansteigen. Dabei ergibt die stochastisch vereinfachte 3 Parameter Blockaus-
gleichung im Vergleich zur Netzausgleichung um ca. 2 % schlechtere Genauig-
keiten.

Bei stochastisch strenger und stochastisch vereinfachter 4 Parameter Blockaus-
gleichung ergibt sich dagegen ein Anwachsen der Ldngsfehler proportional zu

/n 3
ns .

Damit sind die Genauigkeiten bei stochastisch strenger und stochastisch verein-
fachter 4 Parameter Blockausgleichung in Zugrichtung deutlich schlechter als
bei der Netzausglieichung oder der stochastisch vereinfachten 3 Parameter Block-
ausgleichung. Stellt man aber in Rechnung, daB die Langsfehler bei stochastisch
strenger und stochastisch vereinfachter 4 Parameter Blockausgleichung nicht
stdrker als die Querfehler aller untersuchten Rechenverfahren ansteigen, kommt
man zu folgendem Schluf:

Es ist Vorsicht geboten, aber immerhin kOnnen bei entsprechenden Werten fir
Seitenldnge und stochastisches Modell flir Ziige, die mit stochastisch strenger
oder stochastisch vereinfachter 4 Parameter Blockausgleichung berechnet werden,
homogene Genauigkeitsverteilungen vorausgesagt werden, d.h. es ergeben sich
kreisformige Fehlerellipsen flir die ausgeglichenen Koordinaten der Neupunkte.
Je ldnger ein Zug jedoch ist, umsc mehr machen sich die durch die Oberpara-
metrisierung bedingten ungiinstigen Fehlerfortpflanzungseigenschaften bemerkbar.

Zur Verdeutlichung der Fehlerfortpflanzungseigenschaften der einzelnen Rechen-
verfahren werden die in der Zugmitte auftretenden gréBten Punktfehler fir
einige Polygonzlige besonders dargestellt. Abbildung 15 und 16 zeigen die Werte
in Abhdngigkeit von der Anzahl der Neupunkte, wenn folgende Zahlenwerte einge-
setzt werden:

Seitenldnge s = 636.4m
mittlerer Streckenfehler o, = T 1 cm
mittlerer Richtungsfehler o, = + 10 c¢
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fir alle Rechenvarianten
identisch

.

Anzahl der Neupunkte
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Abb. 15 GroBter Querfehler in der Mitte von beidseitig angeschlossenen
Polygonziigen mit einer Seitenldnge von 636.4 m

cm
[%0] X {4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
4 Par.Blockausgl.stoch.streng
2
3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
1 s Netzausgleichung

.

1 3 5 7 Anzahl der Neupunkte

Abb. 16 GroBter Liangsfehler in der Mitte von beidseitig angeschlossenen
Polygonziigen mit einer Seitenldnge von 636.4 m

4.3 Untersuchungen zur Frage der Verkniipfungspunkte

4.3.1 Gesichtspunkte zur Wahl der Verknlipfungspunkte

Die mittels Polygonzugmessung erreichbaren Punktgenauigkeiten kOnnen durch die
stabilisierende Wirkung weiterer, etwa seitlich des Zuges liegender Ver-
kniipfungspunkte, verbessert werden.

Eine ebensolche Wirkung ist auch in Blockverbdnden zu erwarten, wo der Ein-
fluB der Verknlpfungspunkte auf die erreichbare Punktgenauigkeit von be-
sonderem Interesse ist, wenn bei freier Stalionierung der geometrische Zu-
sammenhang eines Netzes ausschlieBlich liber die Verkniipfungspunkte hergestellt
wird.

Es wird erwartet, daB sowohl die Lage als auch die Anzahl der Verkniipfungs-

punkte EinfluB auf die Genauigkeit der ausgeglichenen Koordinaten haben. Zur
unabhdangigen Aufkldrung des Einflusses von Lage und Anzahl der Verknlipfungs-
punkte werden deshalb die folgenden Untersuchungen in drei Abschnitte unter-
teilt.

Die theoretischen Genauigkeiten werden unter folgenden Gesichtspunkten er-

mittelt:

- In einem schematischen Netz mit konstanter Anzahl von Fest-, Stand- und
Verkniipfungspunkten wird nur die Lage der Verknlpfungspunkte gedndert.
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- In einem schematischen Netz mit konstanter Anzahl von Fest- und Standpunkten
wird die Zahl der Verkniipfungspunkte schrittweise erhoht.

- In einem schematischen Netz werden zusdtzliche Verkniipfungen einmal durch
weitere Punkte oder durch weitere Beobachtungen zu entfernteren Ver-
knlipfungspunkten eingebracht.

Als Ergebnisse der Untersuchungen kann der EinfluB der Verkniipfungsart auf die
Koordinatengenauigkeit bei den einzelnen Rechenverfahren graphisch dargestellt
werden.

4.3.2 Zahlenangaben und Geometrie der untersuchten Punktverbénde

Die nachfolgenden Untersuchungen behandeln jeweils zwei schematische Fdlle,
ndamlich einen zugdhnlichen Punktverband und einen quadratischen Blockverband.

Flir die Untersuchungen wird eine einheitliche Lage der Stand- und Festpunkte
angenommen. Die Abbildungen 17 und 18 zeigen die verwendeten Punktlagen.

X 4 Festpkt.
o o o @+-900m+0 [ o Y Stangpkt.

Abb. 17 Schematische Lage der Fest- und Standpunkte bei zug&@hnlichen

Punktverbdanden
A} o
o 0+900m+0
O Festpkt.
o o] o o Standpkt.
X
[} o (o}
TAY o

Abb. 18 Schematische Lage der Fest- und Standpunkte in Blockverbidnden

Die Verknipfungspunkte werden flir die folgenden Untersuchungsginge entsprechend
zwischen die Standpunkte eingefiigt.

Die Genauigkeit fir die polare Bestimmung der Verkniipfungspunkte wird ein-
heitlich folgendermaBen angenommen:

Genauigkeit einer Richtung o, = * 10 ©C
Genauigkeit einer Strecke o = F 1cm
Zentriergenauigkeit in den Verknilipfungspunkten o_' = % 0.4 cm

a
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In der ersten Reihe von Genauigkeitsuntersuchungen wird der geometrische Zu-
sammenhang zwischen den Standpunkten durch jeweils zwei Verknlipfungspunkte
realisiert. Abbildungen 19 und 20 veranschaulichen die Art der Verkniipfung.

Abb. 19 Darstellung der Verkniipfung in zugdhnlichen Punktverbédnden

o Festpkt.
o Standpkt.
® Verknipf.Pkt.

o Festpkt,
O Standpkt.
® Verknipf.Pkt.

Abb. 20 Darstellung der Verknipfung in Blockverbénden

Die Abstdnde a werden schrittweise gedndert und zwar beginnend mit a = 900 m
liber a = 450 m bis a = 225 m. Fir die jeweilige Punktkonfiguration werden die
theoretischen Genauigkeiten fir die ausgeglichenen Punkte aus den vier
Rechenverfahren ermittelt.

4.3.3 Ergebnisse bei verdnderlichem Abstand der Verkniipfungspunkte

In den Tabellen 2 bis 6 sind die errechneten theoretischen Genauigkeiten fir
die ausgeglichenen Koordinaten angegeben. Zur graphischen Darstellung des Ge-
nauigkeitsverhaltens der untersuchten Rechenverfahren in Abhdngigkeit von den
Abstdnden a der Verknlpfungspunkte werden die groBten Punktfehler herange-
zogen. Sie treten in zugdhnlichen Punktverbdnden grundsatzlich in der Mitte
des Punktverbandes und in Bldocken, bei der gewdhlten Festpunktverteilung, am
offenen Blockrand auf.

Die Zahlenwerte flr die groBten Punktfehler werden in Abhingigkeit der Ab-
stdnde a in einem Diagramm dargestellt. In Abbildung 21 sind die Kurven fiir
zugdhnliche Punktverbdnde dargestellt.
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max
cn A ‘
Og 3 \
5 _ 1\\\\\‘-——; 4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
== —=———- 4 Par.Blockausgl.stoch.streng
===——==—=—==:= 3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
1 F Netzausgleichung
225 450 905& Abstand der Verkniipfungspunkte

Abb. 21 Abhdngigkeit des groRten Punktfehlers von der Lage der Verknlipfungs-
punkte in zugdhnlichen Punktverbdanden mit 5 Standpunkten

Die dargestellten Ergebnisse bestdtigen die Netzausgleichung als das Rechenver-
fahren mit den besten Fehlerfortpflanzungseigenschaften. Flir den kleinsten Ab-
stand a = 225 m zeigen die Untersuchungen einen deutlichen Genauigkeitsunter-
schied zwischen den Rechenverfahren mit und ohne MaBstabsfaktoren. VergroBert
man die Abstédnde a werden die Unterschiede in den Genauigkeiten schnell deut-
Tich geringer.

Fiir a = 225 m betrdgt der Unterschied noch 1.4 cm/oy und schwindet

fiir a = 900 m auf einen Tiefstwert von 0.5 cm/oy.

Fiir Werte a > 900 werden die zu erwartenden Genauigkeiten wieder langsam
schlechter, entsprechend der mit zunehmender Entfernung schlechter werdenden
Punktbestimmung aus den Richtungsmessungen.

Die analogen Untersuchungen im Blockverband ergeben die in Abbildung 22 darge-
stellten Ergebhisse.

M max \
cm 31
%0
ol .
_\\\\\. {4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
‘\~\\L\“\-—*—--: 4 Par.Blockausgl.stoch.streng
1r T {3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
Netzausgleichung

225 450 900m Abstdnde der Verkniipfungspunkte
bzw. Standpunkte

Abb. 22 Abhdngigkeit des groRten Punktfehlers von den Abstdnden der
Verkniipfungspunkte im Block mit 9 Standpunkten

Es ergeben sich keine darstellbaren Unterschiede mehr fiir die Genauigkeitser-
wartungen aus stochastisch strenger und stochastisch vereinfachter 4 Para-
meter Blockausgleichung bzw. aus Netzausgleichung und stochastisch verein-
fachter 3 Parameter Blockausgleichung.

Die groBten Punktfehler im Block sind erheblich kieiner als bei vergleich-
barer zugdhnlicher Punktanordnung.

Die Genauigkeitsunterschiede betragen fiir a = 225 0.7 cm/o, und gehen fir
a = 900 m auf einen Tiefstwert von 0.2 Cm/UO zuriick.
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Die Genauigkeitsuntersuchungen zeigen, daf die Lage der Verknlipfungspunkte
einen deutlichen EinfluR auf die zu erwartenden Genauigkeiten der ausgeglichenen
Punkte hat.

Flir quadratische Verknipfungsraster ergeben sich bei allen Rechenverfahren die
jeweils groBten Genauigkeiten. Je mehr sich die angenommene Lage der Ver-
knipfungspunkte dem quadratischen Raster ndhert, desto geringer werden die Ge-
nauigkeitsunterschiede zwischen den Rechenverfahren.

Bei der Berechnung von fldchenhaften Punktverbdnden bleiben die festgestellten
Eigenschaften zum Genauigkeitsverlauf fir alle untersuchten Rechenverfahren er-
halten. Insgesamt verringern sich die Differenzen zwischen den Genauigkeiten
der Rechenverfahren deutlich und die Genauigkeitserwartungen liegen iber den
Erwartungen zugdhnlicher Punktverbinde. Die Ergebnisse zeigen weiter, daB bei
der Berechnung von fldchenhaften Punktverbdnden die Rechenverfahren mit bzw.
ohne MaRstabsfaktoren keine darstellbaren Genauigkeitsdifferenzen aufweisen.

Bei fldchenhaften blockweisen Berechnungen flihren also vereinfachende stocha-
stische Annahmen zu keinem merklichen Genauigkeitsverlust der ausgeglichenen
Koordinaten.

4.3.4 Ergebnisse bei verdnderlicher Anzahl der Verknipfungspunkte

In der zweiten Reihe von Untersuchungen wird der Einfluf der Anzahl der Ver-
knlipfungspunkte auf die Genauigkeiten der ausgeglichenen Koordinaten er-
mittelt. '

Ausgehend von zwei Verkniipfungspunkten im Abstand a = 900 m werden syste-
matisch weitere VerknlUpfungspunkte zwischen die bestehenden eingeschoben. Am
Ende verkniipfen Standpunkte im Block Uber maximal 16, im zugdhnlichen Verband
iber maximal 10 Punkte. Die Netzsituation ist in den Abbildungen 23 und 24
dargestellt.

o Festpkt.
o Standpkt.
e Verknlipf.Pkt.

Abb. 23 Stdrkste Verknipfung in zugdhnlichen Punktverbdnden

o Festpkt.
o Standpkt.

@ Verknipf.Pkt.

Abb. 24 Stédrkste Verknlpfung in Blockverbanden
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Fiir die einzelnen Punktkonfigurationen werden mit dem allgemeinen Rechenmodell
die theoretischen Genauigkeiten der ausgeglichenen Koordinaten ermittelt. Die
Ergebnisse sind in den Tabellen 2-5 und 7-10 dargestellt.

Zur graphischen Darstellung des Genauigkeitsverhaltens der untersuchten Rechen-
verfahren werden wieder die groBten Punktfehler herangezogen. Sie werden den
Tabellen entnommen und in Abhdngigkeit von der Anzahl der Verkniipfungspunkte in
einem Diagramm dargestellt. Die Diagramme sind in den Abbildungen 25 und 26 zu
sehen.

p max

= 1

g

ol , |
— 4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
“-\::::::::‘ 4 Par.Blockausgl.stoch.streng
—_— - )
———"————— - 3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
1+ Netzausgleichung

3 4 5 Anzahl der Verkniipfungspunkte

Abb. 25 Abhdngigkeit des groBten Punktfehlers in zugdhnlichen Punktverbinden
mit 5 Standpunkten von der Anzahl der Verkniipfungspunkte

mp max

4 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.

4 Par.Blockausgl.stoch.streng

3 Par.Blockausgl.stoch.vereinf.
Netzausgleichung

. —

s b -

2 3 4 5 Anzahl der Verkniipfungspunkte

Abb. 26 Abhdngigkeit des groBten Punktfehlers in Blocken mit 9 Standpunkten
von der Anzahl der Verkniipfungspunkte

Wie die Diagramme zeigen, ist der Verlauf der Kurven fiir alle Verfahren schwach
abfallend.

Als wichtigstes Ergebnis dieser Untersuchung ergibt sich daraus, daB die
Steigerung der Anzahl der Verknlpfungspunkte einen nur unwesentlichen Ge-
nauigkeitsgewinn bewirkt.

Die Parallelitdt der Kurvenverldufe zeigt weiter, daB die Rechenverfahren mit
ihren Fehlerfortpflanzungseigenschaften auf die Variation der Anzahl der Ver-
kniipfungspunkte gleich reagieren. Im librigen bestdatigt sich wieder, daB die
Ausgleichung fléchenhafter Bldcke fiir alle Rechenverfahren merklich bessere
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Genauigkeitseigenschaften ergibt, geringere Genauigkeitsunterschiede zwischen
den Rechenverfahren auftreten und Vereinfachung in den stochastischen Annahmen
praktisch keinen Genauigkeitsverlust bewirkt.

4.3.5 Ergebnisse bei libergreifenden Verkniipfungen

Im folgenden dritten Abschnitt werden zwei weitere Moglichkeiten, die Genauig-
keiten in zugdhnlichen Punktverbdnden durch zusdtzliche Verknipfungen zu
steigern, dargestellt.

In einem Fall handelt es sich um zusdtzliche Verkniipfungspunkte seitlich der
Standpunkte (siehe Tab. 2 - 5, Beispiel Nr. 8) und im anderen Fall um zusdtz-
liche Beobachtungen zu entfernteren Verknlpfungspunkten (siehe Tab. 2 - 5,
Beispiel Nr. 7).

Die errechneten theoretischen Genauigkeiten zeigen folgende Ergebnisse:

- Die hier eingefiihrten Verknilipfungen bewirken ein homogenes Genauigkeitsbild
fiir alle Rechenverfahren. Innerhalb eines Rechenverfahrens ergeben sich
Unterschiede zwischen den mittleren Punktfehlern von hochstens 0.3 cm/o,.

- Weiter iibergreifende Beobachtungen wirken sich bei allen Rechenverfahren
glinstiger als zusdtzliche seitliche Verknlipfungspunkte auf die erzielten
Genauigkeiten aus. Man erhdlt im Schnitt etwa eine Genauigkeitssteigerung
von 20 %, bezogen auf die mittleren Punktfehler.

- Verglichen mit den mittleren Punktfehlern des Punktverbandes mit nur 3 Ver-
kniupfungspunkten zwischen den Standpunkten sind die Genauigkeitssteigerungen
- sie betragen flr alle Rechenverfahren etwa 0.5 cm/oy - durch zusdtzliche
Verknipfungspunkte unerheblich. Der Beobachtungsumfang ist in einem Fall
jedoch um ca. 10 % und im anderen Fall um ca. 30 % hdher.

Es besteht also bei zugdhnlichen Punktverbanden kein echter Vorteil der liber-
greifenden Verknipfungen gegeniiber Punktverbdnden mit nur 3 Verkniipfungen an

den Nahtstellen zwischen den Standpunkten. Allerdings steigern lbergreifende

Verkniipfungen deutlich die Homogenitdt der mittleren Punktfehler.

4.4 Theoretische Genauigkeitsuntersuchungen zu trigonometrischen Einzel-
punktbestimmungen

Trigonometrische Einzelpunktbestimmungen stellen im Rahmen der Anwendungsbe-
reiche von elektronischen Tachymetern einen Ausnahmefall dar. Sie kdnnen je-
doch mit den hier vorgeschlagenen Rechenverfahren im Prinzip berechnet werden,
obwoh1 die Blockausgleichung in keiner Weise fir Einzelpunktbestimmungen vor-
gesehen ist. Als Bestdtigung dafiir werden die folgenden Untersuchungen dienen,
mit denen ein Oberblick Uber die GroBe der auftretenden Genauigkeiten ver-
mittelt wird, wenn die Blockausgleichung zur Berechnung ungiinstiger Beob-
achtungsverfahren dient.



Als ungiinstige Beobachtungsverfahren gelten hier Vorwdrtseinschneiden, Riick-

63

wirtseinschneiden und Knotenpunktbestimmung bei Polygonzlgen, wobei jeweils
Strecken- und Richtungsmessungen angenommen sind. Zur Durchfiihrung der Ge-
nauigkeitsvergleiche wird angenommen, daB ein Neupunkt tachymetrisch nach einem

dieser Beobachtungsverfahren bestimmt sei und seine Koordinaten mit Netz- und
Blockausgleichungsverfahren berechnet werden. Die verschiedenen schematischen

Becbachtungsanordnungen sind in den Abbildungen 27 bis 30 dargestellt.

o Festpkt.

f

Abb. 27

o Standpkt.

® N Neupunkt

Abb.

1000m

28

Abb. 29

Netzaufbau zu Einzelpunktbestimmungen

Die Zahlenrechnungen basieren auf folgenden einheitlichen Annahmen

Genauigkeiten der Beobachtungen:

- Fehlerfreie Festpunkte

-~ Zentrierfehler vernachldssigbar

- Genauigkeit einer Strecke

- Genauigkeit einer Richtung

Is

r

Als Ergebnis erhdlt man die in den

keitswerte in den Einheiten cm/o,.

1 cm
+ 10 c¢

folgenden Tabellen aufgefiithrten

X
N
0 1909 m
Abb. 30

fiir die

Genauig-

a = grofe Netzaus- 3 Parameter 4 Parameter 4 Parameter
Halbachse gleichung Blockaus- Blockaus- Blockaus-
b = kleine gleichung gleichung gleichung
Halbachse stoch.vereinf.| stoch.vereinf.| stoch.streng
mp = Punktfehler a b mp a b mp a b mp a b mp
Zugverknotung 1.3 1.0 1.4 1.4 1.0 1.2 | 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4
Riickwdrts -
schnitt 1.8 0.7 1.1 1.9 0.7 1.1 2.0 1.8 1.8 1.9 1.8 1.8
Vorwdrts -
schnitt 1.4 0.7 1.0 1.6 0.8 1.1 1.6 1.5 1.6 1.6 1.5 1.6
zweifacher
Vorwdri{s - 1.0 0.6 0.8 1.0 0.7 0.9 1.4 1.2 1.3 1.3 1.2 1.3

schnitt
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Wie erwartet zeigen die Ergebnisse, daB die besten Genauigkeiten flir den Neu-
punkt immer aus einer Berechnung mit der Netzausgleichung resultieren und daB
Berechnungen mit 4 Parameter Blockausgleichungsverfahren erheblich schlechter
sein kOnnen.

Die Genauigkeitsunterschiede zwischen der stochastisch strengen 4 Parameter
Blockausgleichung und der stochastisch vereinfachten 4 Parameter Blockaus-
gleichung sowie zwischen Netzausgleichung und der stochastisch vereinfachten

3 Parameter Blockausgleichung sind dagegen minimal. Damit bestdtigt sich, daB
die MaRstabsfaktoren im wesentlichen die Genauigkeitsunterschiede zwischen den
Rechenverfahren bedingen. Die Uberparameterisierung der Blockausgleichungsver-
fahren macht sich hier bei Einzelpunktbestimmungen besonders deutlich negativ
bemerkbar.

Die Genauigkeitsuntersuchungen zeigen, daB die Ausgleichungsverfahren mit
MaRstabsfaktoren flr die beschriebenen Einzelpunktbestimmungen als Berechnungs-
verfahren nicht gut geeignet sind. Um keine Genauigkeit zu verschenken, sollte
die Berechnung immer mit der Netzausgleichung oder der stochastisch verein-
fachten 3 Parameter Blockausgleichung durchgefiihrt werden.

4.5 Genauigkeitserwartungen fiir die Bestimmung von "Polarpunkten"

4.5.1 Einflhrung in die Untersuchungen zur Genauigkeitsbestimmung der
Polarpunkte

Der eigentliche Zielfall der Blockausgleichung ist die Berechnung von Bldcken
mit groBen Datenmengen. In diese Berechnung werden alle Daten eingefiihrt und
insgesamt einer simultanen Ausgleichung unterzogen. Die Ausgleichung bein-
haltet jedoch vereinfachte Annahmen im stochastischen Modell und eine Uber-
parametrisierung im Funktionalmodell. Dieser Einschrdnkung steht bei der Netz-
ausgleichung nach Heupel [4]| gegeniiber, daB ein Grundnetz zwar streng berech-
net wird, die Polarpunkte aber nachtrdglich angehdngt werden. Mehrfach be-
stimmte Polarpunkte konnen damit zur Netzversteifung nichts beitragen. Sie
werden nur gemittelt, was ebenfalls als Vereinfachung zu werten ist.

Die Auswirkungen der Vereinfachungen auf die Genauigkeiten der ausgeglichenen
Koordinaten werden nun einander gegeniibergestellt. Dazu werden die Fehler-
fortpflanzungseigenschaften der beiden Rechenmethoden in der Anwendung auf
einen Block bzw. ein Grundnetz bis hin zu den theoretischen Genauigkeiten

der Polarpunkte untersucht. Der angenommene Blockverband ist in Abbildung 31
dargestellt.

Die Bestimmungsstiicke werden nun insgesamt direkt der stochastisch verein-
fachten 4 Parameter Blockausgleichung zugeflihrt und die Genauigkeiten aller
Punkte errechnet. In die Netzausgleichung werden nur die ausgewdhlten Be-
stimmungsstiicke, die zur Festlegung eines Grundnetzes (Abb. 32) dienen, ein-
bezogen. Dies sind hier alle Standpunkte. Ausgehend von dieser Netzgrundlage
werden die restlichen Punkte mit den verbleibenden Bestimmungsstiicken polar
eingerechnet.

Der Genauigkeitsvergleich an diesen Punkten wird eine Beurteilung der Rechen-
verfahren unter praktischen Gesichtspunkten ermdglichen,
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& Festpkt.
o Standpkt.
® Kleinpkt.
X
Abb. 31 Punktverband zur Abb. 32 Netz als Grundlage zur Be-
Blockausgleichung rechnung der Kleinpunkte

4.5.2 Zahlenangaben zum angenommenen Punktverband und Genauigkeitserwartungen
nach der Ausgleichung

Die Zahlenrechnungen basieren auf folgenden Werten:

- Fehlerfreie Festpunkte
- Zentrierfehler
Standpunkte: o, =% 0.2 cm

a
Zielpunkte: o= X 0.4 cm
- Genauigkeit einer Strecke: o =% 1 cm
- Genauigkeit einer Richtung: o, = 1 10 c¢c

Das allgemeine Rechenmodell ergibt flir die Blockausgleichung sofort die
Genauigkeiten aller Punkte, wdhrend fir die Netzausgleichung zundchst nur
die Genauigkeiten des Grundnetzes erhalten werden.

Die errechneten theoretischen Genauigkeiten sind der folgenden Tabelle zu
entnehmen:

CrmererEloanals g necssusgiercnos
Pkt.Nr. $2ﬁ§;§”;£ Punkt- | oy $;;$l$r;; Punkt-
1 1.18 1
2 0.99 2 0.78
3 1.01 3 0.87
4 1.18 4
5 0.97 5
6 1.01 6 0.87
7 0.92 7 0.85

Die Genauigkeitseigenschaften der nach Netzausgleichung polar eingerechneten
Punkte werden im folgenden Abschnitt gesondert mit Hilfe der Fehlerfortpflanzung
berechnet. Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Berechnung fir einen innerhalb
und fiir einen am Rand des Grundnetzes liegenden Polarpunkt durchzufiihren.
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4.5.3 Genauigkeitserwartungen fiir Polarpunkte und Diskussion der Ergebnisse

Der Einrechnung von Polarpunkten liegt folgender Rechengang zugrunde:

- Bestimmung der Richtungswinkel
- Polare Berechnung der Koordinaten
- Mittelung mehrfach bestimmter Koordinaten

Bestimmung der Richtungswinkel:

In der Netzausgleichung werden neben den ausgeglichenen Koordinaten (Xsi’ Ysi)
der ausgewahlten Netzpunkte, die im vorliegenden Beispiel gleichzeitig die
Standpunkte sind, die Orientierungsunbekannten ws 4 bestimmt. Fiir die folgenden
AbTeitungen sind diese Unbekannten und die dazugehOrige theoretisch strenge
Kovarianzmatrix Qxx aus den vorausgehenden Untersuchungen bekannt.

Der Richtungswinkel asiz VOn einem bekannten Standpunkt i zu einem Polarpunkt z,
der mit den polaren Elementen Richtung Rg,, und Strecke Sg,, beobachtet wurde,
lautet dann:

oc‘=w_+R‘ (50)

Polare Berechnung der Koordinaten eines Kleinpunktes:
Die gesuchten Koordinaten eines Kleinpunktes, der von einem Standpunkt mit den
ausgeglichenen Koordinaten X51, Y51 polar abgesetzt wird, Tauten:

Xsiz = Xsi + Ssizcos asiz
(51)

Y =Y + S sin a
P S 5.2 5,2
Mittelung mehrfach bestimmter Koordinaten:
Der Polarpunkt wird von verschiedenen Standpunkten aus abgesetzt und die end-

gultigen Koordinaten Xz’ YZ werden durch einfache Mittelbildung berechnet:

1.
Zl (X 2)
1.

><
I

Berechnung der Kovarianzmatrix der Koordinaten Xz’ YZ:
Zur Bestimmung der Kovarianzmatrix Q,, der gemittelten Koordinaten X,, Y,
setzt man die Gleichungen (50) und (51) in (52) ein und wendet das allgemeine

Fehlerfortpflanzungsgesetz an.

(50) und (51) in (52) eingesetzt:

21
XZ =3 ZS Xs. + Ss.z cos(wS + RS Z)
1 i i i
o (53)
YZ =3 Zz YS + SS 7 s1n(wS + RS Z)
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Die nichtlinearen Beziehungen (53) sind zur Anwendung des allgemeinen Fehler-
fortpflanzungsgesetzes zu linearisieren:

Man erhdlt:

1 .
A = = AX_. +cos(w_. +R YAS -S *sin(w_ +R JAR
z i z; Ss s sz’ 7ssz Ts;z S, s;z 552
'Ss.z°51n(ws.z+Rs.z)Aws-
1 1 1
(54)
1 .
AY, = & zé AY. +sin(w. +R JAS. _+S *cos{w, +R JAR
z i 4 S Si sq2'77sg2 s,z sy 842’7 7s.z
+SS_Z'COS((,us.i+RS_iZ)AmS-i

Damit erhdlt man die Kovarianzmatrix QZZ nach dem allgemeinen Fehlerfort-
pflanzungsgesetz (wobei U die Koeffizientenmatrix der stochastischen GrdBen
in Gleichungen (54) darstellt):

Qup = U * Qpy - U

ZahlenmdBige Berechnung der Kovarianzmatrix fir den Polarpunkt Nr. 1:

Bereitstellung der Matrix U:

1 1 0 1 0 +45000 +45000 -0.7071 +0.7071 +45000 +45000
Uu== ,
2

0 1 0 1 -45000 +45000 -0.7071 =-0.7071 =-45000 +45000

Bereitstellung der Matrix Q,, (aus 3.6. ):
Tiefgestellte Zahlen bedeuten die Zehnerpotenz; aus Symmetriegrinden werden
Werte unterhalb der Hauptdiagonalen nicht eingetragen.

[~ B
6.16_, 2.68_, 4.61_-5.71 ,-1.49 . 6.77_, 0 0 0 O
6.16_, 4.62_, 4.17_-1.49_ 1.83, 0 0 0 O
6.91, 8.23_-1.50__ 1.34, 0 0 0 0
0 - 8.35_-3.15_-2.50_, 0 0 0 O

XX

1.08_,2.86_,, 0 0 0 O
108, 0 0 0 0
1.1 0 0 o0
1.1 0 0
2.59_, 0

2.59_,

( X Yy X3 Y3 wy w3 Sp.1 S3.1 Ry Ry )



68

Mit den bereitgestellten Zahlenwerten ergibt sich fiir den Kleinpunkt Nr. 1
folgende Kovarianzmatrix

1.2 0.04
Q,, (1) =
2z 0.04 1.3
Der mittlere Punktfehler My lTautet mp (1) = 1.2 [EEJ
0

Die entsprechende Berechnung fiir die viermalige Bestimmung des Klein-
punktes Nr. 5 ergibt:

0.7 0.0

5 -
02z (3) 0.0 0.7

g

Der mittlere Punktfehler mp Tautet mp (5) = 0.9 [%E]
0

Die entsprechenden Werte aus der 4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch
vereinfacht, lauten (siehe Tab. 11)

1.2 [%%] fiir Punkt Nr. 1

I+

mp =

1]
|+

cm .
My 1.0 [55] fiir Punkt Nr. 5
Das quadratische Mittel Uber die Punktfehler my aller Punkte ergibt flr die
beiden Rechenverfahren fast gleiche Werte.

Quadr. Mittel Uber alle Mp bei Netzausgleichung: 1.0 [g%]

Quadr. Mittel Uber alle my bei 4 Parameter Blockausgleichung, em
1.1 [;~]

stochastisch vereinfacht: Go

Damit hat sich an diesem Beispiel die Leistungsfdhigkeit der stochastisch ver-
einfachten 4 Parameter B]ockausg]eichung hinsichtlich der Fehlerfortpflanzungs-
eigenschaften flr den Zielfall der fldchenhaften Punktbestimmung bestdtigt.

Die Effekte der Vernachldssigungen bei der stochastisch vereinfachten 4 Para-
meter B]ockausg]efchung und der Netzausgleichung in der hier angewandten Form
sind etwa gleich. Dieses Ergebnis ist zundchst nur flir das untersuchte Beispiel
giltig. Inwieweit es auf groBere Blocke lbertragbar ist, wird wesentlich von
der zugrundeliegenden Festpunktverteilung abhdngen. Bei groBen Bldcken mit je
einem Festpunkt in den Blockecken wird sich der in Abb. 9 (S. 48) dargestellte
Effekt, wonach die Genauigkeitsunterschiede mit der BlockgrdBe zunehmen, ein-
stellen. Bei dicht mit Festpunkten besetztem Blockrand darf jedoch erwartet
werden, daB das oben gefundene gute Ergebnis auch bei groBen Bldocken erhalten
bleibt.

Diese Ergebnisse bestdtigen zwar die ZweckmdBigkeit des untersuchten Blockver-
fahrens flir den Fall fldchenhafter Punktverbande, sobald es technisch reali-
sierbar ist, sollte jedoch aus Grilinden der Allgemeinheit fiir praktische Be-
rechnungen trotzdem ein vd11ig strenges Rechenverfahren angestrebt werden.
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5. ZUSAMMENFASSUNG UND SCHLUSSBETRACHTUNG

Die vorliegende Arbeit stellt einen Beitrag zum Problemkreis der automatischen
Tachymetrie dar. Sie konzentriert sich auf die Diskussion von verschiedenen
Verfahrensgruppen zur lagemdRigen Berechnung tachymetrischer Punktbestimmungen
und untersucht speziell die zwischen den Rechenverfahren auftretenden Ge-
nauigkeitsunterschiede in den ausgeglichenen Koordinaten.

Die hier behandelten Genauigkeitsuntersuchungen sind rein theoretisch, indem
das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz zusammen mit angenommenen stocha-
stischen Modellvorstellungen zur Anwendung kommt. Das Ergebnis besteht somit
aus den Varianzen und Kovarianzen der ausgeglichenen Koordinaten in Einheiten
des mittleren Gewichtseinheitsfehlers.

Fir die Genauigkeitsunterschiede zwischen den Rechenverfahren darf erwartet
werden, daB sie gegeniiber den Voraussetzungen in den Annahmen zum stocha-
stischen Modell unempfindlich sind und Genauigkeitsvergleiche deshalb moglich
sind.

Die Zahlenrechnungen stiitzen sich auf schematische Punktverbdnde und mdoglichst
realistische Annahmen filir die stochastischen Eigenschaften der Beobachtungen.

Die Funktionsmodelle der urspriinglich interessierenden Rechenverfahren Netz-
ausgleichung und Blockausgleichung werden zur einfacheren numerischen Be-
rechnung der gesuchten Kovarianzmatrix der ausgeglichenen Koordinaten auf ein
allgemeines Rechenmodell bezogen. Das allgemeine Rechenmodell erlaubt lber die
Simulierung der stochastisch vereinfachten 4 Parameter Blockausgleichung und
der Netzausgleichung hinaus, zwei weitere Varianten der Blockausgleichung,

4 Parameter Blockausgleichung mit strengem stochastischen Modell und 3 Para-
meter Blockausgleichung mit vereinfachtem stochastischen Modell, mit ein-
fachen Mitteln zu untersuchen.

Im Ergebnis erhdlt man zur Gegenliberstellung flir alle Beispiele die Kovarianz-
matrizen der ausgeglichenen Koordinaten nach

Netzausgleichung

4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch streng

4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht
3 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht

Eine erste Gruppe von Genauigkeitsuntersuchungen dient zur Kldarung der allge-
meinen theoretischen Genauigkeitseigenschaften der Rechenverfahren. Es werden
deshalb alle Beobachtungen mit in den Ausgleichungsalgorithmus einbezogen.
Dieses Vorgehen entspricht jedoch im Falle der Polarpunktaufnahme nicht der
tatsdchlichen Anwendung des derzeit einzigen Rechenverfahrens von Heupel 1in
der Praxis.
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Aus den Beispielen mit allen Beobachtungen im Ausgleichungsverfahren leiten
sich zusammenfassend folgende Ergebnisse ab:

- Die Netzausgleichung 1dRt, relativ zu den anderen Rechenverfahren gesehen,
die besten Genauigkeiten erwarten.

- Die Genauigkeitsunterschiede zwischen den Rechenverfahren sind stark von der
Geometrie des Punktverbandes abhdngig. Flir Polygonziige erhdlt man noch deut-
liche Genauigkeitsunterschiede, wahrend bei fldchenhaften Punktverbdnden die
Unterschiede nur minimal sind.

- Rechenverfahren mit MaBstabsfaktoren ergeben immer stédrker ausgerundete
(kreisformigere) Fehlerellipsen als Rechenverfahren ohne MaBstabsfaktoren.

- Vernachldssigungen im stochastischen Modell wirken sich, insbesondere bei
fldchenhaften Punktverbdnden, kaum merklich auf die zu erwartenden Punkt-
genauigkeiten aus.

- Die 3 Parameter Blockausgleichung mit vereinfachtem stochastischen Modell
ist stets ginstiger als eine 4 Parameter Blockausgleichung mit strengem
stochastischen Modell.

Das Funktionalmodell Ubt den groBeren EinfluB auf die erzielten Punkt-
genauigkeiten aus.

Eine abschlieBende Untersuchung berlicksichtigt die praktische Anwendung der
Rechenverfahren. Es wird beachtet, daB in die Blockausgleichungsverfahren alle
Beobachtungen eingehen, wéhrend in der Netzausgleichung nach Heupel nur die
Beobachtungen zu Netzpunkten Berlicksichtigung finden und Polarpunkte nach-
traglich eingerechnet und eventuell gemittelt werden.

Das hierzu berechnete Beispiel zeigt, daB sich in diesem Fall die Genauig-
keiten von Netzausgleichung und Blockausgleichung praktisch nicht unter-
scheiden und beide Rechenverfahren flir diesen Anwendungsfall als gleichwertig
betrachtet werden diirfen.

Die 4 Parameter Blockausgleichung hat sich damit als leistungsfihiges Rechen-
verfahren bestdtigt, mit dem unter der Voraussetzung eines dicht mit Fest-
punkten besetzten Blockrandes, Genauigkeiten fiir die ausgeglichenen Koordi-
naten erzielt werden, die sich von denen einer strengen Berechnung kaum unter-
scheiden. Um jedoch immer optimale Ergebnisse zu erhalten, sollte trotzdem

ein vollig strenges Rechenverfahren angestrebt werden. Hierzu bietet sich als
operationelles Verfahren die 3 Parameter Blockausgleichung, nach vorange-
gangener 4 Parameter Blockausgleichung zur Bestimmung der Ndherungswerte, an,
abgesehen von dem Verfahren einer allgemeinen Netzausgleichung.
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1800 m

@ Verknupf.Pkt.
0

a Festpkt.
o Standpkt.

freie Stationierung

O

o}
g,
a’

mpm

X

XX
e
2

RO
ROL

X
Pk
X

SO
S

Pallal
‘1“

¢)

D
>

X

0%

020
F OO0
(B0
XS

N,
G
X
N

X
»g:»
X

255
DX
2
%

a<bs

I
%
X
.’e.
X
e

4

2.3

Tabelle 1
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4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht
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4 parameter Blockausgleichung, stochastisch streng
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(¢
S

10€C 5 Festpkt.

1]
|+

=+ 1 cm o Standpkt

Pkt. Nr

o,1= +0.4cm @ Verknipf | faxy
0 900 m m, [cm/oo]
Bsp.Nr.1 1 2 3
1 2 3 0.8 1.3 1.5
b—rt—0—0—0- 0.7 0.9 0.9
0.7 1.1 1.2
Bsp.Nr.2 1 2 3 4 5
o 3 _& 1.3 1.3 2.0 3.6 3.6
b—*<:>’0<: 1.0 1.0 0.9 1.1 1.1
2 > |11 1.1 1.4 2.0 2.0
Bsp.Nr.3 1 1 2 3 4 5
3 1.3 1.3 1.5 2.2 2.2
1.0 1.0 0.9 1.1 1.1
2 S11.1 1.1 1.2 1.6 1.6
2 3 4 5
1.3 1.4 1.7 1.7
1.0 0.9 1.2 1.2
1.1 1.1 1.4 1.4
3 4 5 6 7
1.3 1.3 1.7 1.6 1.7
1.0 0.8 1.1 1.0 1.1
1.1 1.0 1.3 1.2 1.3
5 6 7 819 |10} 11
1.2 1.1 1.6y 1.5/1.5|1.5}1.5
0.9 0.7 1.0/ 0.9/0.90.9{0.9
1.1 0.9 1.2 1.2|1.2|1.2]1.2
2 3 4 5
1.2 1.1 1.2 1.2
0.8 0.7 0.7 0.7
1.0 0.9 0.9 0.9
2 314 5 6 7
1.211.3]1.1 |1.3{1.3 1.3
0.9/0.8(0.7 (0.8 1.0 1.0
1.011.0{0.9 |1.01}1.2 1.2
3 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht Tabelle 5
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oy 10¢¢
o 1 cm

Oq1= + 0.4 cm

I+ 1+

freie Stationierung

& Festpkt.
o Standpkt.

® Verknipf.Pkt.

0

900 m

NetzausgTleichung

4 Parameter Block-
ausgleichung,
stoch.vereinfacht

4 Parameter Block-
ausgleichung,
stoch. streng

3 Parameter Block-
ausgleichung,
stoch.vereinfacht

2 2
3 3
B
99
Pkt {
Nr ﬁxx ﬁy.; mp
1 1.1 ]1.211.1 1.2 1.0 |2
2 11.2]1.1 1.1 1.0 1.0 |0
3 11.0 1.0 1.0 0. 1.0 0.8 |2
1 11.311.3]1.3 1.5 2.0 |2
2 11.3]1.3]1.3 1.1 1.2 |0
3 j1.211.211.2 1.3 1.812
1 1.3 11.311.3 1.5 2.0 12
2 11.311.3]1.3 1.1 1.2 10
3 11.2|1.211.2 1.3 1.812
1 /1.1]1.21.1 1.2 1.0]2
2 11.211.1 1.1 1.0 1.0]0
311.011.011.0 0. 1.0 0.812

Tabelle 6
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9g

0a|

Y‘=

*
+
+

10CC
1 cm

0.4 cm

freie Stationierung

a Festpkt.
o Standpkt.
@ Verknlipf.Pkt.

p) 6
7
[cm
o)
Pkt —

Nr. Fi; ﬁyy mp
1 (1.2 1.1} 1.1 1 j1.1)1.1 1.1 1 1.0 1

2 10.9 /0.8 0.8
2 0.9 0

3 11.01/0.9 0.9
2 11.011.0 1.0 3 0.9/ O
4 0.9 0
4 11.211.1] 1.1 3 J1.1]1.1 1.1 5 1.0 1
6 0.9 0
4 11.0(1.0 1.0 7 0.9/ 0
8 0.9/ 0
511.010.9| 0.9 5 10.910.9 0.9 9 0.8/ 0
10 0.9/ 0

6 (1.0 0.9 0.9
6 {1.0]0.9 0.9 11 0.9/ 0

7 10.9 /0.9 0.9
12 0.9, 0
7 010.9 0.9 13 0.9y 0

mpm = 1.0

Tabelle 7

Netzausgleichung
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r
o, =% 10¢¢ a Festpkt.
GS - il cm O Standpkt.
o 0=+ 0.4 cm @ Verkniipf.Pkt. 0 900 m

freie Stationierung

Pkt | |
ne [Pyl ™
1 1.311.3 1.3 1 1.3 1.3 1.3 1 11.2 2 1.2
2 10.9/0.9; 0.9
2 11.1 1 1.1
3 1.111.1 1.1
2 1.2 1.1 1.1 3 11.1 0 1.0
4 1.1 1 1.1
4 1.311.3 1.3 3 1.3 1.3 1.3 5 11.2 2 1.2
6 (1.1 1 1.1
4 1.2] 1.1 1.1 7 1.1 0 1.0
8 1.1 1 1.1
5 1.211.2] 1.2 5 1.1/ 1.1 1.1 9 1.0 0 1.0
10{1.0 0 1.0
6 1.1]1.1 1.1
6 | 1.2/ 1.0 1.1 1111.1 9 1.0
7 1.1 1.1 1.1
12 (1.0 0 1.0
7 1.21 1.0 1.1 1311.1 9 1.0
Mom | = | 1.2
Tabelle 8

4 parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht
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a Festpkt.
O Standpkt.
® Verkniipf.Pkt.

Pkt
N (P [y | ™
1 11.3]1.3) 1.3 1]1.341.3 1.3 1 2 1.2
2 0.9/ 0.9 0.9
2 1 1.1
3 11.1) 1.1y 1.1
2 (1.2 1.1 1.2 3 0 1.0
4 1 1.1
4 11.3] 1.3l 1.3 3 11.3 1.3 1.3 5 2 1.2
6 1 1.1
4 11.2]1.1 1.2 7 0 1.0
8 1 1.1
5 11.2] 1.2 1.2 5 11.1 [1.1 1.1 9 0 1.0
10 0 1.0
6 | 1.1 1.1} 1.1
6 1.1:1.0 1.0 11 9 1.0
7 | 1.1 1.1] 1.1
12 0 1.0
7 {1 1.0 1.0 13 9 1.0
Mom| = 1.2
4 Parameter Blockausgleichung, stochastisch streng Tabelle 9
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1
+
e
O
[}
(]

a Festpkt.
o Standpkt.

® Verkniupf.Pkt.

4
2 6
7
cm
)
Pkt —
Nr [ ﬁ/y "p
1 1.2 1.1 1.1 141.1 1.1 1.1 1 0 1.0
2 0.9 |0.8 0.8
2 0 1.0
3 11.0 {0.9 0.9
211.01(1.0 1.0 3 9 0.9
4 9 0.9
4 11.211.1 1.1 3411.111.1 1.1 5 0 1.0
6 0 1.0
411.0/1.0 1.0 7 9 0.9
8 9 0.9
511.0 0.9 0.9 510.9|0.9 0.9 9 8 0.8
10 9 0.9
6 0.9 0.9 0.9
611.0/0.9 0.9 11 9 0.9
7 10.9{0.9 0.9
12 9 0.9
711.0]10.9 0.9 13 9 0.9
Mom | = | 1.0

3 Parameter Blockausgleichung, stochastisch vereinfacht

Tabelle 10
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o, = + 10¢c o Festpunkt
o = +1cm o Standpunkt
o =X 0.2 cm ® Zielpunkt
_ | S———
0qi= £ 0.4 cm 0 900 m
Pkt.
Nr. xx {qyy ™p
2 10.78 10.78 0.78
3 10.83 j0.91 0.87
6 | 0.91 |0.83 0.87
7 10.85 |0.85 0.85
Netzausgleichung 10 | 0.78 | 0.78 0.78
11 {1 0.83 | 0.91 0.87
“ 8 1]1.17 |1.19 | 1.18
0 2 10.99 |{0.99 0.99
12 310.99 |1.02 1.01
4 4 11.19 | 1.17 1.18
510.97 | 0.97 0.97
6 { 1.02 | 0.99 1.01
7 10.92 | 0.92 0.92
8 1.19 | 1.17 1.18
4 Parameter Blockausgleichung 91 0.97 }0.97 0.97
stochastisch vereinfacht 10 { 0.99 | 0.99 0.99
11 ] 0.99 | 1.02 1.01
12 { 1.17 | 1.19 1.18
Tabelle 11
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>

S =636m S =636m
op = + l4cc ap = + 14CC
og =+ 1cm gg =+ 1 cm
ng =9 ng = 8 ng = 17 ng = 16
Pkt. rel.lage | Pkt rel.Lage
Nr. Qxx ny QF LF im Zug Nr. Qxx ny QF LF im Zug
Netzaus- 1 1.25 0.44 0.030 0.23 0.13 1 1.57 0.47 0.012 0.17 0.06
gleichung 2 3.97 0.75 0.053 0.31 Q.25 2 6.35 0.8 0.025 0.23 0.13
3 6.67 0.94 0.068 0.34 0.38 3 14.29 1.22 0.038 0.28 0.19
4 7.78 1.00 0.073 0.35 0.50 4 24.24 1.50 0.050 0.31 0.25
5 34.54 1.72 0.059 0.33 0.31
6 43.45 1.88 0.067 0.34 0.38
7 49.46 1.97 0.071 0.35 0.44
8 51.58 2,00 0.073 0.35 0.50
4 Parameter 1 1.25° 1.25 0.030 0.050 0.13 1 1.57 1.57 0.012 0.019 0.06
Blockaus- 2 3.97 3.97 0.053 0.088 Q.25 2 6.35 6.35 0.025 0.039 0.13
gleichung, 3 6.67 6.67 0.068 0.11 0.38 3 14.29 14.29 0.038 0.059 0.19
stoch. 4 7.78 7.78 0.073 0.12 0.50 4 24.24 24.24 0.050 0.077 0.25
vereinfacht 5 34.54 34.54 0.059 0.092 0.31
’ 6 43.45 43.44 0.067 0.10 0.38
7 49.46 49.45 0.071 0.11 0.44
8 51.58 51.57 0.073 0.11 0.50
4 Parameter 1 1.25 1.25 0.030 0.050 0.13 1 1.57 0.012 0.019 0.06
Blockaus- 2 3.97 3.97 0.053 0.088 0.25 2 6.35 0.025 0.039 0.13
gleichung, 3 6.67 6.67 0.068 0.11 0.38 3 14.29 0.038 0.059 0.19
stoch. 4 7.78 7.78 0.073 0.12 0.50 4 24.24 0.050 0.077 0.25
vereinfacht 5 34.54 0.059 0.092 0.31
6 43.44 0.067 0.10 0.38
7 49.46 0.071 0.11 0.44
8 51.58 0.073 0.11 0.50
3 Parameter 1 1,25 0.53 0.030 0.26 0.13 1 0.57 0.012 0.18 0.06
BTockaus- 2 3.97 0.84 0.053 0.32 0.25 2 0.98 0.025 0.24 0.13
gleichung, 3 6.67 1.01 0.068 0.35 0.38 3 1.30 0.038 0.28 0.19
stoch. 4 7.78 1.08 0.073 0.36 0.50 4 1.59 0.050 0.31 0.25
vereinfacht 5 1.80 0.059 0.34 0.31
6 1.95 0.067 0.35 0.38
7 2.05 0.071 0.36 0.44
8 2.08 0.073 0.36 0.50

Tabelle 12
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7. ANHANG ZU KAPITEL 2.3.3

Bei standpunktweiser Korrelation der Beobachtungen ist zu zeigen, daB die An-
teile eines "Standpunktes" aus Netzausgleichung und allgemeinem Rechenmodel]l
an der gewichteten Quadratsumme der Verbesserungen gleich sind.

Es muB gezeigt werden, daB gilt:

VR, VR, VX,
vS; vS, VY1
VR2 VR
-1 ° -1
VSa |t Qpy o fvS2 o= Qe
.vRi vRi VX
vSi vSi vy;
i . = ] . .
oder v'y - PN vy via PA Va

1 - ] . 3
v NSV, Z ist.

Zerlegung von Py nach Gleichung (15)

Ph Qg = (U gy s U

Da U eine reguldre guadratische Matrix mit Pseudodiagonalstruktur ist, 1iRt

sich PA hier auch umformen zu:

- -1 - -
p = U 1 be U 1 =y’ 1

VX1
v¥1

VX,
vy

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)
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mit
McosR —J—sinR
1 51 1
sinR, JLcosRl
Sy
cosR,
urt o= sinR,

Damit ist Z = U'"

und (A.4) wird zu:

cosRi

sinR.
1

-—Ts1nR1

1
§_'cosRi

(A.4a)

Setzt man (A.6) in (A.4a) ein, kann der unmittelbare Vergleich mit Gleichung

(40) auf S.
gezeigt ist.

37 vollzogen werden, womit die Richtigkeit der Gleichung (A.1)
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