


4 Weiterentwicklungen

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 4.18: Ergebnis mittels des optimierten SPEC-Algorithmus für: (a) 8 Bildpaare,
(b) 16 Bildpaare, (c) 128 Bildpaare, (d) 512 Bildpaare, (e) 1024 Bildpaare,
(f) 8192 Bildpaare.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In der hier vorliegenden Arbeit wurden zunächst die verschiedenen optischen korrelationsba-
sierten Messtechniken beschrieben. Mit dem PROPAC-Verfahren wurde dabei eine Technik
zur Vermessung der Deformation von diffus reflektierende Oberflächen vorgestellt, die eine
sehr geringe Messdauer von nur einer Bildaufnahme aufweist. Da es sich zusätzlich um eine
relative Messung handelt und somit Abweichungen bzw. Deformationen direkt messbar sind,
ist dieses Verfahren in der Lage, die Anforderungen der Industrie hinsichtlich einer prozessin-
tegrierten 100-Prozent-Kontrolle zu erfüllen. Auf gerichtet reflektierenden Oberflächen kann
dagegen die REPAC-Messtechnik angewendet werden. Diese Messtechnik besitzt gegenüber
den sonst eingesetzten deflektometrischen Verfahren den Vorteil, dass die Eindeutigkeit bei
der Korrespondenzanalyse auch im Falle von mehrfachen Reflexionen, z.B. an Glasoberflä-
chen, nicht verloren geht. Sowohl die PROPAC als auch die REPAC-Messtechnik wurden am
Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR) in Göttingen entwickelt.

Neben den verschiedenen Messtechniken wurden auch die dabei zur Anwendung kommenden
Auswertetechniken beschrieben. Probleme und Limitierungen, die z.B. durch den Einsatz der
FFT in den Kreuzkorrelationsalgorithmen entstehen, wurden aufgezeigt. Zusätzlich konnte
gezeigt werden, dass die räumlichen Auswertefenster der Kreuzkorrelation wie eine robuste
Filterung wirken und nicht als räumliche Mittelung, wie dies in der Literatur oft angegeben
wird.

Im Rahmen der Arbeit wurde auch erklärt, wie die Suche des Maximums der Kreuzkorre-
lationsfunktion Sub-Pixel genau erfolgen kann. Die Algorithmen, die dies ermöglichen, sind
daher der kritische Faktor hinsichtlich der in der optischen korrelationsbasierten Messtech-
nik erzielbaren Genauigkeit. Typischerweise kann mit einer Sub-Pixel-Messgenauigkeit in der
Größenordnung von 0,1 bis 0,05Pixel gerechnet werden.

Im Bereich der Algorithmen zur Sub-Pixel-Detektion wurde zunächst prinzipiell zwischen ein-
und zweidimensionalen Algorithmen unterschieden. Insbesondere durch den hier vorgestell-
ten allgemeinen linearen zweidimensionalen Algorithmus zur Sub-Pixel-Detektion konnte eine
deutliche Weiterentwicklung gegenüber den bisher verfügbaren Ansätzen erzielt werden. In
bisherigen kommerziellen Softwarepaketen zur Kreuzkorrelation kommen meist eindimensio-
nale Algorithmen zum Einsatz. Da aufgrund der Geometrie bei der PROPAC-Messanordnung
elliptische Korrelationsmaxima entstehen, wurde in dieser Arbeit der systematische Fehler der
eindimensionalen Algorithmen im Falle elliptischer Korrelationsmaxima genau untersucht.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es konnte auch eine analytische Beschreibung dieses systematischen Fehlers hergeleitet wer-
den. Im Rahmen einer numerischen Simulation konnte gezeigt werden, dass der hier vorge-
stellte allgemeine lineare zweidimensionale Algorithmus keinen systematischen Fehler besitzt.
Im Falle elliptischer Korrelationsmaxima liefert er eine bis zu 1000 mal höhere Genauigkeit
als herkömmliche eindimensionale Algorithmen zur Sub-Pixel-Detektion. Der maximale Feh-
ler des allgemeinen linearen zweidimensionalen Algorithmus betrug nie mehr als 0,015Pixel.
Obwohl die ursprüngliche Motivation zur Weiterentwicklung der Sub-Pixel-Algorithmen in
der Geometrie der PROPAC-Messanordnung begründet liegt, lässt sich der allgemeine linea-
re zweidimensionale Sub-Pixel-Detektor selbstverständlich auch für alle anderen optischen
korrelationsbasierten Messtechniken einsetzen.

Durch den Einsatz einer verbesserten Implementierung des SPEC-Algorithmus konnte eine
räumliche Auflösung von einem Pixel erzielt werden. Geht man von einer herkömmlichen
Berechnung der Kreuzkorrelation mittels 32 × 32 Pixel großer Auswertefenster aus, so ent-
spricht dies einer Verbesserung um den Faktor 1024 im Zweidimensionalen. Diese deutliche
Steigerung der räumlichen Auflösung lässt sich allerdings nur für statische oder periodische
Vorgänge erzielen.

Insgesamt wurde also die optische korrelationsbasierte Messtechnik hinsichtlich Genauigkeit,
Robustheit und räumlicher Auflösung deutlich verbessert.

Zukünftige Untersuchungen könnten das Ziel haben, den Einfluss von Rauschen in den zu
korrelierenden Bildern auf die Leistungsfähigkeit der unterschiedlichen Sub-Pixel-Detektoren
detailliert zu analysieren. Hinsichtlich einer möglichst vollautomatischen Datenauswertung
wären auch Algorithmen zur Sub-Pixel-Detektion wünschenswert, die sich selbst adaptiv an
die Breite des Maximums der Kreuzkorrelationsfunktion anpassen und somit nur die signifi-
kanten Werte der Kreuzkorrelationsfunktion zur Berechnung der Sub-Pixel genauen Position
des Maximums berücksichtigen.
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Anhang

A.1 Ausgleichungsrechnung

Nach Grafarend und Schaffrin (1993) versteht man unter Ausgleichungsrechnung die Schät-
zung von Parametern in linearen Modellen. Es gibt zwar im Prinzip drei verschiedene Ansät-
ze der Parameterschätzung, allerdings kann in der Praxis fast immer das hier im Folgenden
dargestellte Gauß1-Markov2-Modell angewendet werden. In sehr speziellen Anwendungen ist
es manchmal notwendig, auf den Allgemeinfall der Ausgleichung, das so genannte Gauß-
Helmert-Modell, oder auf robuste Schätzverfahren zurückzugreifen. Auf die beiden letzteren
Verfahren wird hier nicht weiter eingegangen, sondern auf entsprechende Fachliteratur (z.B.
Niemeier (2002)) verwiesen.

Das hier im Folgenden beschriebene Ausgleichungsmodell ist allgemein unter dem Namen
Gauß-Markov-Modell bekannt. Es wurde ursprünglich von C. F. Gauß vermutlich im Jahr
1797 entwickelt (Niemeier (2002)), allerdings erst im Jahr 1809 publiziert (Gauß (1809)).
Gauß bezeichnete sein Schätzmodell als Methode der kleinsten Quadrate (MdkQ). In engli-
scher Literatur findet man meist den Begriff Least Squares Estimation (LSE). Diesem Aus-
gleichungsmodell liegt der nach C. F. Gauß und A. A. Markov benannte Satz, der so genannte
Gauß-Markov-Satz, zugrunde. Der Satz besagt, dass die Schätzung nach der MdkQ die beste,
lineare, unverzerrte Schätzung (englisch: Best Linear Unbiased Estimator, BLUE) darstellt,
falls die zufälligen Fehler der Beobachtungen unkorreliert sind und einen Erwartungswert
von Null haben. In der Praxis treten bei einer Messung immer Messfehler auf. Diese kön-
nen sowohl durch die limitierte Präzision des Messgerätes als auch durch subjektive Ablese-
oder Einstellfehler entstehen. Die Ausgleichungsrechnung erlaubt es, aus diesen fehlerhaften
Messwerten Schätzwerte für die zu messenden Größen zu bestimmen und zusätzlich eine Aus-
sage über deren Genauigkeit zu ermöglichen.

Ein sehr einfaches und daher anschauliches Beispiel ist die Bestimmung einer Gerade aus
gegebenen Punkten. Dieses Problem ist in Abbildung A.1 dargestellt und tritt zum Beispiel
bei der Bestimmung einer linearen Kalibrierfunktion eines Messgerätes auf. Das Vorgehen,

1Carl Friedrich Gauß: Geboren am 30. April 1777 in Braunschweig, gestorben am 23. Februar
1855 in Göttingen. Deutscher Mathematiker, Astronom, Geodät und Physiker; gilt als einer der
größten Gelehrten seiner Zeit.

2Andrei Andrejewitsch Markov: Geboren am 14. Juni 1856 in Rjasan, gestorben am 20. Juli 1922
in Petrograd, russischer Mathematiker, auf den wesentliche Beiträge in der Statistik u.a. der
Markov-Prozess und die Markov-Ketten zurückgehen.
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Abbildung A.1: Darstellung der drei Ausgleichungsszenarien: Eindeutigkeit, Überbestim-
mung und Unterbestimmung.

aus gemessenen Daten funktionale Zusammenhänge herzustellen, wird als Regression bezeich-
net. In diesem Beispiel werden aus den gegebenen Punkten die funktionalen Parameter einer
Geraden bestimmt. Es ist sofort ersichtlich, dass dabei grundsätzlich drei Fälle auftreten
können:

• Bei einem einzelnen Punkt gibt es unendlich viele Möglichkeiten, eine Gerade durch
diesen Punkt zu bestimmen. Es liegt also eine Unterbestimmung vor, die nur mit Hilfe
mindestens einer zusätzlichen Bedingung eindeutig gelöst werden kann.

• Der eindeutig bestimmte Fall, wenn genau zwei Punkte vorliegen. Die Berechnung in
diesem Fall ist trivial.

• Es existieren drei oder mehr Punkte, die im Allgemeinen nicht exakt auf einer Geraden
liegen. Man spricht von Überbestimmung; die Gerade muss also optimal eingepasst
werden. Das ist der Fall, an dem die eigentliche Ausgleichungsrechnung ansetzt. Wie
genau eine optimale Schätzung der Geraden erreicht wird, die dennoch gleichzeitig alle
Beobachtungen verwendet, soll im Weiteren noch detailliert erläutert werden.

Wir wollen im Folgenden nur noch den Fall der Überbestimmung betrachten, also wenn
mehr Beobachtungen als zu bestimmende Parameter vorliegen. Des Weiteren sollen auch alle
Beobachtungen gleichzeitig für die Schätzung verwendet werden. Das Schätzverfahren, das

110



sich dadurch ergibt, ist eindeutig, statistisch optimal und lässt zusätzlich eine Beurteilung
des Endergebnisses hinsichtlich Qualität und Zuverlässigkeit zu.

Abbildung A.2: Mengendarstellung der Ausgleichungsaufgabe nach Niemeier (2002).

In Abbildung A.2 ist der funktionale Zusammenhang zwischen den Beobachtungen und den
zu schätzenden Parametern in Mengendarstellung zu sehen. Das Prinzip der Ausgleichungs-
rechnung besteht also in der Suche einer Abbildung, die die Menge der Beobachtungen auf
die Menge der Parameter abbildet. Dies macht natürlich nur dann Sinn, wenn ein sachlich
logischer Zusammenhang zwischen Beobachtungen und Parametern besteht. Es soll hervor-
gehoben werden, dass sich hierbei die verschiedenen Beobachtungen hinsichtlich ihrer Art
und Genauigkeit durchaus voneinander unterscheiden können.

Die funktionale Beziehung der parametrischen Ausgleichung

Li ∼ fi(X1, X2, X3, . . . , Xu) (A.1)

stellt jeweils eine Beobachtung Li in Beziehung zu allen durch das Modell eingeführten Para-
metern Xi. Für diese Parameter sollen im Weiteren optimale Schätzwerte gefunden werden.
Da alle Beobachtungen Li immer mit einer Messunsicherheit behaftet, also nicht fehlerfrei,
sind, ist dieser funktionale Zusammenhang so nicht exakt erfüllt. Daher erhalten die be-
obachteten Größen im Ausgleichungsmodell eine Verbesserung vi, um der Fehlerbehaftung
Rechnung zu tragen. Man schreibt also für das funktionale Modell

Li + vi = fi(X1, X2, X3, . . . , Xu). (A.2)

Für das Beispiel der Geradenbestimmung aus drei Punkten ergibt sich

Li + vi = a0 + xia1 , i = 1, 2, 3, . . . (A.3)
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wobei a1 den zu schätzenden Steigungsparameter der Geraden und a0 den y-Achsen-Abschnitt
bezeichnet.

Leider kommen in der Praxis nur selten lineare Beziehungen zwischen Messgrößen und Pa-
rametern vor. Zum Beispiel stellt die Berechnung von Strecken und Winkeln aus gemessenen
Koordinaten jeweils eine nichtlineare Beziehung dar.

sij =

√
(xj − xi)

2 + (yj − yi)
2 (A.4)

ϕij = arctan

(
(yj − yi)

(xj − xi)

)
(A.5)

Da der hier behandelte Fall der Parameterschätzung lineare Beziehungen voraussetzt, müssen
die Beobachtungsgleichungen gegebenenfalls linearisiert werden.

Nach Taylor kann man den Funktionswert f an einer Stelle X0 + x durch eine Reihenent-
wicklung (Taylorentwicklung) approximieren, falls die Funktion f0 in X0 bekannt ist und der
Fortschritt x klein beziehungsweise der Funktionsverlauf hinreichend gleichmäßig ist.

f(X0 + x) = f(X0) +
∂f

∂X

∣∣∣∣
X0

· x +
1

2

∂2f

∂X2

∣∣∣∣
X0

· x2 + O3 (A.6)

Um eine Linearisierung zu erreichen, muss die Reihenentwicklung auf Glieder 1. Ordnung,
also auf die 1. Ableitung, beschränkt werden. Damit der Fehler dieser Approximation nicht
zu groß wird, muss X0 hinreichend nah am wahren Wert X liegen.

Das funktionale Modell aus Gleichung (A.2) hat nach durchgeführter Linearisierung somit
die Form

Li + vi = fi(X
0
1 , X0

2 , ..., X0
u) +

∂fi

∂X1

∣∣∣∣
X0

· x̂1 +
∂fi

∂X2

∣∣∣∣
X0

· x̂2 + ... +
∂fi

∂Xu

∣∣∣∣
X0

· x̂u. (A.7)

Mittels folgender Abkürzung für die partiellen Ableitungen

aij =
∂fi

∂Xj

∣∣∣∣
X0

(A.8)

ergibt sich bei n Beobachtungen und u zu schätzende Parameter die n × u-Design- oder
Koeffizientenmatrix

A =




a11 a12 · · · a1u

a21 a22 · · · a2u
...

... . . . ...
an1 an2 · · · anu


 . (A.9)

Für die Parameter in Vektordarstellung gilt nach der Linearisierung

X = X0 + x, (A.10)

112



wobei sich die ausgeglichenen Parameter X aus den nicht-stochastischen Näherungswerten
X0 und den eigentlich im linearisierten Ausgleichungsmodell bestimmten, stochastischen Ko-
ordinatenzuschlägen x zusammensetzen. Diese Darstellung gilt analog für die Beobachtungen

L = L0 + l, (A.11)

wobei l den verkürzten (linearisierten) Beobachtungsvektor bezeichnet. Damit ergibt sich die
finale linearisierte Form des funktionalen Modells in Matrixdarstellung

l + v = Ax. (A.12)

Besteht zwischen den Beobachtungen und den gesuchten Parametern ein linearer Zusam-
menhang, so wie z.B. bei der linearen Regression, so können die Beobachtungen l direkt
in Gleichung A.12 eingesetzt und die Gleichung einmalig ausgewertet werden. Ist der Zu-
sammenhang zwischen Beobachtungen und Parametern nichtlinear, so muss zunächst eine
Linearisierung erfolgen und Gleichung (A.12) ist jeweils mit dem verkürzten Beobachtungs-
vektor l aus Gleichung (A.11) mehrmals iterativ zu durchlaufen.

Die Forderung der MdkQ lautet nun, dass eine optimale Lösung erreicht wird, wenn die Sum-
me der Quadrate der Verbesserungen minimiert wird. Damit ergibt sich die Zielfunktion der
MdkQ zu:

vTv → min . (A.13)

Da diese Zielfunktion auch als L2-Norm bezeichnet wird, kann die MdkQ auch als Parameter-
schätzung nach der L2-Norm aufgefasst werden. Alternativ sind auch andere Zielfunktionen
für die Parameterschätzung möglich, u.a. die L1-Norm (führt zu einem robusten Schätz-
verfahren), die L3-Norm oder die L∞-Norm (dann auch als Tschebyschow3-Ausgleichung
bezeichnet).

Um den optimalen Schätzer nun zu bestimmen, setzt man in die Zielfunktion bzw. die Mini-
mierungsbedingung (Gleichung (A.13)) den Modellansatz (Gleichung (A.12)) ein und erhält:

vTv =(xTAT − lT )(Ax− l) → min

=xTATAx− xTAT l− lTAx + lT l → min

=xTATAx− 2xTAT l + lT l → min . (A.14)

Da das Minimum von vTv gesucht wird, muss der obige Ausdruck nach der Variablen x

abgeleitet werden:

d(vTv) =dx̂TATAx̂ + x̂TATAdx̂− 2dx̂TAT l

=2dx̂TATAx̂− 2dx̂TAT l

=2dx̂T (ATAx̂−AT l). (A.15)

3Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow: Geboren am 26. Mai 1821 in Okatowo, gestorben am 8. Dezem-
ber 1894 in Sankt Petersburg, russischer Mathematiker.
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Diese Ableitung ist nur dann Null, wenn der in Klammern stehende Ausdruck ATAx̂−AT l

aus Gleichung (A.15) zu Null wird. Es entsteht also folgender Ausdruck für eine optimale
Schätzung von x̂:

(ATAx̂−AT l) =0 (A.16)

(ATA)x̂ =AT l (A.17)

und schließlich die endgültige Berechnungsformel des geschätzten Parametervektors

x̂ = (ATA)−1AT l. (A.18)

Wichtig ist dabei, dass die Inverse (ATA)−1 existieren muss, damit Gleichung (A.18) gelöst
werden kann. Dies setzt eine spaltenreguläre Matrix A voraus.

In der hier bisher vorgestellten Schätzung der Parameter wurden alle Beobachtungen aus
Vereinfachungsgründen als gleich genau angenommen. Sind allerdings für die Beobachtungen
Genauigkeitsinformationen und möglicherweise noch Korrelationen bekannt, so lässt sich die
(n, n)-Kovarianzmatrix der Beobachtungen wie folgt aufstellen:

Σll =




σ2
1 ρ12σ1σ2 · · · ρ1nσ1σn

ρ21σ2σ1 σ2
2 · · · ρ2nσ2σn

...
... . . . ...

ρn1σnσ1 ρn2σnσ2 · · · σ2
n


 . (A.19)

Die Kovarianzmatrix beinhaltet auf ihrer Hauptdiagonalen die Varianzen σi2 der Beobach-
tungen li und auf den Nebendiagonalelementen die Korrelationen ρij zwischen den Beobach-
tungen li und lj .

Diese a priori Informationen sind meist nicht vollständig bekannt, daher kann in den meisten
Fällen auf die Korrelationen zwischen den einzelnen Beobachtungen verzichtet werden und
die Kovarianzmatrix vereinfacht sich zu folgender Diagonalmatrix:

Σll =




σ2
1

σ2
2 0

0
. . .

σ2
n


 . (A.20)

Eine weitere Vereinfachung wäre es, für alle Beobachtungen dieselbe Genauigkeit anzuneh-
men:

σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
n = σ2. (A.21)

Dieser Ansatz setzt natürlich Beobachtungen vom gleichen Typ, die zusätzlich noch als gleich
genau angenommen werden können, voraus. Die Kovarianzmatrix ergibt sich für diesen Fall
zu

Σll = σ2 · In, (A.22)
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wobei In die Einheitsmatrix der Größe n ist. Die Erweiterung der oben beschriebenen Pa-
rameterschätzung um die bekannten oder angenommenen Kovarianzinformationen erfordert
zunächst die Einführung der Gewichtsmatrix

P = Σ−1
ll . (A.23)

Diese dient dazu, Beobachtungen mit einer hohen Genauigkeit, also mit einer niedrigen Va-
rianz, ein hohes Gewicht im Prozess der Parameterschätzung zuzugestehen und umgekehrt.
Selbstverständlich kann die Gewichtsmatrix P auch für eine spezielle, nicht direkt an die
Genauigkeiten der Beobachtungen angelehnte Gewichtung verwendet werden.

Durch die Einführung einer Gewichtsmatrix ändert sich die Minimierungsbedingung aus Glei-
chung (A.13) zu

vTPv → min, (A.24)

und die Gleichung (A.18) für die Schätzung der Parameter lautet nun

x̂ = (ATPA)−1ATPl. (A.25)

Eine Parameterschätzung nach der MdkQ, wie sie hier vorgestellt wurde, lässt sich auf be-
liebige über- oder gleichbestimmte Probleme anwenden. Es muss keine Aussage über die sta-
tistische Verteilung der Beobachtungen gemacht werden. Es wurde aber von R. A. Fisher4,
vermutlich um das Jahr 1920, gezeigt, dass die MdkQ eine Maximum Likelihood -Schätzung
darstellt, falls die Beobachtungen normalverteilt sind oder ihre Verteilung nur sehr gering
von der Normalverteilung abweicht. Muss damit gerechnet werden, dass die Beobachtungen
einer unbekannten, der Normalverteilung nicht ähnlichen Verteilung folgen, so sollten robus-
te Schätzverfahren verwendet werden, da ein einzelner grober Fehler das Schätzergebnis bei
Anwendung der MdkQ sehr stark beeinflussen kann.

Bereits zu Beginn dieses Abschnitt wurde der Vorteil der Ausgleichungsrechnung genannt,
neben der optimalen Schätzung der Parameter zusätzlich noch deren Qualitätsmaße zur
Verfügung zu stellen. In der Statistik wird zur Beschreibung der Genauigkeit einer vekto-
riellen Größe die Kovarianzmatrix verwendet. Für die mittels der Ausgleichungsrechnung
geschätzten Parameter erhält man die Kovarianzmatrix Σxx durch Anwendung des Fehler-
Fortpflanzungs-Gesetzes auf Gleichung (A.25)

Σxx =(ATPA)−1ATPΣllPA(ATPA)−1

=(ATPA)−1ATPA(ATPA)−1

Σxx =(ATPA)−1. (A.26)

4Ronald Aylmer Fisher: Geboren am 17. Februar 1890 in London, gestorben am 29. Juli 1962 in
Adelaide. Bedeutender britischer Statistiker und Biologe. Auf ihn geht das Maximum-Likelihood-
Prinzip und die nach ihm benannte F-Verteilung zurück.
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Somit stehen die Genauigkeiten und Korrelationen der geschätzten Parameter zur Verfügung.
Mittels statistischer Testverfahren, so genannter Hypothesentests, lassen sich auch noch die
Zuverlässigkeit beziehungsweise die Signifikanz der geschätzten Parameter bestimmen. Für
die Durchführung der Hypothesentests sei auf Standardliteratur wie Witte und Schmidt
(2000) oder Niemeier (2002) verwiesen.
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